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摘要 本文在双曲空间 Hn (n > 5) 中建立如下的双曲 Alexandrov-Fenchel 不等式: 若超曲面 Σ 为 h-

凸的, 则有 ∫
Σ

σ4dµ > C4
n−1ωn−1

{(
|Σ|
ωn−1

) 1
2

+

(
|Σ|
ωn−1

) 1
2

n−5
n−1

}2

,

等号成立当且仅当 Σ 为 Hn 中的测地球面.
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1 引言

Alexandrov-Fenchel不等式是关于 Rn中凸区域上定义的均质积分 (quermassintegrals)的几何不等

式. 它是经典的等周不等式的一个推广, 在经典几何中起着重要的作用. 对于 Rn 中带有边界 ∂Ω = Σ

的有界光滑区域 Ω, 令 κ = (κ1, κ2, . . . , κn−1) 为 Σ 的主曲率构成的集合, σk : Rn−1 → R 为 k 次初等

对称多项式函数, 则 Ω 上的均质积分可定义为

Vn−k(Ω) = cn,k

∫
Σ

σk−1(κ), k > 1, (1.1)

其中 cn,k = Ck
n−1/C

k−1
n−1. 本文记 Ck

n−1 = (n−1)!
k!(n−1−k)! , Vn 为区域 Ω 体积相差一个常数倍的因子, Vn−1

为 Σ的面积.著名的 Alexandrov-Fenchel均质积分不等式可表述如下: 若 Ω是凸的,则对于任意 0 6 i

< j < n, 都有

Vn−j(Ω)
1

n−j

Vn−j(B)
1

n−j

> Vn−i(Ω)
1

n−i

Vn−i(B)
1

n−i

. (1.2)
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当 i = 0 且 j = 1 时, (1.2) 则化为经典的等周不等式. 注意到在 (1.1) 中, 当 k > 1 时, 不等式 (1.2) 与

∫
Σ

σk > Ck
n−1ωn−1

(
1

Cj
n−1

1

ωn−1

∫
Σ

σj

)n−1−k
n−1−j

, 0 6 j < k 6 n− 1 (1.3)

等价, 其中 ωn−1 表示标准球面 Sn−1 的面积 (约定 σ0 = 1). 因此, 不等式 (1.3) 也可以理解为等周不

等式的推广. 当 k = 1 时, 它通常被称为 Minkowski 不等式. 当 j = 0 时, (1.1) 则化为

∫
Σ

σk > Ck
n−1ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

)n−1−k
n−1

. (1.4)

在过去几十年中, Rn 中的 Alexandrov-Fenchel 均质积分不等式已经得到了深入的研究. 读者可参见

Santaló [1]、Burago 和 Zalgaller [2] 以及 Schneider [3] 的经典书籍. 对于非凸区域上的相应不等式, 可参

见 Guan 和 Li [4]、Huisken1)、Chang 和 Wang [5] 以及 Qiu [6] 近年来有意思的工作. 这里仅提醒读者关

注 Alexandrov-Fenchel均质积分不等式在单位球面 Sn 上的一个共形版本[7]. 比较有意思的是,它与本

文将要建立的双曲空间上的 Alexandrov-Fenchel 不等式有着非常密切的关系.

在本文中,我们感兴趣的是建立 (1.1)在双曲空间 Hn 中的类似不等式. 令 Hn = R+ × Sn−1,配有

度量

ḡ = dr2 + sinh2 rgSn−1 ,

其中 gSn−1 是单位球面 Sn−1 上的标准度量. 双曲空间 Hn 上的等周不等式最早是由 Schmidt [8] 得到

的, 另可参见文献 [9] 中流的方法. 当 n = 2 时, 双曲空间上的等周不等式有显式表达式

L2 > 4πA+A2,

其中 L 表示 H2 中曲线 γ 的长度, A 为 γ 所围成区域的面积, 并且等号成立当且仅当 γ 是一个圆周.

近年来有许多尝试建立双曲空间 Hn 上的 Alexandrov-Fenchel不等式的工作,如文献 [10,11]等. 另外,

Gallego 和 Solanes [12] 利用积分几何的方法证明了以下感兴趣的几何不等式. 更具体地, 对于 Hn 中

的凸区域, 有 ∫
Σ

σkdµ > cCk
n−1|Σ|, (1.5)

其中 |Σ|表示曲面 Σ的面积, dµ表示关于 Σ上诱导度量的面积元,并且常数 c满足当 k > 1时, c = 1;

当 k = 1时, c = (n− 2)/(n− 1). 感兴趣的读者还可参见文献 [13]的类似工作. (1.5)中的常数 c (k > 1

时) 不能再改进. 然而它还远不是最佳不等式 (这里最佳指的是等号可以取到且等号成立当且仅当超

曲面为双曲空间中的测地球面), 尤其是当曲面 Σ 的面积 |Σ| 很小的时候.

近来由于拟局部质量和 Penrose不等式的研究, Brendle等[14] 建立了如下的 Minkowski型不等式

(即 k = 1 时的情形): ∫
Σ

(λ′H − (n− 1)⟨∇̄λ′, ν⟩)dµ > (n− 1)ω
1

n−1

n−1 |Σ|
n−2
n−1 ; (1.6)

de Lima 和 Girão [15] 证明了相关的几何不等式∫
Σ

λ′Hdµ > (n− 1)ωn−1

((
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

)
, (1.7)

1) Huisken H. In preparation. See also [4].
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其中 λ′(r) = cosh r, 而且曲面 Σ 满足的条件都是星型的 (star-shaped) 且为平均凸的 (即 H > 0). 这

个带有权重因子 λ′ 的全平均曲率积分很自然地出现在 Brown-York 拟局部质量的定义以及与渐近双

曲图流形相关的 Penrose 型不等式[16] 中. 它的高阶形式
∫
λ′σ2k−1 同样很自然地出现在我们关于渐

近双曲图流形的新质量文献 [17] 中. 能否将不等式 (1.6) 和 (1.7) 推广到一般的 k 情形将是一个非常

有意思的问题.

本文中, 我们感兴趣的是双曲空间中与不带权重因子 λ′ 的曲率积分
∫
Σ
σkdµ 有关的 Alexandrov-

Fenchel 均质积分不等式. 不同于欧氏空间情形, 此曲率积分与 Hn 中的均质积分有着非常密切的关

系, 可参见文献 [1, 11,12]. 近年来, Li 等[18] 首先证明了关于 σ2 的不等式∫
Σ

σ2dµ > (n− 1)(n− 2)

2
(|Σ|+ ω

2
n−1

n−1 |Σ|
n−3
n−1 ), (1.8)

条件是曲面 Σ ⊂ Hn 满足是星型的且为 2- 凸超曲面, 即 σ1 > 0 和 σ2 > 0.

若曲面 Σ ⊂ Hn 满足所有的主曲率都大于等于 1, 则称其为 h- 凸的. 本文得到下面的定理:

定理 1.1 令 n > 5. 若 Σ ⊂ Hn 是 h- 凸的, 则有∫
Σ

σ4dµ > C4
n−1ωn−1

{(
|Σ|
ωn−1

) 1
2

+

(
|Σ|
ωn−1

) 1
2

n−5
n−1

}2

, (1.9)

其中 ωn−1 为单位球面 Sn−1 的面积且 |Σ| 表示 Σ 的面积, 并且等号成立当且仅当 Σ 为测地球面. 当

n = 5 时, (1.9) 成立条件可减弱为 Σ ⊂ Hn 是星型的且为 2- 凸超曲面, 即 σ1 > 0 和 σ2 > 0.

定理 1.1 蕴含了一个新的等周型结果: 在一类具有固定面积的 h- 凸超曲面中, 曲率积分
∫
σ4dµ

的最小值仅由测地球面取到.

不同于欧氏空间情形, 我们相信, 在双曲空间中, 曲率 σk 中 k 的奇偶性在 Alexandrov-Fenchel 均

质积分不等式有着重要的作用2). 也就是说, 当 k 为奇数时, Alexandrov-Fenchel 均质积分不等式的形

式应该形如 (1.6) 或 (1.7); 而当 k 为偶数时, (1.8) 和 (1.9) 应该是对且是最好的形式. 同样参见下面

的定理 3.7. 关于一般的 k 情形的 Alexandrov-Fenchel 均质积分不等式的工作, 可参见文献 [19, 20].

h- 凸性是一个非常自然的概念, 它在几何上等价于对任意一点 p ∈ Σ, 其围成的区域 Ω 都完全包

含在通过点 p 的某个极限球面 (horosphere) Sh(p) 所围成的球内. 而且从我们的工作来看, 它应该是

不等式 (1.9) 成立的 (几乎) 最好的条件. 参见下面的注 3.4 和 3.5.

证明上述的几何不等式的本质思想是相同的: 需要取一个适当的泛函以及合适的几何流, 并证明

所取的泛函在几何流下具有某种单调性. 若几何流最后能收敛到标准球面, 则我们得到了一个最佳的

几何不等式, 其最佳常数可由标准球面取到. 这里采用的流是文献 [21] 中的逆曲率流

∂X

∂t
=

n− 4

4

σ3

σ4
ν, (1.10)

其中 ν 表示 Σ 的单位外法向.

我们遇到的第一个困难是,对于要研究的不等式 (1.9),取什么泛函比较适合?受到 Brendle等[14]、de

Lima 和 Girão [15] 以及 Li 等[18] 工作的启发, 我们猜测泛函

Q(Σ) := |Σ|−
n−5
n−1

∫
Σt

{
σ4 −

(n− 3)(n− 4)

6
σ2 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

}
(1.11)

2) 李海中有类似的想法. Li H. A private communication.
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可能是一个好的选择. 实际上泛函中的积分项

l2 :=

(
σ4 −

(n− 3)(n− 4)

6
σ2 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

)
在相差一个常数倍的意义上就是 Gauss-Bonnet曲率 L2. 我们知道 Gauss-Bonnet曲率 L2 是一个内蕴

几何量,且为数量曲率 R的一个自然推广. 对于 Gauss-Bonnet曲率的更多了解,感兴趣的读者可参见

文献 [22]. 这里提醒读者注意文献 [18] 中所考虑的泛函实际上是关于数量曲率的 Yamabe 商, 而本文

考虑的泛函 (1.11) 同样也是关于 L2 曲率的 Yamabe 商. 由于双曲空间的几何带来的复杂性,
∫
Σ
l2 的

变分公式中有三项需要我们来处理. 然而不同于不等式 (1.6)–(1.8) 的证明, 我们并不能直接简单地利

用 Newton-MacLaurin 不等式 (引理 2.1) 来处理. 更具体地, 由 Newton-MacLaurin 不等式可知 (3.1)

中出现的三项中,

5
σ5σ3

σ4
− 4(n− 5)

n− 4
σ4 和

4(n− 3)

n− 4
σ2 − 3

σ2
3

σ4

是非正项, 而
σ1σ3

σ4
− 4(n− 1)

n− 4

是非负项.然而为了得到泛函 Q沿着曲率流 (1.10)的单调性,我们需要证明这三项的和非正. 因此,我

们需要将这三项放在一起统一来考虑. 由于这些项关于 κ 的伸缩尺度并不相同, 因此不能期望这三项

的和对于所有满足条件 κ = (κ1, . . . , κn−1) ∈ Rn−1
+ 都是非正的. 然而幸运的是, 我们发现对于满足 h-

凸性的 κ可以证明这三项的和确实是非正的,见命题 3.3. 这正是本文的关键点之一,其中 h-凸性的假

设起着非常重要的作用. 利用 Gerhardt 在逆曲率流中的工作, 我们还可以证明 h- 凸的性质沿着曲率

流 (1.10)是保持的,从而得到 (1.11)中定义的泛函 Q沿着曲率流 (1.10)是单调不增的. 因此为证想要

的不等式, 仅需考察泛函 Q 沿着曲率流 (1.10) 下的极限. 然而, 现在我们遇到了另一个困难: 流 (1.10)

仅是在渐近的意义下收敛 (命题 2.2), 即流最后渐近收敛到共形于标准单位球面度量的球面. 我们证

明了沿着流 (1.10),若演化超曲面一直是 h-凸的,则上面的诱导度量有 (渐近)正的 Schouten张量. 对

于 Sn−1 上这样的度量, 可以利用文献 [7] 中的关于共形几何中推广的 Sobolev 型不等式. 这里 h- 凸

性再一次起了非常重要的作用. 应用这个不等式, 我们可以得到定理 3.7 中的关于 Q 的最佳估计, 从

而证明定理 1.1. 这里非常有意思的是, 球面上共形几何中的结果与 Hn 中的双曲 Alexandrov-Fenchel

不等式有着如此紧密的联系, 而它们之间的桥梁则是文献 [21] 中的逆曲率流, 也可参见文献 [23] 以及

近年来的相关工作 [13, 24,25].

本文的其余部分组织如下. 第 2 节列出关于基本对称多项式函数 σk 的一些基本知识, σk 的变分

公式以及文献 [7]中一般的 Sobolev型不等式,并证明了文献 [21]中的逆曲率流下 h-凸性的保持以及

流的收敛性. 第 3 节证明了最重要的 Q 的单调性, 并分析了它沿着曲率流 (1.10) 下的极限行为, 从而

最终证明了定理 1.1.

2 准备知识

k 次初等对称多项式函数 σk : Rn−1 → R 定义为

σk(Λ) =
∑

i1<···<ik

λi1 · · ·λik , 对于 Λ = (λ1, . . . , λn−1) ∈ Rn−1.
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很容易将这样定义的 σk 推广到所有对称矩阵构成的集合上. Garding 锥 Γ+
k 定义为

Γ+
k = {Λ ∈ Rn−1 | σj(Λ) > 0,∀ j 6 k}.

下面列出一些本文中将需要用到的一些关于 σk 的基本性质. 对于其他相关的性质, 参见管鹏飞的综

述文章 [26] 或文献 [18].

引理 2.1 对于 Λ ∈ Γ+
k , 我们有 Newton-MacLaurin 不等式:

σk−1σk+1

σ2
k

6 k(n− k − 1)

(k + 1)(n− k)
, (2.1)

σ1σk−1

σk
> k(n− 1)

n− k
, (2.2)

并且不等式 (2.1) 或 (2.2) 在 Λ 处等号成立当且仅当 Λ = c(1, 1, . . . , 1).

Newton-MacLaurin不等式在证明上述的几何不等式中有着非常重要的作用. 然而,我们将看到对

于不等式 (1.9) 的证明, Newton-MacLaurin 不等式是不够的.

令 Hn = R+ × Sn−1, 配有度量

ḡ = dr2 + sinh2 rgSn−1 ,

其中 gSn−1 表示单位球面 Sn−1上的标准度量,且 Σ ⊂ Hn为 Hn中的光滑闭超曲面,其单位外法向为 ν.

令 h 为 Σ 的第二基本形式, κ = (κ1, . . . , κn−1) 表示 Σ 在 Hn 中关于 ν 的法曲率构成的集合. 曲面 Σ

的 k 阶中曲率定义为

σk = σk(κ).

现在考察下面的曲率演化方程:
d

dt
X = Fν, (2.3)

其中 Σt = X(t, ·) 为 Hn 中的一族超曲面, ν 表示 Σt = X(t, ·) 的单位外法向, F 为可能依赖于位置向

量 X 以及 Σt 的主曲率的速度函数. 可以验证沿着流 (2.3), 有

d

dt

∫
Σ

σkdµ =(k + 1)

∫
Σ

Fσk+1dµ+ (n− k)

∫
Σ

Fσk−1dµ. (2.4)

证明可以参见文献 [27]. 这里采用记号 σ−1 = 0. 如果将 Hn 中的流 (2.3) 与 Rn 中超曲面的演化方程

相比较, 将会发现 (2.4) 中的最后一项是额外项. 这个额外项是由双曲空间的截曲率为 −1 造成的, 它

使得 Hn 中超曲面的现象与欧氏空间中的大不相同.

如前面所述, 我们具体采用的是下面的逆曲率流:

d

dt
X =

n− 4

4

σ3

σ4
ν. (2.5)

利用 Gerhardt [21] 的结果, 我们有下面的命题:

命题 2.2 若初始时的超曲面 Σ 是 h- 凸的, 则流 (2.5) 的解具有长时间存在性并且流的过程中

一直保持 h-凸的性质. 而且,超曲面 Σt 在流的过程中在主曲率一致收敛并且指数收敛到 1的意义下,

变得越来越接近全脐曲面. 具体地, 令 hi
j = gikhkj , 其中 g 为诱导度量, h 为第二基本形式, 则有

|hi
j − δij | 6 Ce−

t
n−1 , t > 0.
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证明 Gerhardt [21] 在初始曲面为星型的这个更弱的条件下研究了下面的更一般的逆曲率流:

d

dt
X = −Φ(F )ν, (2.6)

其中函数 Φ(r) = −r−1 (r > 0), 且 F 为一个光滑的齐一次的曲率函数, 满足单调递增性和凹性. 因此,

利用 Gerhardt 的结果, 我们对于流 (2.5) 或者是更一般的流 (2.6), 只需要验证 h- 凸性的保持.

由文献 [21] 中关于第二基本形式 hi
j 的 (4.23), 我们得到 h̃i

j := hi
j − δij 的演化方程如下:

˙̃
hi
j = Q(∇2h̃,∇h̃)ij + Φ̇F klhlrh

r
kh̃

i
j + Φ̇F klhlrh

r
kδ

i
j

+ (Φ− Φ̇F )h̃ikh̃kj + 2(Φ− Φ̇F )h̃i
j + (Φ− Φ̇F )δij

− {(Φ + Φ̇F )δij − Φ̇F klgklh̃
i
j − Φ̇F klgklδ

i
j}

=: Q(∇2h̃,∇h̃)ij +Hi
j , (2.7)

其中

Q(∇2h̃,∇h̃)ij = Φ̇F klh̃i
j;kl + Φ̇F kl,rsh̃kl;j h̃

i
rs; + Φ̈(F klh̃kl;j)(F

rsh̃ i
rs; )

=: Φ̇F klh̃i
j;kl +N i

j .

为了应用 Andrews [28] 关于对称张量的极大值原理 (它是熟知的 Hamilton 极大值原理[29] 的推

广), 我们需要验证以下两个论述:

(i) Hi
ja

jai > 0;

(ii) N i
jaia

j + Φ̇ supΓ 2F
kl(2Γp

kh̃ip;la
i − Γp

kΓ
q
l h̃pq) > 0,

对任何满足 h̃i
ja

j = 0 条件的 a = (a1, . . . , an−1) (其中 aj = gjlal) 都成立.

从 (2.7) 易见,

Hi
ja

jai = Φ̇(F klhlrh
r
k + F klgkl − 2F )|a|2.

由于 F 是齐一次的, 所以有

F = F klhkl.

又因为 F kl 是正定的, 从而在正交基下成立

F klhlrh
r
k + F klgkl − 2F = F klgls(h̃

s
r + δsr)(h̃

r
k + δrk) + F klgkl − 2F klgls(h̃

s
k + δsk)

= F klglsh̃
s
rh̃

r
k > 0.

另一方面, Φ̇ > 0. 从而 (i) 得证.

注意到

N i
j = (Φ(F ))kl,rsh̃kl;j h̃

i
rs; ,

以及 h 的最小特征值为 1, 因此, 我们可以利用 Andrews [28] 的工作来得到论述 (ii) 成立. 从而 (2.5)

下 h- 凸性的保持由 Andrews 的极大值原理得到.

Cabezas-Rivas 和 Miquel [30] 证明了在保持体积不变的平均曲率流下 h- 凸性是保持的. 同样参见

Makowski 的工作 [9].

令 g 为 Mn−1 上的一个 Riemann 度量, Ricg 和 Rg 分别表示关于 g 的 Ricci 张量和数量曲率.

Schouten 张量定义为

Ag =
1

n− 3

(
Ricg −

Rg

2(n− 2)
g

)
.
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令 Λg 表示关于度量 g 的 Schouten张量 Ag 的特征值构成的集合.由 Viaclovsky引入的 σk-数量曲率

可定义为

σk(g) := σk(Λg).

显然这是数量曲率 R 的一个自然推广. 事实上, 我们有 σ1(g) =
1

2(n−2)R. 由于 M 的维数为 n− 1, 我

们现在只需考虑标准球面 Sn−1 上的共形类 [gSn−1 ] 以及下面的泛函:

Fk(g) = vol(g)−
n−1−2k

n−1

∫
Sn−1

σk(g) dg, k = 0, 1, . . . , n− 1. (2.8)

若度量 g 对任意 j 6 k 都有 σj(g) > 0, 则称其为 k- 正的, 并记 g ∈ Γ+
k . 下面引用一些推广的 Sobolev

型不等式结果.

命题 2.3 令 0 < k < n−1
2 , g ∈ [gSn−1 ] 为 k- 正的, 则

Fk(g) > Fk(gSn−1) =
Ck

n−1

2k
ω

2k
n−1

n−1 . (2.9)

而且当 k = 2、n > 5 以及 g ∈ [gSn−1 ] 为 1- 正时, 上述不等式仍然成立.

由于不等式 (2.9) 当 k = 1 时恰好是最佳的 Sobolev 不等式, 从而不等式 (2.9) 可看成是一种

Sobolev 不等式的推广, 如文献 [31, 32].

证明 第一部分成立是由于文献 [7, 定理 1.A]. 当 k = 2、n > 5 以及 g ∈ [gSn−1 ] 为 1- 正时, 利用

文献 [33, 定理 1] (同样可参见文献 [34]), 我们得到(∫
Sn−1

σ1(g) dg

)−n−5
n−3

∫
Sn−1

σ2(g) dg >
(
n− 1

2

)−n−5
n−3 (n− 1)(n− 2)

8
ω

2
n−3

n−1 .

另一方面, 由于 g 是 1- 正的, 所以有 F1(g) > F1(gSn−1) = n−1
2 ω

2
n−1

n−1 . 因此命题得证.

3 双曲空间中的 Alexsandrov-Fenchel 不等式

首先, 通过直接的计算我们可以得到下面的引理.

引理 3.1 沿着逆曲率流 (2.5), 我们得到

d

dt

∫
Σ

{
σ4 −

(n− 3)(n− 4)

6
σ2 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

}
= (n− 5)

∫
Σ

{
σ4 −

(n− 3)(n− 4)

6
σ2 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

}
+

n− 4

4

{∫
Σ

(
5
σ5σ3

σ4
− 4(n− 5)

n− 4
σ4

)
+

(n− 4)(n− 5)

6

(
4(n− 3)

n− 4
σ2 − 3

σ2
3

σ4

)
+

∫
Σ

(n− 2)(n− 3)(n− 4)(n− 5)

24

(
σ1σ3

σ4
− 4(n− 1)

n− 4

)}
. (3.1)

证明 利用 (2.3) 和 (2.4) 可得

d

dt

∫
Σ

{
σ4 −

(n− 3)(n− 4)

6
σ2 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

}
=

∫
Σ

5σ5F − (n− 4)(n− 5)

2
σ3F +

(n− 2)(n− 3)(n− 4)(n− 5)

24
σ1F.

再将 F = n−4
4

σ3

σ4
代入上面的公式并重新整理, 即得需证结果 (3.1).
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注 3.2 当 n = 5时,由于
∫
Σ
l2 与 Euler积分项 Σ只相差一个常数倍的关系,故引理 3.1蕴含了∫

Σ
l2 为常数.

如果将 (3.1) 中的后三项与 Newton-MacLaurin 不等式 (2.1) 和 (2.2) 相比较, 立即可见这三项中

前两项是非正项, 但最后一项符号非负. 因此不同于文献 [14,15,18] 等, 我们并不能直接应用 Newton-

MacLaurin 不等式来建立我们需要的不等式, 而是需要建立更精细的不等式. 幸运的是, 我们发现它

在 h- 凸条件

κ ∈ {κ = (κ1, κ2, . . . , κn−1) ∈ Rn−1 | κi > 1} (3.2)

下是成立的. 这正是本文的一个关键点.

命题 3.3 令 n > 5, 则对任何满足 (3.2) 条件的 κ, 我们有加细的 Newton-MacLaurin 不等式:(
5
σ5σ3

σ4
− 4(n− 5)

n− 4
σ4

)
+

(n− 4)(n− 5)

6

(
4(n− 3)

n− 4
σ2 − 3

σ2
3

σ4

)
+

(n− 2)(n− 3)(n− 4)(n− 5)

24

(
σ1σ3

σ4
− 4(n− 1)

n− 4

)
6 0, (3.3)

等号成立当且仅当下面两种情形之一成立:

(i)κi = κj , ∀ i, j, 或 (ii)∃ i κi > 1, κj = 1, ∀ j ̸= i. (3.4)

证明 为简化记号, 记

pk =
σk

Ck
n−1

. (3.5)

由直接计算容易看出 (3.3) 与不等式(
p5p3
p4

− p4

)
+ 2

(
p2 −

p23
p4

)
+

(
p1p3
p4

− 1

)
6 0 (3.6)

等价, 且 (3.6) 可由下面两个断言推出.

断言 1 3(p2p4 − p23) + (p3p1 − p4) 6 0, 等号成立当且仅当 κ 满足 (3.4).

断言 2 3(p5p3 − p24) + (p3p1 − p4) 6 0, 等号成立当且仅当 κ 满足 (3.4).

在这两个断言的证明中, 为简化记号, 我们用 n 来代替 n− 1 并考虑满足条件

{κ = (κ1, κ2, . . . , κn) ∈ Rn : κi > 1,∀ i}

的 κ, 并且仍记相应的 k 次初等对称多项式函数的平均为 pk. 令

Fn(x) = xn + C1
np1x

n−1 + C2
np2x

n−2 + · · ·+ Cn−1
n pn−1x+ pn =

n∏
i=1

(x+ κi), (3.7)

则其恰好有 n 个实根都满足 −κi 6 −1. 由中值定理, 有

1

n
F ′
n(x) = xn−1 +

n− 1

n
C1

np1x
n−2 +

n− 2

n
C2

np2x
n−3 + · · ·+ 1

n
Cn−1

n pn−1 =
n−1∏
i=1

(x+ κ̃i), (3.8)
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上式为 n− 1 次多项式且它的 n− 1 个实根都满足 −k̃i 6 −1 (1 6 i 6 n− 1). 我们进一步得到

1

n
F ′
n(x) = xn−1 + C1

n−1p1x
n−2 + C2

n−1p2x
n−3 + · · ·+ Cn−2

n−1pn−2x+ pn−1 =
n−1∏
i=1

(x+ κ̃i). (3.9)

这表明由 κ ∈ Rn 定义的 pi (1 6 i 6 n − 1) 可看成是由满足 κ̃j > 1 (∀ j) 条件的 κ̃ = (κ̃1, . . . , κ̃n−1)

∈ Rn−1 得到的初等对称多项式函数 pi, 即有

pi(κ) = pi(κ̃), 对 1 6 i 6 n− 1.

因此, 由数学归纳法, 我们仅需在 n = 4 的情形证明断言 1 以及在 n = 5 的情形证明断言 2.

下面给出断言 1 的证明. 对任给 n 数组 (κ1, κ2, . . . , κn), 令
∑

cyc f(κ1, . . . , κn) 表示所有不同的

f(κ1, . . . , κn) 类型项的循环求和. 例如,

∑
cyc

κ1 = κ1 + κ2 + · · ·+ κn,
∑
cyc

κ2
1κ2 =

n∑
i=1

(
κ2
i

∑
j ̸=i

κj

)
,

∑
cyc

κ1(κ2 − κ3)
2 =

n∑
i=1

(
κi

∑
16j<k6n

j,k ̸=i

(κj − κk)
2

)
= (n− 2)

∑
cyc

κ1κ
2
2 − 6

∑
cyc

κ1κ2κ3.

当 n = 4 时,

p1 =
1

4

∑
cyc

κ1, p2 =
1

6

∑
cyc

κ1κ2, p3 =
1

4

∑
cyc

κ1κ2κ3, p4 = κ1κ2κ3κ4.

从而得到

p1p3 − p4 =
1

16
((κ1 + κ2 + κ3 + κ4)(κ1κ2κ3 + κ1κ2κ4 + κ1κ3κ4 + κ2κ3κ4)− 16κ1κ2κ3κ4)

=
1

16

∑
cyc

κ1κ2(κ3 − κ4)
2, (3.10)

3(p2p4 − p23) = 3

(
1

6
κ1κ2κ3κ4(κ1κ2 + κ1κ3 + κ2κ3 + κ1κ4 + κ2κ4 + κ3κ4)

− 1

16
(κ1κ2κ3 + κ1κ2κ4 + κ1κ3κ4 + κ2κ3κ4)

2

)
= − 1

16

∑
cyc

κ2
1κ

2
2(κ3 − κ4)

2. (3.11)

因此有

3(p2p4 − p23) + p1p3 − p4 =
1

16

∑
cyc

κ1κ2(1− κ1κ2)(κ3 − κ4)
2 6 0. (3.12)

即断言 1 得证.

接着给出断言 2 的证明. 现设 n = 5, 则

p1 =
1

5

∑
cyc

κ1, p3 =
1

10

∑
cyc

κ1κ2κ3, p4 =
1

5

∑
cyc

κ1κ2κ3κ4, p5 = κ1κ2κ3κ4κ5.
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从而,

p1p3 − p4 =
1

50

(
(κ1 + κ2 + κ3 + κ4 + κ5)

∑
cyc

κ1κ2κ3 − 10κ1κ2κ3κ4κ5

5∑
i=1

1

κi

)
=

1

50

(∑
cyc

κ2
1κ2κ3 − 6

∑
cyc

κ1κ2κ3κ4

)
=

1

100

∑
cyc

κ1κ2(κ3 − κ4)
2, (3.13)

3(p5p3 − p24) = 3

(
1

10
κ1κ2κ3κ4κ5

∑
cyc

κ1κ2κ3 −
1

25

(∑
cyc

κ1κ2κ3κ4

)2)
=

3

50

(
− 2

∑
cyc

(κ1κ2κ3κ4)
2 + κ1κ2κ3κ4κ5

∑
cycle

κ1κ2κ3

)

=
3

100

(
−
∑
cyc

(κ1κ2κ3)
2(κ4 − κ5)

2

)
. (3.14)

因此得到

3(p5p3 − p24) + (p3p1 − p4) =
1

100

∑
cyc

κ1κ2(κ3 − κ4)
2 +

3

100

(
−

∑
cyc

(κ1κ2κ3)
2(κ4 − κ5)

2

)
=

1

100

∑
cyc

[κ1κ2 + κ2κ3 + κ1κ3 − 3(κ1κ2κ3)
2](κ4 − κ5)

2 6 0. (3.15)

从而证明了断言 2 成立.

注 3.4 (1) 命题 3.3 也可以通过

κi = 1 + κ̃i (其中对任何的 i 都有 κ̃i > 0)

化简从而可以利用通常的 Newton-MacLaurin 不等式 (引理 2.1) 来证明.

(2) 通过前面的证明可看出, 命题 3.3 实际上对任何满足 κiκj > 1 条件的 κ ∈ Rn−1 都成立. 这

个条件与 Σ 的截面曲率处处非负等价. 我们相信本文中的结果同样在具有非负截面曲率的超曲面上

成立.

注 3.5 从命题 3.3 的证明中很容易看出, 当 κ ∈ Rn−1 满足 0 6 κi 6 1 (∀ i) 时, 不等式 (3.3) 中

的不等号改变方向.

现在可以建立由 (1.11) 定义的 Q(Σt) 沿着流 (1.10) 下的单调性.

定理 3.6 若初始的超曲面是 h- 凸的, 则泛函 Q(Σt) 沿着流 (1.10) 下单调不增.

证明 由命题 2.2、3.3 和引理 3.1, 有

d

dt

∫
Σ

{
σ4 −

(n− 3)(n− 4)

6
σ2 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

}
6 (n− 5)

∫
Σ

{
σ4 −

(n− 3)(n− 4)

6
σ2 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

}
. (3.16)

另一方面, 利用 (2.4) 和 (2.2) 得到

d

dt
|Σt| =

∫
Σt

n− 4

4

σ3σ1

σ4
dµ > (n− 1)|Σt|. (3.17)

最后将 (3.16) 和 (3.17) 结合起来, 便得证明.
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定理 3.7 对 Hn (n > 5) 中的任意满足 h- 凸条件的超曲面 Σ, 有

Q(Σ) > (n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24
ω

4
n−1

n−1 , (3.18)

等号成立当且仅当 Σ 是测地球面.

证明 首先利用 Gerhardt [21] 的工作,我们可令 Σ(t)为流 (1.10)的解. 回忆我们在命题 2.2和定

理 3.6 中已分别证明了在流 (1.10) 下 h- 凸性的保持以及泛函 Q 的单调不增性质. 因此为证 (3.18) 成

立, 我们只需证明

lim
t→∞

Q(Σt) >
(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24
ω

4
n−1

n−1 . (3.19)

由于 Σ 为 (Hn, ḡ) 中的 h- 凸超曲面, 故其可以写成球面上的一个图并记相应的图函数为 r(θ) (其中

θ ∈ Sn−1). 同理可将 X(t) 表示成配有标准度量 ĝ 的单位球面 Sn−1 上的图, 并且相应的图函数记为

r(t, θ). 令 λ(r) = sinh(r), 从而有 λ′(r) = cosh(r), 以及

(λ′)2 = (λ)2 + 1.

定义函数 φ(θ) = Φ(r(θ)), 其中 Φ 满足

Φ′ =
1

λ
.

再令

v =
√
1 + |∇φ|2ĝ.

利用 Gerhardt [21] 的工作, 我们有下面的结果.

引理 3.8 沿着曲率流 (1.10), 有

λ = O(e
t

n−1 ), |∇φ|+ |∇2φ| = O(e−
t

n−1 ).

在正交基下, 曲面 Σ 的第二基本形式可表示为

hi
j =

λ′

vλ

(
δij −

φi
j

λ′ +
φiφlφjl

v2λ′

)
,

以及

∇λ = λλ′∇φ.

回忆基本事实

σ4 =
1

24
(s41 − 6s21s2 + 8s1s3 + 3s22 − 6s4), σ2 =

1

2
(s21 − s2),

其中

sk :=
∑
i

κk
i .

我们由此得到下列展开式:

s1 =
λ′

vλ

(
n− 1− ∆φ

λ′ +
φiφjφij

v2λ′

)
+O(e−

6t
n−1 ),

s2 =

(
λ′

vλ

)2(
n− 1− 2∆φ

λ′ +
φi
lφ

l
i

(λ′)2
+

2φiφjφij

v2λ′

)
+O(e−

6t
n−1 ),
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s3 =

(
λ′

vλ

)3(
n− 1− 3∆φ

λ′ +
3φi

lφ
l
i

(λ′)2
+

3φiφjφij

v2λ′

)
+O(e−

6t
n−1 ),

s4 =

(
λ′

vλ

)4(
n− 1− 4∆φ

λ′ +
6φi

lφ
l
i

(λ′)2
+

4φiφjφij

v2λ′

)
+O(e−

6t
n−1 ).

这些关系式表明

σ2 =
1

2

(
λ′

vλ

)2(
(n− 1)(n− 2)− 2(n− 2)∆φ

λ′ − φi
lφ

l
i

(λ′)2
+

(
∆φ

λ′

)2

+
2(n− 2)φiφjφij

v2λ′

)
+O(e−

6t
n−1 )

和

σ4 =
1

24

(
λ′

vλ

)4

(n− 3)(n− 4)

(
(n− 1)(n− 2)− 4(n− 2)∆φ

λ′ − 6φi
lφ

l
i

(λ′)2
+ 6

(
∆φ

λ′

)2

+
4(n− 2)φiφjφij

v2λ′

)
+O(e−

6t
n−1 ),

从而有

l2 = σ4 −
(n− 3)(n− 4)

6
σ2 +

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

=
(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

[(
λ′

vλ

)2

− 1

]2
− (n− 2)(n− 3)(n− 4)

6

∆φ

λ′

(
λ′

vλ

)2[(
λ′

vλ

)2

− 1

]
+

(n− 2)(n− 3)(n− 4)

6

(
λ′

vλ

)2[(
λ′

vλ

)2

− 1

]
φiφjφij

v2λ′

+
(n− 3)(n− 4)

4

(
∆φ

λ′

)2(
λ′

vλ

)2[(
λ′

vλ

)2

− 1

3

]
− (n− 3)(n− 4)

4

φi
lφ

l
i

(λ′)2

(
λ′

vλ

)2[(
λ′

vλ

)2

− 1

3

]
+O(e−

6t
n−1 ).

再利用引理 3.8 并代入 v、λ 和 λ′ 的表达式, 我们得到(
λ′

vλ

)2

− 1 =
1

λ2
− |∇φ|2 +O(e−

4t
n−1 ),

以及

6l2
(n− 3)(n− 4)

=
(n− 1)(n− 2)

4

(
1

λ2
− |∇φ|2

)2

− (n− 2)
∆φ

λ

(
1

λ2
− |∇φ|2

)
+

(
∆φ

λ

)2

− φi
lφ

l
i

(λ′)2
+O(e−

6t
n−1 ).

我们现在引入一个 2 阶张量

A = −λ∇2φ− 1

2
(λ2|∇φ|2 − 1)ĝ.

可以直接验算得到
3l2

(n− 3)(n− 4)
= λ−4σ2(ĝ

−1A) +O(e−
6t

n−1 ).
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回忆 φ(θ) = Φ(r(θ)), 易得 λi = λ′ri, 从而有

φi =
λi

λλ′ 和 φij =
λij

λ2
− 2λiλj

λ3
+O(e−

3t
n−1 ).

因此,

3l2
(n− 3)(n− 4)

= λ−4σ2

(
ĝ−1

(
− ∇2λ

λ
+

2∇λ⊗∇λ

λ2
− 1

2

(
|∇λ|2

λ2
− 1

)
ĝ

))
+O(e−

6t
n−1 ). (3.20)

回忆 Schouten 张量

Sĝ =
1

n− 3

(
Ricĝ −

Rĝ

2(n− 2)
ĝ

)
=

1

2
ĝ,

以及它在共形形变下的熟知的公式 (参见文献 [35])

Sλ2ĝ = −∇2λ

λ
+

2∇λ⊗∇λ

λ2
− 1

2

|∇λ|2

λ2
ĝ + Sĝ = −∇2λ

λ
+

2∇λ⊗∇λ

λ2
− 1

2

|∇λ|2

λ2
ĝ +

1

2
ĝ. (3.21)

利用 (3.20) 和 (3.21), 我们得到

3l2
(n− 3)(n− 4)

= σ2(λ
2ĝ) +O(e−

6t
n−1 ).

再利用 Σ(t) 的度量具有如下展开式:

g = λ2(ĝ +∇φ⊗∇φ) = λ2ĝ +O(1),

可得 √
det(g) = λn−1(1 +O(e−

2t
n−1 )),

从而有

|Σ(t)| = (1 + o(1))

∫
Sn−1

λn−1 = (1 + o(1))vol(λ2ĝ).

同理可得∫
3l2

(n− 3)(n− 4)
=

∫
Sn−1

σ2(λ
2ĝ)dvolλ2ĝ +O(e

(n−7)t
n−1 ) = (1 + o(1))

∫
Sn−1

σ2(λ
2ĝ)dvolλ2ĝ. (3.22)

其中我们利用了事实
∫
Sn−1 σ2(λ

2ĝ)dvolλ2ĝ = O(e
(n−5)t
n−1 ) (实际上有

∫
Sn−1 σ2(λ

2ĝ)dvolλ2ĝ > c|Σ(t)|
n−5
n−1

> c1e
(n−5)t
n−1 对于某个 c, c1 > 0 成立, 可见下面的证明). 为了对共形度量 λ2ĝ 应用命题 2.3 中推广的

Sobolev 不等式结果, 我们需要验证 λ2ĝ ∈ Γ+
1 . 我们观察到它在渐近意义上是对的. 更准确地, 我们有

如下的渐近性质:

σ1 = n− 1 +
n− 1

2

(
1

λ2
− |∇φ|2

)
− ∆φ

λ
+O(e−

4t
n−1 )

= n− 1 +
1

λ2

(
n− 1

2
− n− 5

2

|∇λ|2

λ2
− ∆λ

λ

)
+O(e−

4t
n−1 )

= n− 1 + σ1(λ
2ĝ) +O(e−

4t
n−1 ).

利用超曲面 Σ(t) 是 h- 凸的性质, 可见 σ1 > n− 1, 从而得到

σ1(λ
2ĝ) +O(e−

4t
n−1 ) > 0.
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考虑变换 λ̃ := λ1−e
− t

n−1 和共形度量 λ̃2ĝ, 我们有

λ̃2σ1(λ̃
2ĝ) =

n− 1

2
e−

t
n−1 +

n− 3

2
e−

t
n−1 (1− e−

t
n−1 )

|∇λ|2

λ2
+ (1− e−

t
n−1 )λ2σ1(λ

2ĝ).

这表明 λ̃2ĝ ∈ Γ+
1 . 对 σ2 算子应用 Sobolev 不等式 (2.9), 可得

(vol(λ̃2ĝ))−
n−5
n−1

∫
Sn−1

σ2(λ̃
2ĝ)dvolλ̃2ĝ > (n− 1)(n− 2)

8
ω

4
n−1

n−1 . (3.23)

另一方面, 由

λ−e
− t

n−1
= 1 + o(1),

可得

(vol(λ̃2ĝ))−
n−5
n−1

∫
Sn−1

σ2(λ̃
2ĝ)dvolλ̃2ĝ = (1 + o(1))(vol(λ2ĝ))−

n−5
n−1

∫
Sn−1

σ2(λ
2ĝ)dvolλ2ĝ, (3.24)

再利用 (3.22)–(3.24), 可得

lim
t→+∞

(vol(Σ(t)))−
n−5
n−1

∫
Σ(t)

l2 > (n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24
ω

4
n−1

n−1 .

这证明了 (3.19), 因而 (3.18) 得证. 当 (3.18) 中等号成立, 则表明沿着流 (1.10), Q 为常数. 此时 (3.17)

为等式从而下面不等式:
n− 4

4

σ1σ3

σ4
> n− 1

中的等号也成立. 因此 Σ 为测地球面.

定理 3.7本身有单独的意义.它实际上是一种 Sobolev型不等式,可参见文献 [7]中类似的 Sobolev

型不等式. 现在可以来证明本文的最主要结果.

定理 1.1 的证明 首先, 很容易验证本文所有的不等式在测地球面情形时都是等式.

当 n > 5 时, 由 (1.11) 和 (3.18), 有∫
Σ

l2 > (n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24
ω

4
n−1

n−1 (|Σ|)
n−5
n−1 . (3.25)

由于 σ4 = l2 +
(n−2)(n−3)

6 σ2 − (n−1)(n−2)(n−3)(n−4)
24 , 并代入 (1.8), 可得∫

Σ

σ4 > C4
n−1ω

4
n−1

n−1 (|Σ|)
n−5
n−1 +

∫
(n− 2)(n− 3)

6
σ2 −

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

24

> C4
n−1ωn−1

{(
|Σ|
ωn−1

) 1
2

+

(
|Σ|
ωn−1

) 1
2

n−5
n−1

}2

. (3.26)

这即证明了不等式 (1.9). 再利用定理 3.7 可知等号成立当且仅当 Σ 是测地球面.

当 n = 5 时, 由超曲面 Σ 是星型的可知此时曲面的 Euler 示性数为 1. 由注 3.2 可得, 当 n = 5

时, (3.25) 为等式, 事实上对于微分同胚于球面的超曲面都成立. 因此这种情形下, 我们同样有上述的

不等式, 从而 (1.9) 成立. (1.9) 中的等式情形蕴含了 (3.26) 中的等号成立, 从而由文献 [18] 可知 Σ 为

测地球面.
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2013, 14: 1135–1168

17 Ge Y, Wang G, Wu J. The GBC mass for asymptotically hyperbolic manifolds. Math Z, 2015, 281: 257–297

18 Li H, Wei Y, Xiong C. A geometric inequality on hypersurface in hyperbolic space. Adv Math, 2014, 253: 152–162

19 Ge Y, Wang G, Wu J. Hyperbolic Alexandrov-Fenchel quermassintegral inequalities, II. J Differential Geom, 2014, 98:

237–260

20 Wang G, Xia C. Isoperimetric type problems and Alexandrov-Fenchel type inequalities in the hyperbolic space. Adv

Math, 2014, 259: 532–556

21 Gerhardt C. Inverse curvature flows in hyperbolic space. J Differential Geom, 2011, 89: 487–527

22 Ge Y, Wang G, Wu J. A new mass for asymptotically flat manifolds. Adv Math, 2014, 266: 84–119

23 Ding Q. The inverse mean curvature flow in rotationally symmetric spaces. Chin Ann Math Ser B, 2011, 32: 27–44

24 Brendle S. Constant mean curvature surfaces in warped product manifolds. Publ Math Inst Hautes Études Sci, 2013,

117: 247–269

25 Kwong K K, Miao P. A new monotone quantity along the inverse mean curvature flow in Rn. Pacific J Math, 2014,

267: 417–422

26 Guan P. Topics in geometric fully nonlinear equations. Http://www.math.mcgill.ca/guan/notes.html, 2002

27 Reilly R C. On the Hessian of a function and the curvatures of its graph. Michigan Math J, 1974, 20: 373–383

28 Andrews B. Pinching estimates and motion of hypersurfaces by curvature functions. J Reine Angew Math, 2007, 608:

17–31

29 Chow B, Lu P, Ni L. Hamilton’s Ricci Flow. Graduate Studies in Mathematics, vol. 77. Providence: Amer Math Soc;

New York: Science Press, 2006

30 Cabezas-Rivas E, Miquel V. Volume preserving mean curvature flow in the hyperbolic space. Indiana Univ Math J,

2007, 56: 2061–2086

31 Beckner W. Sharp Sobolev inequalities on the sphere and the Moser-Trudinger inequality. Ann of Math (2), 1993, 138:

213–242

32 Chang S Y A, Yang P C. The inequality of Moser and Trudinger and applications to conformal geometry. Comm Pure

Appl Math, 2003, 56: 1135–1150

33 Ge Y, Wang G, Ge Y, et al. On a conformal quotient equation, II. Comm Anal Geom, 2012, 21: 1–38

34 Guan P, Lin C S, Wang G. Application of the method of moving planes to conformally invariant equations. Math Z,

145

https://doi.org/10.1007/s00032-011-0159-2
https://doi.org/10.1142/S0219199714500151
https://doi.org/10.1215/S0012-7094-04-12416-9
https://doi.org/10.1007/BF01181466
https://arxiv.org/abs/1208.1898
https://arxiv.org/abs/math/0001176
https://doi.org/10.1016/j.difgeo.2005.01.006
https://doi.org/10.1002/cpa.21556
https://doi.org/10.1007/s00023-015-0414-0
https://doi.org/10.1007/s00023-012-0218-4
https://doi.org/10.1007/s00209-015-1483-y
https://doi.org/10.1016/j.aim.2013.12.003
https://doi.org/10.4310/jdg/1406552250
https://doi.org/10.1016/j.aim.2014.01.024
https://doi.org/10.1016/j.aim.2014.01.024
https://doi.org/10.1016/j.aim.2014.08.006
https://doi.org/10.1007/s11401-010-0626-z
https://doi.org/10.1007/s10240-012-0047-5
https://doi.org/10.2140/pjm.2014.267.417
https://doi.org/10.1307/mmj/1029001155
https://doi.org/10.1515/CRELLE.2007.051
https://doi.org/10.1512/iumj.2007.56.3060
https://doi.org/10.2307/2946638
https://doi.org/10.1002/cpa.3029
https://doi.org/10.1002/cpa.3029
https://doi.org/10.1007/s00209-003-0608-x


葛宇新等: 双曲空间上的 Alexandrov-Fenchel 不等式

2004, 247: 1–19

35 Viaclovsky J A. Conformal geometry, contact geometry, and the calculus of variations. Duke Math J, 2000, 101:

283–316

Hyperbolic Alexandrov-Fenchel quermassintegral inequalities, I

Yuxin Ge, Guofang Wang & Jie Wu

Abstract In this paper we prove the following geometric inequality in the hyperbolic space Hn (n > 5), which
is a hyperbolic Alexandrov-Fenchel inequality,

∫
Σ

σ4dµ > C4
n−1ωn−1

{(
|Σ|
ωn−1

) 1
2

+

(
|Σ|
ωn−1

) 1
2

n−5
n−1

}2

,

provided that Σ is a horospherical convex hypersurface. Equality holds if and only if Σ is a geodesic sphere
in Hn.
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