TD: Fourier.

Exercice 1. L’application qui & une fonction associe ses coefficients de Fourier est-elle :
: 1
L. continue de L., dans co(Z) ?

2. surjective de C},, dans ¢'(Z) ?

w

. injective de Cger dans (1(Z) ?

B

. bijective de Cp¢, dans 'espace des suites a décroissance rapide :

50(Z) = {(cn) € CL:¥p >0,¢, = o(|n|P)} ?

Exercice 2. Soit P le polynéme trigonométrique

N
P(t) = Z crett,
k=—N

Calculer les coefficients de Fourier de P.

Exercice 3. L’égalité de Parseval affirme que si f € L2,,, alors (¢, (f))nez € (*(Z) et

per:

13 =D lea( )%

nez
Ecrire I’égalité de Parseval avec les coefficients a,(f) et by, (f).
Exercice 4. Soit f la fonction paire 27 périodique définie par f(z) =7 — x pour x € [0, 7).
1. Dessiner le graphe de f.
2. Calculer les coefficients de Fourier de f.

3. En étudiant la convergence de la série de Fourier de f, en déduire les sommes suivantes

“+o00 “+o00

1 1
2 2@

Exercice 5 (Quelques valeurs de la fonction ¢ sur les entiers pairs). En considérant les fonctions 27
périodiques fi définies par

Va 6]—71',7'('[7 fk(:p):xk
pour k = 1,2 ou 3, montrer que
1 2 1 4 1 70
2 2= wiTo0 2w = o
n>0 n>0 n>0

Exercice 6. Soit f une fonction 27 périodique de classe C'* vérifiant f027r f=0.

[Cues [T

Exercice 7. On rappelle que le noyau de Dirichlet d’ordre n est défini par

1. Montrer que

2. Déterminer les cas d’égalité.

n



1. Montrer que pour tout z # 0,

2. Soit f € L. Montrer que

per:

(Dn# f)(@) = > er(f)e*.

k=—n
3. Traduire a I'aide de D), le théoréme de convergence en moyenne quadratique.

Exercice 8. On rappelle que le noyau de Féjer est défini pour tout n > 0 par

n—1
Fo(x) = % 3" Dia).
k=0

1. Montrer que pour tout = # 0,

1 <sm(m~/z))2 .

Fal) = 2n \ sin(z/2)

2. Montrer que pour tout x € R,

Foanw= S (-"“’>ck<f>eikx.

n
k=—(n—1)

3. Montrer que les noyaux de Féjer (F),),>o forment une approximation de l'unité : F,, > 0,
JT_Fu(t)dt =1 et pour tout & > 0,

lim |E, (1) dt = 0.

n=400 Jec|t|<n

4. Montrer que pour tout f € Cger, (Fy * f)nen converge uniformément vers f.
5. Soit p € [1,00). Montrer que pour tout f € Lbe,, (Fy, * f)nen converge vers f dans Lbe,.
. 0 . .. L. .
6. Soit f € Cp, et x € R. Expliquer pourquoi si la série de Fourier de f en z converge, alors elle
converge nécessairement vers f(z).

1

per associe ses coefficients de Fourier est injective.

7. Montrer que 'application qui & f € L

Exercice 9 (Phenomeéne de Gibbs). Soit f la fonction 27-périodique égale a 1 sur |0, «[, 0 sur |7, 27|,
et 1/2 en 0 et 7.

1. Calculer la série de Fourier de f, et montrer qu’elle converge simplement vers f.
2. Montrer que pour tout N > 1, les dérivées des sommes partielles vérifient

_ 1sin(2Nt)
7 sint

SQN_l(f)/(t) YVt € R\ﬂ‘Z.

3. En déduire que

_ Ty 1,1 [Ny
r[x(}%(Sngl(f) = San-1(f) (ﬁ) D) + 77/0 sint .



4. Montrer que
1 1 ["sint
max Sy (f) — +/ ST gt lorsque N — oc.
[0,7] 2 ™ Jo t

5. On admet que %—i— % foﬁ %dt ~ 1,089. Que dire de 'approximation de f par Sy (f)? On pourra
illustrer le phénoméne par un dessin.

Exercice 10 (Probléme de Dirichlet et noyau de Poisson). On note D le disque unité ouvert dans
R? ~ C. Soit u: D — C de classe C? dans D.

1. Montrer que pour tout n € Z il existe u,: [0, 1[— C de classe C? telle que

u(re?) = Z un(r)e™  vre0,1[,0 € R.
nez

2. Montrer que u,(0) = 0 pour tout n # 0.
3. On suppose que Au = §2u + d3u = 0 dans D. Montrer que
1 n?

Uy (1) + ;%(7’) - ﬁun(r) =0 Vrel0,1,nez.

4. On suppose de plus que u, est continue sur D. Déterminer u, en fonction des coefficients de
Fourier de f: 6 — wu(e®). On pourra chercher des solutions particuliéres de la forme r ~ 7
(A € R) pour 'équation différentielle obtenue & la question précédente.

5. Montrer que u(re?) = (P, x £)(6), ot

_ 1—r2
1 —2rcosf + 12

P.(0) vr e [0,1[,6 € R.

6. Réciproquement, si f € C9 (R,C) et u est définie par la formule de la question précédente,
montrer que u est C% sur D et continue sur D, que Au = 0 dans D et u(e?) = f(6) pour tout
0 eR.

Exercice 11 (Equation de la chaleur périodique). Soit u: [0, +ooxR — C, (¢,2) = u(t, z) une fonction
continue, de classe C! sur ]0, +oo[xR, et telle que pour tout ¢t > 0, x +— u(t,z) soit 27r-périodique et
de classe C?.

1. Montrer que pour tout n € Z il existe u,: [0, +oo[— C de classe C! sur 0, +o0[ telle que

u(t,z) = Z Uy (1) vVt >0,z € R.
nez

2. On suppose que dyu = O?u. Exprimer u, en fonction des coefficients de Fourier de la fonction
continue f: z — u(0,z).

3. Montrer que u(z,t) = (f * H;)(x), ott Hy est le noyau de la chaleur sur S' = R/277Z donné par

Hy(w) =" e V(t,x) €)0,+00 x R.

neL

Exercice 12. On définit les fonctions suivantes

2 2 1
Sp: x> ([ —sin(nz), ¢ x>/ —cos(nx), co: x> — pour n > 1.

T T N3

1. Montrer que (s;)n>1 et (cn)n>0 sont des bases hilbertiennes de L2([0, 7]).



2. Soit f € CO([0,7]) et u € C°([0,7]) N C?(]0, 7]) telle que u” = f dans ]0, 7] et u(0) = u(r) = 0.
Déterminer u en fonction des coefficients (f, s,,).

3. Soit f € C°([0,7]) et u € C°([0,7]) N C?(]0, «r[) telle que u” = f dans |0, 7| et u/(0) = /() = 0.
Déterminer u en fonction des coefficients (f, ¢,,).

Exercice 13 (Espace de Schwartz). Démontrer les assertions suivantes:
1 oa e 17’ e S(R™).
2. C2(R") C S(R) C C(R™).
. Si f,g € S(R™) alors fg € S(R™).
4. Si f € S(R™) et P est une fonction polynomiale sur R", alors Pf € S(R").
. Si f,g € S(R™), alors f x g € S(R™).

Exercice 14. Soit f € L'(R™). Calculer, en fonction de f, les transformée de Fourier des fonctions

w

t

1. — f(Az) pour A > 0.
2. z— f(Rx) pour R € O(n).
3. z— f(x+ 1) pour T € R".
4. 9%f pour a« € N" si f € S(R™).
Exercice 15. Soit f € L?(R") une fonction radiale: il existe fo: [0,00) — C telle que f(x) = fo(|z]).
1. Montrer que f est radiale: il existe Fy: [0,00[— C telle que f(€) = Fy(|¢]). On pourra utiliser
I'invariance de f par les rotations.

2. Exprimer Fj en fonction de fo.
Exercice 16. Soit G: R" — R définie par G(z) = e~ 1", Calculer G. On pourra traiter d’abord le

£

cas n = 1 en obtenant une relation entre G’ et G.

Exercice 17. Soit A € M,(R) une matrice symétrique définie positive. Calculer la transformée de
Fourier de =+ e~4%. On pourra traiter d’abord le cas ot A est diagonale.

Exercice 18. Soit f € L%(R") telle que & — ||} f(€) € L2(R™) pour un certain A > n/2. Montrer
qu’il existe C > 0 tel que
Fatn) —f@<C (P23 +h)  VeheR™

On pourra exprimer f(z + h) — f(z) comme une intégrale en fonction de f et distinguer les domaines
d’intégration [£| < 1/|h| et |£] > 1/|h].
Exercice 19 (Equation de la chaleur). Soit u: [0, +0o[xR™ une fonction continue, de classe C?
sur |0, +00[xR", et telle que pour tout ¢ > 0, u(t,-) € S(R™). On suppose que dyu = Azu dans
10, +o00[ < R™.

1. Soit a(t, &) = [u(t,z)e” 2™ ¢dx pour tous (¢,&) €]0,+0o[xR™. Calculer d;i en fonction de i,

puis @ en fonction de f, ot f = u(0,-).

2. Montrer que u(t,z) = (f * H)(z), ou Hj est le noyau de la chaleur sur R", donné par
2

_ =l
H(x) = Nt)e 2@ V(t,x) €]0, +oo[xR",
pour des fonctions A, o > 0 qu’on déterminera.

3. Montrer la formule de sommation de Poisson: pour toute ¢ € S(R), on a

Z o(x+n) = Z G(n)e* ™ Yy € R.

nel neZ

4. En déduire une expression du noyau de la chaleur H; sur S' en fonction de ’H%, et que Hy est a
valeurs dans [0, 400/



