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Correctiqn Examen .
UV Des donneqs aux modeles
Partie - Probléemes inverses

I/ Exercices de chauffe

1. Rappelez au moins deux caractérisations des matrices symétriques définies positives (SDP).

Correction : Les matrices SDP réelles de taille n sont les matrices symétriques A € R"*™ qui satisfont
une des quatres conditions suivantes :

— (Az,z) >0, Vo € R™.

— Toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

— L’application (z,y) — (Axz,y) définit un produit scalaire.

— Tl existe une matrice B € R™*" inversible (souvent notée A'/2 ou v/A) telle que A = B2.

2. Soit J(z) = (Az,z) ou A € R™ "™ est une matrice arbitraire. Déterminez VJ(x).
Correction : On a

J(x+h)=(A(x+ h), (x + h))
= (Az,z) + (Az, h) + (Ah,x) + (Ah, h)
= J(z) + (Az, h) + (h, A*z) + o(||h]|3).

Par identification de la partie linéaire en h, on obtient VJ(x) = Ax + A*x.

3. Soit A € R™*"™ une matrice arbitraire. Calculez les valeurs singuliéres de la matrice B suivante en fonction

de celles de A. s
Om,m
B= < A onm)

Correction : On a B* = B, d’ou :
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est une matrice orthogonale. Dans la derniere égalité, on a donc obtenu une

La matrix W = <0 v

T
diagonalisation de B* B. Les valeurs propres de B* B se lisent sur la matrice diagonale <2§ 2792 ) Elles

sont égales & 07, le carré des valeurs singulieres de A. Les valeurs singulieres de B sont égales a la racine des
valeurs propres de B*B. Donc les valeurs propres de B ordonnées sont donc : (01,01,09,09,...,0, > 0y).

II/ Probleme inverse

On pose
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1. Déterminez l'image de A.

3 1
. 1 0
Correction : On a Im(A) = vect N
4 0
2. Déterminez le rang de A.
Correction : On a rang(4) = dim(Im(A4)) = 2, car les deux derniéres colonnes sont linéairement
dépendantes.
3 1
3. On pose E =R3 et F = vect ; , (1) . On considére le probléme inverse suivant :
4 0

“Etant donné b € F, trouwver x € E tel que Az = b”.

Est-ce que le probléeme suivant est bien posé pour des perturbations du second membre dans F 2
Correction : Non. La solution n’est pas unique car deux colonnes sont linéairement dépendantes.

4. Est-ce que le probléme suivant est bien posé pour des perturbations du second membre dans R* ?
Correction : Le probléeme n’est pas bien posé car pour des perturbations dans R?, la solution du probleme
perturbé peut ne pas exister.

III/ Courant-Fischer

Le théoréeme de Courant-Fischer est un résultat fondamental qui caractérise les valeurs propres d’une matrice
symétrique. Soit A € R™*"™ une matrice symétrique et soit Si I’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de
R™ de dimension k. Comme A est symétrique, elle est diagonalisable et on note \; > Ay > ... > A, ses valeurs
propres. Le théoreme de Courant-Fischer est le suivant :

Vk e {l,...,n}, Ay = sup inf  (Az,z). (1)
veS, zeVillzllz=1
L’équation (1) devient ainsi
A1 = sup (Azx, x). (2)
V=vect(z),||z]2=1
1. Vérifiez la formule pour k = 1.

Correction : Si V est un sous-espace de dimension 1, il s’écrit V = {ax,a € R} pour un certain x # 0

de norme 1. Ainsi,
(Az,z) = (Azx,x). (3)

inf
z€eV,||z||2=1
et
sup  (Ax,z). (4)

z€R™ ||z||2=1
qui est une caractérisation des valeurs propres.
2. Soit M € R™*™ une matrice arbitraire dont la k-iéme valeur singuliére est notée or. Montrez que :

o) = sup inf | M|z
VeSsy TESk, [|z]l2=1

Correction : On pose
Qp = sup inf |Mz|3
VES), TESk,||z|l2=1

sup inf  (Mz, M)
VeSy, TESk,||lz|l2=1

sup inf  (M*Mzx,x).
VESk IGS]C,HIH2:1

La matrice M*M est une matrice symétrique, donc ay = A\ (M*M) = o2 (M).



