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Exercice 1 - Quelques propriétés élémentaires de la SVD [10 pts]

Dans cet exercice, on consideére une matrice A € R™*". On note sa SVD A = UXVT avec U = [uy, -+ ,uy] et
V=11, - ,0n)

1. Montrer que le nombre de valeurs singulieres de A est inférieur ou égal & min(m,n).

2.

Dans cette question, on pose
3 1
A= (1 3> |

On rappelle que la SVD de A est donnée par

1 1 1 1\T
AUZVT<\{5 ﬂ) <4 0) (@ ﬂ) .
o) \02)\B 5

On considere la fonction
J: R? SR
1
r = 5 (Azx, Ax)
ou (-, -) est le produit scalaire usuel. Sur un méme schéma, dessiner, les lignes de niveau 1 et 2 de J ainsi

que les vecteurs singuliers v et ve. Pour une matrice A quelconque, comment pouvez retrouver les valeurs
singulieres en tragant les lignes de niveau de J(x)?

Montrer que si o est une valeur singuliere de A alors il existe deux vecteurs v € R™ et u € R™ tels que
Av = ou, A*u=ov et ||lul|2 = ||v]2 = 1.

Exercice 2 - Tykhonov et norme de la solution [12 pts]

1

Soit A € R™ ™. On pose Jo(x) = 3[4z — 2[5+ $||z[|3 ot & > 0 et z € R™ est une donnée. On considere le
probléeme suivant :

- W b=

Trouver z(«a) € argmin J, (). (1)
z€Rn

Calculer VJ,(z).

On pose a > 0. A quelle(s) condition(s) existe-t-il une solution ? Une solution unique ?
On pose a = 0. A quelle(s) condition(s) existe-t-il une solution ? Une solution unique ?
On définit le projecteur sur 'image de A par :

Prm(a)(20) = argmin ||z — zol[2-
z€Im(A)

On suppose que A est une matrice de rang r dont la SVD sécrit A = UXVT o U = [uy, . .., uy] € R™*™
et V = [v1,...,v,] € R"" sont orthogonales. Donner I'expression de Pr,,(4)(2) et de Pp,,a)1(2) en
fonction de (u;)ieq1,...m} €t (Vi)icfi,... .n}-

Montrer que le probleme 1 est équivalent a :

1
Trouver z(«) € argmin §||Aa: - PIm(A)(z)H% + %Hx”%
reR™



6. On suppose a > 0. Montrer que z(a) = V(ETS + ol) 127U 2.
7. On pose z(a) = Y i i(a)v; et z = > 1" | v;u;. Déterminer les valeurs \; () en fonction de o; et ;.

EVIRED
8. Montrer que [[A(a)lp < H=HEE,



