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CC2 - Optimisation
Durée : 2h.

Seuls le polycopié de cours et les notes personnelles de cours sont autorisés.

PARTIE OPTIMISATION

Exercice 1. Quelques questions élémentaires
1. Soit f : R" — R une fonction fortement convexe. Montrez qu’elle admet un mini-
miseur unique.

Solution : f fortement convexe = f strictement convexe = f admet un minimiseur
unique.

2. Soit f : R® — R une fonction p-fortement convexe. On note x* son minimiseur.
Montrer que si f(z) — f(z*) < € alors ||x — z*||3 < Ce. Préciser la valeur de C.
Solution : On a :

fy) = f@)+{ny—z) + glly —zll3, Y(y,z) € R" x R", ¥ € 0f(z). (1)
Donc en particulier pour x = z* comme 0 € 0f(z*) :
) = f@) + Slly = '3, vy € R" 2)

et done :
ly — 2*|3 <

(f(y) = f(2%)), Yy e R™. (3)

=N

D’ou C' = %

3. Soit f : R" — R une fonction définie par f(z) = [|[Az — b|[b" avec A € R™*",
b€ R™ et p € RY. Dire, en le justifiant de maniére concise, pour quelles valeurs de
p la fonction f est convexe. Pour quelles valeurs de p est-elle différentiable ? Pour
chaque cas, proposer un algorithme de minimisation.

Solution : Pour p > 1, |[y||> est une norme (donc une fonction convexe) composée
avec une fonction croissante convexe (la puissance p). f est donc convexe. Pour
p < 1, [[y|b n’est pas une norme. La hessienne de y — [|y||5 se calcule facilement
(elle est diagonale) et ses valeurs propres sont négatives. La fonction f n’est donc
pas convexe pour p < 1.

La fonction est différentiable pour p > 1. Pour p < 1, la fonction 1D x — 2P n’est
pas dérivable en 0, donc f n’est pas dérivable.

Pour p < 1 aucun algorithme de minimisation n’a été vu en cours. Pour p = 1 on
peut utiliser un algorithme de descente de sous-gradient, un algorithme de point
intérieurs ou un algorithme du simplexe. Pour p > 1, les descentes de gradient
peuvent étre utilisées.

1. On rappelle que ||z|[, = 37 )Y

=11

P pour tout p > 0.



4. On considere la fonction g : R™ — R définie par g(y) = 1|||y| — b]|3 ou |y| est le
vecteur dont la i-éme coordonnée est |y;|. On pose f(z) = g(Azx) ou A € R™*™.

(a)

On considére le cas m = 1. Est-ce que g est convexe ?

Solution : En dehors du cas b = 0, g n’est pas convexe. En 1D par exemple,
pour b = 1, cette fonction admet deux minima en —1 et 1. Or I’ensemble
{—1,1} n’est pas convexe et une fonction convexe admet un ensemble convexe
ou vide de minimiseurs.

On considére le cas m = 1. Montrez que g n’est pas dérivable en 0 pour b # 0.
Solution :

Pour b = 0, la fonction est convexe, c’est une simple fonction quadratique. On
choisit b # 0. On a

soem={ gt Sh= ()
soit encore :
B (0) —hb+o(h) sih>0
9(0+h) = { z(()) + hb+ o(h) sinon (5)

or l'application :
h H{ 213bhb zinllf " (6)
n’est pas linéaire.
Calculer Vg pour y e YouY ={y e R™ y; #0,Vi € {1,--- ,m}}.
Solution :
La fonction g s’¢crit g(y) = > ity 39i(yi) ot gi(y;) = 5 (|| — b;)?. Donc :

91 (y1)
Vy(y) = :
G (Ym)
avec ( b)
1N yi —b;) siy; >0

Calculer V f sur 'ensemble X = {x € R", Az € Y'}.
Solution :

On a Vf(z) = ATVg(Ax).

Proposez un algorithme de minimisation de f.
Solution :

En réalité, on n’a vu aucun algorithme de minimisation pour des fonctions non
différentiables et non convexes. Cette remarque est suffisante pour obtenir les
points de la question.

Une solution possible consiste a régulariser g, par exemple en posant :

1
9:(y) = SIVy* + ¢ = b3

2



Ainsi la fonction devient différentiable et on peut utiliser une méthode de mi-
nimisation locale de type descente de gradient. Des méthodes plus avancées
de relaxation existent. Par exemple les relaxations semi-définies. C’est un pro-
bléme rencontré fréquemment dans 'industrie.

Exercice 2. Coé6ne normal et conditions d’optimalité
Soit X C R™ un ensemble fermé. On appelle cone normal au point z € 90X 2 I'ensemble :

Nx(z)={d e R",{d,y — z) <0,Vy € X}. (8)

1. On considére les ensembles X; = {(z,y) € R* z*> + y* < 1} et Xy = {(v,y) €
R* 0 <z < 1,0 <y < 1}. Dessinez ces ensembles (sur des figures séparées) ainsi
que les cones normaux Ny, (1,0), Nx,(0,0) et Nx,(0.5,1).

Solution :

Trop compliqué en Latex. Pour X, le cone normal est la normale extérieure au
cercle unité. Pour X5, Nx,(0.5,1) est la normale éxterieure au bord du carré et
Nx,(0,0) est 'othant négatif.

2. Montrez que pour tout ensemble X fermé, Nx(z) est un ensemble convexe.
Solution :

Immédiat. Vérifier que pour (dy, ds) € Nx(z) X Nx(z), 232 € Nx(x).

3. Désormais X représente un sous-ensemble convexe, fermé de R™. On considére la
fonction indicatrice de X définie par

0 size X
hx) = xx(w) = { 400 sinon.
Calculez le sous-différentiel de h en un point = € )O( .
Solution :

Pour x €X, h est nulle sur une boule suffisamment petit autour de z. Donc h est
différentiable en z et son gradient est nul. Par conséquent 0h(z) = {0}.

4. Montrez que 0h(x) = Nx(x) pour x € 0.X.
Solution :
Pour z € 0X, on a :

Oh(z) ={n € R",h(y) = h(z) + (n,y — z),Vy € R"}
={neR"0>0+(n,y —x),Yy € X}
={neR",0>(ny—x),Vyec X}
= Nx(x).

5. On considére maintenant la fonction f(z) = g(x)+h(x) ou g : R" — R est une fonc-
tion convexe différentiable et h est la fonction définie dans la question précédente.
Déterminez les conditions d’optimalité du probléme non contraint :

min f(z). 9)

rER™

2. 0X est la frontiére de X définie comme 0X = S\ §



Solution :
Les conditions d’optimalité sont 0 € 0f(x) soit encore :

Vg(z) =0et x ex

ou
0 € Vg(x) 4+ Nx(z) et x € 0X.

. A quel probléme d’optimisation contraint, (9) est-il équivalent ?
Solution :
Au probléme :

min g(z).
. Onse place dans R?, et on pose h(z,y) = xx,(2,y) et g(z,y) = 5 ((x — 2)* + (y — 2)?).
Dessinez sur un méme schéma quelques lignes de niveau de g ainsi que 1’ensemble
X5. Trouvez graphiquement et justifiez en utilisant les résultats précédents ou se
trouve le minimiseur de la fonction f = g + h.
Solution :
Le minimiseur est unique (par forte convexité de g). Il se trouve au point (1, 1). I
suffit de vérifier que Vg(1,1) appartient a I'orthant positif.



PARTIE ALGEBRE LINEAIRE
Note : cette partie sera rédigée sur une feuille différente de la partie
précédente.

Exercice 3. Soient M et K deux matrices symétriques définies positives de M, (R).
On s’intéresse au probleme généralisé de valeurs propres

AMz— Kz =0. (10)

Montrez qu’il existe n valeurs propres \;, 1 < i < n et une base de vecteurs propres
notés (u')1<i<, tels que
WIT MW =uTKuw=0isi#j,
-t T Mut=1,1<i<n,
WTKu=M\,1<i<n.

Exercice 4. Soit A une matrice symétrtique de M, (R), dont la valeur propre domi-
nante unique notée \; est simple, et P une matrice de diagonalisation de A

On applique a cette matrice la méthode de la puissance utilisant la norme euclidienne
(Exemple 3.3 page 61 du polcopié). On note [, approximation de \; a 'étape k, g celle
du vecteur propre unitaire associé, et r, = A qr — qi il le résidu associé.

1. Montrez que (lg, qx) est un élément propre de la matrice perturbée A — Ej, avec
Ek =TL q,’;.

2. En déduire que
|l = M| < lrell2 Ko(P).

3. Préciser cette estimation en tenant compte de la symétrie de A.



