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Résumé

Soient H un espace de Hilbert de dimension finie et Z une variable aléatoire (v.a.) gaus-
sienne centrée & valeurs dans H. Considérons de méme Z™M, ..., Z(™ un échantillon de v.a.
indépendantes identiquement distribuées de méme loi que Z. Alors ZFI 7777 nZ ) @ 29 suit une
loi de Wishart a n degrés de liberté. L’objet de cette note est de proposer une caractérisation
des v.a. (pouvant étre appelées opérateurs aléatoires) de loi de Wishart dans le cas ot H est de
dimension quelconque, finie ou pas, réel ou complexe, le cas réel n’étant pas un cas particulier
simple du cas complexe.

Abstract

A finite or infinite dimensional Wishart distribution characterization. Let H be a finite
dimensional Hilbert space and Z be a centered gaussian random variable (r.v.) with values in H.
In a same way, let consider an n—sample ZW ... Z(™ of independent identically distributed
r.v.’s of same distribution as Z. Then 7., 79 @ Z9) has a Wishart distribution with n
degrees of freedom. The aim of this note is to propose a characterization of r.v.’s (that can be
named random operators) of Wishart distribution when H is of any dimension, finite or not, real
or complex. The real case is not a particular case of the complex case.

1 Introduction

La dimension infinie, pour les espaces des valeurs de variables aléatoires (v.a.) est le prolongement
naturel de la dimension finie. Dans beaucoup de domaines utilisant les probabilités et la statistique en
grande dimension (physique quantique, statistique fonctionnelle, ...), les développements théoriques
passent souvent par la considération du cas infini.

Parallelement, la loi de Wishart, obtenue naturellement comme la loi des formes quadratiques
sous hypothese de normalité, est un outil souvent rencontré, la normalité n’étant pas toujours une
hypothese de départ, mais une conséquence de propriétés asymptotiques telles le théoreme central
limite.

Nous allons dans un premier temps rappeler la définition classique des lois de Wishart. Nous
donnerons ensuite une caractérisation des opérateurs aléatoires de lois de Wishart dans les cas réel
et complexe, fini et infini, ceci pour toute valeur de degré de liberté.

Signalons quelques publications abordant les lois de Wishart : Graczyk, Letac and Massam [2]
pour le cas fini, Fine [1] et Soler [3] pour le cas infini réel.

2 Le cadre de I’étude

2.1 Hypotheéses et notations

e Soit H un espace de Hilbert sur A (A égal & R ou C) séparable, de base orthonormale (e;). On
introduit un réel o égal a 1 si A=Reta2si A=C.



e Pour tout k£ de N*, Hj, désigne le sous-espace vectoriel de H engendré par les k premiers vecteurs
de la base orthonormale (e;).

e Soit Z = Zj Zje; une v.a. définie sur un espace probabilisé (2, 4, P) a valeurs dans H muni de la
tribu de ses boréliens.

e On note (.,.) le produit scalaire sur H, et on définit sur H x H le produit tensoriel ® comme suit :
pour tout couple (¢t,u) de H x H, t ® u est Papplication : v € H +— (v, t)u.

e La forme linéaire adjointe d’un vecteur u est notée u*; de méme, l'opérateur (endomorphisme)
adjoint d’un opérateur continu A est noté A*.

e [ désigne 'opérateur identité de H ; 'image par un opérateur continu A d’un vecteur u est notée
Au ; U'opérateur A o B composé de deux opérateurs continus A et B est noté AB.

e P, désigne le projecteur orthogonal de H sur Hj, (P est tel que P} = Py et P2 = Py).

e Pour tout opérateur continu A de H, on note ||A|| la norme usuelle de A, ||A]|; la norme-trace de A
(éventuellement infinie) et ||Al|2 la norme de Hilbert-Schmidt de A (éventuellement infinie). On sait
que [|A[] < [[All2 < [|A]x

e Pour tout opérateur continu A de H, on pose A, = Py A Pi. Pour tout opérateur aléatoire continu
M de H, on pose My = Py M P.

2.2 Les opérateurs nucléaires

Rappelons quelques éléments de la théorie de Fredholm.

Rappel 1 :si N est un opérateur nucléaire (c’est-a-dire & norme-trace finie) de H, alors, pour tout
opérateur continu A de H, les opérateurs AN et N A sont nucléaires, de plus, [|[AN||1 < |[|A||.||V]1 et
INAJly < JAILIN]L.

Rappel 2 : pour tout opérateur nucléaire N de H, on définit le déterminant de Fredholm de N. Il
associe & tout scalaire z un scalaire noté det (I + z N). En dimension finie, il se confond avec le
déterminant classique de (I + z N); en dimension infinie, il le prolonge contintiment, au sens de la
norme-trace.

3 Les v.a. gaussiennes

Définition 1. Une v.a. scalaire complexe est dite gaussienne si sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont deux v.a. scalaires réelles gaussiennes, indépendantes et de méme variance (éventuellement nulle).

Définition 2. La v.a. Z est dite gaussienne si, pour tout vecteur a de H, la v.a. scalaire (Z,a) est
gaussienne (éventuellement constante).

Par la suite, on supposera Z gaussienne centrée et ’on désignera par X l'opérateur E(Z ® Z) des
variances-covariances de Z. Il est a noter que ¥ est auto-adjoint semi-défini positif.

. 2
Proposition 1. On a: E(|Z||*) < +oo, E(|Z]*) = | Z]1 et V(| Z]]*) = E(IIEllz)r‘)-

DEMONSTRATION.
a) Montrons que E(||Z]|?) < +o0

La démonstration est donnée dans le cas réel. Dans le cas complexe, si Z = X +iY avec X et YV
véelles, alors B(|1Z]12) = B(IX[12) + E(|Y %) = 2E(| X |12).

a.1) Cas ou ¥ est diagonal sur la base orthonormale (e;)

Alors les Z; sont indépendantes. Soit A; la variance de Z; (j € N*).
e Montrons que la suite ();) a pour limite 0.

S’il n’en était pas ainsi, il existerait une sous-suite (U;) de (Z;) & variances supérieures & un certain
réel € > 0; la série % > j UJ2 serait minorée par une série de v.a. scalaires indépendantes obéissant a
la loi x2(1) ; or une telle série diverge.

e Montrons que la série > j A;j converge.

Puisque la suite (A;) a pour limite 0, ses termes supérieurs ou égaux & 1/2 sont en nombre fini. On
peut les négliger et considérer que tous les A; sont inférieurs & 1/2. La v.a. scalaire ZJ2 est le produit
par \; d'une v.a. obéissant a la loi x?(1). On a : E(ZJQ) =)jet V(ij) = 2/\? <A

Soit S =351 Z2. Ona: E(S) = Y5_ Ay et V(Sp) =235 A2 < B(Sy).

Si la suite (F(Sg)) divergeait, alors, pour k assez grand, on aurait /E(Sg) < % et, d’apres

Pinégalité de Bienaymé-Tchébychev, P(Sy > 25ty > 3/4. La suite (S)) divergerait.



a.2) Cas général

On applique & la suite gaussienne (Z;) le procédé d’orthogonalisation de Schmidt relativement &
la covariance. On obtient ainsi une unique suite gaussienne double (Z; ;), j < 4, telle que :

Zi =350 Zig s |eov(Zig, Zig)|l = 15 |eov(Zig, Zig)| = 0 i j # k.

Ona:|Z|2=%,, 22 +25, yei ZisZi

Puisqu’il n’y a aucune raison de préférer un signe a un autre, ’événement [Zj<k9— Z; ;i Zsp > 0]
a pour probabilité 0.5. Les signes des Z; ; étant indépendants des valeurs absolues des Z; ;, pour
tout réel m les événements [}, ; Z}; > m] et [>j<k<iZijZix > 0] sont indépendants. On déduit
[Z” Zﬁj < 40o0], presque partout.

La v.a. Z; ; est du type A; ;T; avec T; v.a. scalaire normale centrée réduite.

:r:ojo z7i = ( j:();()\i,j)Q)sz. D’olt :;O;()\”)2 < +00. Notons A le réel 4/ j—:ojo A7

On pose Z; = \}T} et on applique le cas particulier a.1) & la variable Z’ = Zj Zie;.
b. Montrons que E(||Z|]*) = |21 et V(IZ]*) = 2(|[Z]]2)?

Puisque ¥ est auto-adjoint semi-défini positif, sa norme-trace est sa trace, c’est-a-dire E(||Z]?).
> est donc nucléaire.

Puisque X est nucléaire auto-adjoint, il est diagonalisable sur une base orthonormale; on peut
considérer que cette base orthonormale est (e;).

Pour tout j, soit A; = V(Z;).

|Z;]? = %Kj avec L(K;) = x*(a) et K}, est indépendante de K; pour k # j.

V(IZ12) = V (5, 12,1) = S, V(IZ51%) = S, VK = 25,0 = 2([2]2)2. O
Remarque. On sait que tout opérateur de H nucléaire auto-adjoint semi-défini positif définit sur H
une unique loi gaussienne centrée.

4 Une décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints
de H lorsque H est de dimension finie

On suppose que H est de dimension finie.

Lemme 1. Hypotheses :
e A est un opérateur de H auto-adjoint ;
e [ est un opérateur de H auto-adjoint semi-défini positif;

Conclusion : il existe un couple (U, D) d’opérateurs de H possédant les propriétés suivantes :

e U est bijectif;

e D est diagonal réel sur la base (e;);

e U*F U est diagonal sur la base (e;), & valeurs propres égales a 0 ou 1;
e A=U*DU.

DEMONSTRATION.

Soit F/ = F + @Q avec Q projecteur orthogonal de H sur le noyau de F. F’ étant auto-adjoint
défini positif, il est du type F' = T d*T*, avec TT* = I et d opérateur diagonal sur la base (e;), &
valeurs propres réelles strictement positives.

Posons B = dT*ATd. Nous déduisons 1'égalité A = Td~'Bd—'T*.

B étant auto-adjoint, il est du type B = V.DV* avec D diagonal réel sur la base (e;) et V*V = I.

Posons U = Td~'V. Nous avons A = UDU* et U*F'U = I.

U*FU =1 —U*QU. C’est un opérateur diagonal sur la base (e;), & valeurs propres égales & 0 ou 1.
O

5 Les lois de probabilité de Wishart

5.1 Définition

Puisque pour tout z de H, ||z ® z||1 = ||2]|?, Papplication [z — z ® z] de H dans I’espace vectoriel
normé o1 (H) des opérateurs nucléaires de H est continue (pour || ||1, donc aussi pour || ||2 et pour
Il ). L’application [F +— P(Z ® Z € F)] de la tribu des boréliens de o1(H) dans [0, 1] définit donc
une probabilité. On dira que Z ® Z est un opérateur nucléaire aléatoire de H.



Soient Z(, ..., Z n v.a. indépendantes et identiquement distribuées de méme loi que Z.
Définition 3. La loi de probabilité de Z;—;l ZU) ® ZU) est la loi de Wishart de parameétres n et ¥ ;
n est le degré de liberté de la loi.

Par la suite, on désignera par W le produit ZW) @ ZU), 1 < j < n, et par W la somme
Z;}Zl w ),

On écrira £(W 1)) = Wishart(1, %) et £(W) = Wishart(n, X).

Remarques.
e Soit O l'opérateur de H identiquement nul. Pour tout n’ € N*; £(0O) = Wishart(n’, O).
e Tout couple (n',%') avec n’ € N* et ¥’ opérateur de H nucléaire auto-adjoint semi-défini positif

autre que O définit une unique loi de Wishart.
e Pour tout opérateur continu A de H, L(A*W A) = Wishart(n, A*Y A).

5.2 Norme-trace

Si W est un opérateur nucléaire aléatoire de loi de Wishart comme défini précédemment, alors
Wl =352 12912 E(W ) = 2l VIWIL) = 2H(1Z]12)*.

5.3 Forme quadratique associée

Les v.a. scalaires du type (Wa,a), a € H, vérifient les propriétés suivantes :
Propriétés.
1. ((Za,a) =0) = (Wa,a) =0).
2. (Za,a) >0) = (L« (g;”;;) = x?(an)) (loi du khi-deux & an degrés de liberté).
3. Pour toute famille ¥—orthogonale (a;) de vecteurs de H (c’est-a-dire telle que (¥ a;, ax) = 0 pour
j # k), les v.a. scalaires de la famille ((W a;, a;)) sont indépendantes.

Ces propriétés découlent directement de celles des vecteurs gaussiens. Nous verrons dans le para-
graphe suivant qu’elles caractérisent les lois de Wishart.

5.4 Caractérisation par la forme quadratique associée

Proposition 2. Si un opérateur nucléaire aléatoire M de H auto-adjoint, d’espérance mathématique
F', possede les propriétés suivantes :

e [ est semi-défini positif (et forcément auto-adjoint);

e pour tout a de H, ((Fa,a) =0) = ((Ma,a) =0);

e il existe n dans N* tel que, pour tout a de H, ({F a,a) > 0) = (E(ozngf;’;l))) =x%(an));

e pour toute famille F'—orthogonale (a;) de vecteurs de H, les v.a. scalaires de la famille (M a;, a;)
sont indépendantes ;

alors F est nucléaire et £(M) = Wishart(n, L F).

Avant de démontrer cette proposition, énongons les lemmes suivants.
On suppose que H est de dimension finie. On décompose A comme dans le lemme 1, avec F
espérance mathématique de M. Alors,

Lemme 2. trace(AM) = trace(UDU*M) = trace(DU*MU) avec U*FU diagonal sur la base (e;).

Les propriétés énoncées en proposition 2 déterminant cette trace, elles déterminent la fonction
caractéristique de M donc aussi sa loi de probabilité. Ceci établit la proposition 2 en dimension finie.

Lemme 3. Si H est de dimension finie, alors (||F||1)? > 3(||F|l2)? — 2||F||*.

DEMONSTRATION. Soit r la dimension de H et soit ()\j), 1<ji<r, A <X < ... <A\, la famille
des valeurs propres de F. On a la chaine d’inégalités et d’égalités suivante :

(FN)? = 5oy X2 423 cipar Mk = (IF12)% 423 cjnar Mk > (IFll2)? + 232521 A2

= (IFll2)* + 2(|Fll2)* = 227 = 3(| F'[|2)* = 2| F'||*. O
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2 EN DIMENSION INFINIE.
Montrons que F' est continu

Supposons H de dimension infinie. Montrons que la suite croissante (||Fy||) est majorée. Soit a
un vecteur propre unitaire de Fj associé & la valeur propre ||Fj| (supposée non nulle). Soit p la
probabilité qu'une v.a. scalaire de loi x?(an) dépasse la valeur an. On a :




P((Mya,a) > [|[Fy[]) = p et, puisque [Mlly > [[My[y > [[My| = (Ma,a), alors P(||M]; >
1% |)) = p-
Il en résulte que (||Fx||) est majorée et que F' est continu.

Montrons que F' est nucléaire

Supposons H de dimension infinie et la suite croissante (|| F|1) non majorée.

Soit o = \/V(|[Mg]|1). On sait (cf. paragraphe 5.2) que V(|| My|l1) = = (|| Fll2)*.

Cherchons un réel § supérieur a 1 tel que, pour k assez grand, Boy < || Fj||1. Selon le lemme 3,
(IEE1)? > 31 Fill2)? — 21 Fk? > 3(|Fyl2)? — 2| FI1%, ou encore ([ Fyl)? < 31 Fill1)? + 2] FJ1; on
déduit o2 < 52 (|Fkll)? + gz | P2

3an

Ainsi, tout réel 3 de ]1; /25" [ convient.

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev, P(||Mgl|l1 > ||Fx|l1 — Bok) > 1 — %

Puisque | M|y > ||Mgl||1, on a P(||M||1 > || Fkll1 — Box) >1— é

Or, limg— oo (|| Fk|l1 — Bok) = +o00. Ceci contredit 'hypothese |[M|]; < +oo. On déduit que la
suite (|| Fk|l1) est majorée et que F' est nucléaire.
Fin de la démonstration de la proposition 2 en dimension infinie

La suite (M},) convergeant presque siirement vers M, la loi de probabilité de M est déterminée.
|

. [P T (M a,a)y __ f qein 194tz 2(Fa,a)?

Remarque. Si (F a,a) > 0, alors de ’égalité V(an Faa) ) = 2an on déduit I'égalité n = TV((Maa)

Notons que I’hypothese d’indépendance est indispensable. On peut citer en contre-exemple le cas
ot M = K I, avec L(a K) = x*(a) et H de dimension finie au moins égale & 2.

5.5 Fonction caractéristique

Proposition 3. Pour tout opérateur A de H auto-adjoint, continu :
2

E(exp(itrace(AW))) = [det(I— =i AX)]*"/2 avec [det(I—2i AX)]~*"/2 € R% pour ||A[.|Z]| < 4.
e

DEMONSTRATION.

Soit A un opérateur de H continu, auto-adjoint.
a) Démonstration de la proposition 3 en dimension finie

On suppose H de dimension finie r.
a.1) Cas ou L(W) = Wishart(1,X)

Dans le lemme 2, on choisit M = W. On a I’égalité : trace(iAW) = trace(sU DU*W) = trace(: DU*WTU)
avec U*XLU diagonal sur la base (e;).

En posant u; = Ue; et De; = dje;, on a trace(iAW) = 3 id;ju;Wu; et U'indépendance entraine
E(exp(trace(iAW))) = [[; E(exp(idju;Wu;)).

Si ujXu; = 0, alors ujWu; = 0; sa fonction caractéristique est égale a 1.

Supposons a présent que ujXu; > 0.

La fonction caractéristique de x*(a) est [t — (1 — 2it)~*/?], avec (1 — 2t)~%/2 € R*. pour ¢ < 3.

*
u; Wu;

Puisque L(«

WS, ) = x*(a), la fonction caractéristique de ujWu; est [t — (1 — %tu;‘zuj)_ap],

d’'out E(exp(trace(iAW))) = (T[;(1 — %dju;Euj))_“/Q = [(det(I — ZDU*SU)]~ /2,

Par ailleurs, det(I — 2AY) = det(UU~! — 2UDU*SUU ") = det(U(I — ZDU*SU)U!) =
det(I — 2DU*SU).
a.2) Cas général : L(W) = Wishart(n, X)

W = Z?zl W) avec L(WW)) = Wishart(1,%) et W, ... W™ indépendants.

La fonction caractéristique de W est donc la nieme puissance de celle des W),
b) Démonstration de la proposition 8 en dimension infinie

Puisque la suite (A W}) converge presque siurement vers AW,

E(exp(itrace(AW))) = limg_, 4 oo E(exp(itrace(ApW;))), d’ot le résultat (le déterminant classique
n’est plus défini, il s’agit du déterminant de Fredholm). O

Dans le lemme suivant, nous présentons un calcul de (det(I — zAX))~! avec 2 complexe tel que
|2[[IA[I-[[Z]] < 1.

Lemme 4. det(] — 2A%)) ™! = exp(3,-; & trace((AD)?)).

DEMONSTRATION.



a) Cas o H est de dimension finie

Dans le lemme 1, on choisit F' = X. L’égalité AXU = UDU*XU prouve que l'opérateur AY est
diagonal sur la base (Ue;). Par le développement en série de Taylor (réel étendu aux complexes) de
—In(1 — z) au voisinage de 0, on obtient 1'égalité & démontrer.
b) Cas ot H est de dimension infinie

Pour tout k de N* on a : det(I — 2A4,X;)) " = exp(D_;51 zj—?trace((Aka)j)).
L’égalité annoncée est obtenue par continuité (au sens de la norme-trace) quand k tend vers +oco. O

Corollaire 1. Pour tout opérateur A de H auto-adjoint, continu, tel que [[A|.|[X]| < § :

E(exp(i trace(AW))) = exp( 2 ( ;r:f %(%)jtrace((A )))).

5.6 Sous-opérateurs

Soit W’ un opérateur nucléaire aléatoire de H auto-adjoint, n’ un entier strictement positif et X’
un opérateur nucléaire de H auto-adjoint semi-défini positif.
Proposition 4. £L(W') = Wishart(n', ¥’) si et seulement si, pour toute projection orthogonale @ de
H de rang fini, £(Q W'Q) = Wishart(n’, Q ¥'Q).
DEMONSTRATION.

Si les lois des W, sont déterminées (choisir ) = Py), alors, puisque la suite (W},) converge presque
stirement vers W', la loi de W’ est elle aussi déterminée. [
Corollaire 2. L(W') = Wishart(n', ') si et seulement si, pour tout opérateur A de H de rang fini,

auto-adjoint, tel que [|A|.|X']] < § : E(exp(i trace(AW’))) = exp(“T”l( ;”:O‘f %(%)jtrace((A ¥)9))).

DEMONSTRATION.
Soit @ une projection orthogonale de H de rang fini. Soit B un opérateur de H continu, auto-adjoint.
trace(BQW'Q) = trace(QBQW’) avec QBQ opérateur de H auto-adjoint, de rang fini. O

6 Conclusion

Nous avons placé notre étude dans un cadre hilbertien, cadre qui se rencontre le plus souvent en
statistique. Cependant, on peut s’interroger sur la possibilité de prolongement dans des espaces plus
généraux.

Une premiére généralisation peut consister a remplacer I’espace de Hilbert séparable par un espace
de Banach muni d’une base topologique.

Une autre généralisation peut consister a remplacer 1'espace de Hilbert séparable H, isormorphe
& l’espace des suites de scalaires de carrés sommables, par 'espace AN des suites de scalaires. Il n’y a
plus de norme sur cet espace. Il n’y a plus de tribu des boréliens. Les vecteurs aléatoires, les opérateurs
aléatoires ne sont plus des variables aléatoires. On peut cependant introduire les notions de processus
gaussiens (simples, & un indice) et de processus de Wishart (doubles, & deux indices). Par définition,
un processus gaussien est un vecteur aléatoire dont tout sous-vecteur fini est gaussien. Les processus
de Wishart se déduisent des processus gaussiens. Un processus double est de Wishart si, et seulement
si, ses sous-processus carrés finis sont de Wishart. Les propriétés énoncées au paragraphe 5.3, avec a
et b vecteurs finis, caractérisent les processus de Wishart. L’ensemble des indices, N, peut tout aussi
bien étre R.
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