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Résumé. Il est bien connu que toute série stationnaire est transformée de Fourier
d’une mesure aléatoire. Cette derniere permet de définir la mesure spectrale de la série.
Dans le cas particulier ou la série est un bruit blanc, la mesure spectrale est invariante par
translation. Dans ce texte, nous étudions une propriété analogue concernant la mesure
aléatoire associée a un bruit blanc. Cette propriété généralise l'invariance mentionnée
plus haut. Nous étudions également cette propriété lorsqu’une série est proche de son
bruit blanc d’innovation.
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Abstract. Any stationary series is a Fourier Transform of a random measure. That
allows us to define the spectral measure of the series. In the particular case where the
series is a white noise, the spectral measure is translation invariant. In this text, we study
a similar property for the random measure associated with a white noise. This property
generalizes the above mentioned invariance. We also study this property when a series is
close to its innovation white noise.
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1 Prérequis

1.1 Mesure aléatoire

Soit H un espace de Hilbert, et P(H) I’ensemble des projecteurs orthogonaux de H. Une
mesure aléatoire (m.a.) Z définie sur &, tribu de parties d'un ensemble E| est une mesure
vectorielle définie sur ¢ a valeurs dans H telle que < ZA,ZB >= 0 pour tout couple
(A, B) d’éléments disjoints de &.

On montre alors que I'application py : A € £ — || ZA|]* € R, est une mesure bornée.



L’intégrale par rapport a la m.a. Z peut se définir comme l'unique isométrie de
L*(E, &, puz) sur Hy = vect{ZA; A € £}, qui & 14 associe ZA, pour tout A de €. L’image
d’un élément ¢ de L?*(uz) par cette application, notée f pdZ, est appelée intégrale de ¢
par rapport a la m.a. Z.

Si (F, F) est un deuxieme espace mesurable et f une application mesurable de E dans
F', alors

i) Papplication f(Z): A€ F+— Zf 1A € H est une m.a. appelée image par f de Z;

ii) si ¢ est un élément de L*(F, F, jup(z)) = L*(F, F, f(112)), on peut affirmer que go f
appartient a L*(E, &, uz) et [odf(Z) = [ fopdZ.

1.2 Mesure spectrale

Une mesure spectrale a valeurs projecteurs (m.s.) & est une application de £ dans P(H)
telle que

1) EE = IH;

ii) EAU B = EA+ EB, pour tout couple (A, B) d’éléments disjoints de &;

iii) lim, €A, X = 0 pour toute suite (A,,),en d’éléments de £ qui converge en décroissant
vers (), et pour tout X de H.

On vérifie facilement que, pour tout X de H, I'application Z& : A € £ — EAX € H
est une m.a..

Avec les mémes notations que précédemment, on peut affirmer que 'application f(€) :
Ae F— Ef 1A € P(H) est une m.s. appelée m.s. image de £ par f.

1.3 Fonction aléatoire continue stationnaire

Dans ce texte, tout groupe topologique G est localement compact et son dual G est A
base dénombrable.

Une fonction aléatoire continue (f.a.c.) stationnaire (X,)seq, & valeurs dans H, est
une famille d’éléments de H telle que

i) < Xy, Xy, >=< Xy,_g,, Xo >, pour tout couple (g1, g2) d’éléments de G;

ii) 'application g € G — X, € H est continue.

On montre alors qu’il existe une m.a. Z, et une seule, définie sur Bg, tribu de Borel
de @, telle que X, = f(.,g)@’GdZ, pour tout g de G, Z est appelée m.a. associée a la
f.a.c. stationnaire (X,),eq-

Lorsque H = L*(Q, A, P), et que EX,, = 0, pour tout g de G, on retrouve la définition
classique de la stationnarité d’ordre 2 car < X,,, X,, >= cov(X,,, Xg,).

Lorsque G = Z, 7 est identifié a 11 = [—m; [ (par isomorphisme de groupe A\ €
I+ e e 2) Une f.a.c. stationnaire (X,),ez est appelée série stationnaire. La m.a.
Z est définie sur B, tribu de Borel de II, et est telle que X,, = [€"™dZ, pour tout n
de Z. On rappelle que la loi qui donne a II une structure de groupe est définie par

A®N =+ N — 27 [M24] ([A21] désignant la partie entiere de 22X4T).




Lorsque G = 1I, I est identifié & Z (par I'isomorphisme de groupe n € Z + " €
II). La m.a. Z associée a une f.a.c. stationnaire (X))yen est définie sur By (tribu de

parties de Z constituée de tous les sous-ensembles de Z). Pour tout A de II, la famille
{e*Z({n});n € Z} est sommable (cf. Choquet, 1964) de somme [ e*dZ = X,.

1.4 Opérateur unitaire et groupe d’opérateurs unitaires

Lorsque U est un opérateur unitaire (o.u.) de H, il existe une m.s. £, et une seule, sur
B pour H, telle que UX = [e“'dZ¥, pour tout X de H, £ est appelée m.s. associée &
l'ou. U.

Réciproquement, si € est une m.s. sur B pour H, I'application X € H — ¢"'dZ&¥ € H
est un o.u. (de m.s. associée &).

Pour tout g de G (G étant un groupe topologique), I'application /l;g, de G dans I1, qui
a7 de G associe le seul élément de TI, ﬁg(v), tel que e = (v, g) a.» est mesurable (cf.
Boudou, 2007).

Si & est une m.s. sur Bg pour H, on appelle groupe des o.u. de H déduit de £ la
famille {Uy; 9 € G} des o.u. de H telle que, pour tout g de G, I'o.u. U, a pour m.s.
associée ﬁg(é’).

On montre que

ii) Uy, Uy, = Uy, 44,, POUr tout couple (g, g2) d’éléments de G;

iii) pour tout X de H, (U,X),ec est une f.a.c. stationnaire de m.a. associée ZZ.

Dans le cas particulier ou &€ est une m.s. sur By pour H, l'identification de Z a ﬁ,
mentionnée précédemment, nous permet de considérer que £ est une m.s. sur By pour
H. Le groupe des o.u. de H déduit de £ est indicé par II, plus précisément, il est du type
{Uy; X € TI}. On montre alors que, pour tout X de H, la famille {e*"E{n}X;n € Z} est
sommable de somme U, X.

Si {(X ;‘)geg; A € A} est une famille de f.a.c. stationnaires, stationnairement corrélées
deux a deux, on peut affirmer qu’il existe une m.s. &, et une seule, sur Bg pour H' =
vect{X; (A, g) € Ax G}, telle que, si {Uy; g € G} désigne le groupe des o.u. de H' déduit
de £, pour tout (X, g,¢') de A x G x G, on a U X} = X7, .

Pour plus de détails concernant ces rappels, le lecteur peut se référer a Boudou and
Romain (2011).

2 Eléments spectraux du bruit blanc

Soit (Xp)nez un bruit blanc (< X, X,, >= 0,,,) de m.a. associée Z. Pour simplifier
les notations, supposons que H = vect{X,;n € Z}. Par U nous désignerons l'o.u. de
décalage (UX,, = X,11, pour tout n de Z) et par £ la m.s. qui lui est associée.



Comme {U™;n € Z} est le groupe des opérateurs de H déduit de £, m.s. sur B pour
H, d’apres les rappels, (U"Xy)nez est une série stationnaire de m.a. associée ngO, d’olt
7X0 = 7 (car (U"Xo)nez = (Xn)nez)-

Il est facile de vérifier que {(e*"X,,)rerr; n € Z} est une famille de f.a.c. stationnaires
stationnairement corrélées deux a deux. Il existe donc une m.s. « sur By, pour H telle que,
si {Uy; A € T} est le groupe des o.u. de H déduit de a, alors Uy (e X,,) = P8V In X,
pour tout (A, A, n) de IT x II x Z.

Si l'on désigne par ty lapplication A € II — XA @ X € II, qui est mesurable (car
continue), Popérateur unitaire €U a pour m.s. associée tr€ (en effet, [e"'dZ), =
[etotadZE = [ePedZE = eMUX).

On peut vérifier que

i) pour tout A de B, £xA = U,EAUS est un projecteur,

ii) I'application &, : A € B+ E\A € P(H) est une m.s. sur B pour H,

iii) Po.u. U \UU} a pour m.s. associée &,.

Comme UyUUgy = €U (car, pour tout n de Z, il vient U\UU; X,, = U\UUg) X, X,, =
U)\Uei@)‘an — efi)\nU)\Xn_H — fi)\nUAeiO(nJrl)Xn_’_l — efi/\nei)\(nJrl)Xn_’_l — e”‘UXn), les
deux derniers points et la propriété d’unicité de la m.s. associée a un o.u. permettent
d’écrire : £, = t, €. D’ou le résultat suivant.

Propriété 2.1. U\EAU; = E(AS N), pour tout (A, A) de 11 x B.

La propriété précédente nous permet d’écrire UyE AU Xy = E(ASN) Xy, soit U\EAX) =
E(A© N) Xy, d’ou le résultat suivant.

Corollaire 2.1. U\ZA = Z(A& \), pour tout (A, A) de 11 x B.

Bien entendu, de la relation UyZA = Z(AS ) on peut déduire : ||U\ZA|* = ||[Z(AS
A)||?, soit encore pzA = pz(A S N), c’est-a-dire I'invariance par translation de la mesure
spectrale du bruit blanc, propriété du bruit blanc bien connue, qui est en quelque sorte
généralisée ici.

Notons que la formule UyZA = Z(A & \) permet d’affirmer le résultat suivant.

Propriété 2.2. {(Z(A© N)xem; A € B} est une famille de f.a.c. stationnaires,
stationnairement corrélées deux a deuw.

Examinons maintenant la nature de la m.s. a. Tout d’abord, constatons que la f.a.c.
stationnaire (e*" X, )aerr a pour m.a. associée d,(.)X, (la famille {e*™5,({m})X,;m €
7} est sommable et a pour somme e*"X,). D’apres les rappels, (UyX,,)xer est une f.a.c.
stationnaire de m.a. associée ZX». Comme (UyX,)rerm = (" X,,)xem, on peut conclure
(unicité de la m.a.) que §,(.)X,, = ZX». Donc si un élément A de Bz contient n (resp. ne
contient pas n), X, = §,(A)X,, = ZX" A = aAX,, (resp. 0 = 6,(A) X, = ZX" A = aAX,).
On peut en déduire que, pour tout m de Z, a({n})X,, = X,, ® X, X,,. Ce qui se résume
par le résultat suivant.

Propriété 2.3. a({n}) = X,, ® X,,, pour tout n de Z.

Ce dernier résultat permet de préciser la forme de Uy comme suit.



Corollaire 2.2. Pour tout X de H, la famille {¢*"X,, @ X, X;n € Z} est sommable
de somme U, X.

Les résultats que nous venons d’obtenir peuvent étre généralisés au cas d'un groupe
discret G. Un bruit blanc est défini comme une famille (X,),eq d’éléments de H telle que
< X,,, Xy, >= 0 pour tout couple (g1, g2) d’éléments distincts de G et telle que || X,|| = 1,
pour tout g de G. Il est facile de vérifier la condition de stationnarité (< X,,, X,, >=<
Xy —g5> X0 >). Quant a la continuité de l'application g € G — X, € H, elle résulte du
fait que tout sous-ensemble de G est un ouvert de G (topologie discrete). Rappelons que
G = Z* est un groupe discret.

3 Cas ou une série stationnaire est proche d’un bruit
blanc

Examinons maintenant le cas ou une série stationnaire réguliere est proche de son bruit
blanc d’innovation (cf. Dacunha-Castelle et Duflo, 1983, et Azencott et Dacunha-Castelle,
1984).

Soit donc une série stationnaire réguliere (X,),cz de m.a. associée Z. Désignons
par P, le projecteur sur vect{X,,;m < n} (P, est le projecteur sur le passé antérieur
a l'instant n). On montre que (Dacunha-Castelle et Duflo, 1983) P, U" = P_,U", U
désignant l'opérateur de décalage. Il vient alors :

W,=X,—P,1X,=U"Xg— P, 1U"Xy=U"Xy — P1U"Xy =U"(Xy — P_1Xp).

Cela signifie que (W),,),ez est une série stationnaire de m.a. associée Z g/ 0 11 est facile
de vérifier que < W,,, W,,, >= 0, pour tout couple (n,m) d’éléments distincts de Z, donc
que (W,,)nez est un bruit blanc que 'on nomme bruit blanc d’innovation. Puisque (W,) ez
est un bruit blanc, il existe une famille {Uy; A € T} telle que UyZy°A = ZL°(A S N).
Pour tout (A, A) de IT x B, désignant par £ la m.s. associée a U, il vient :

|U\ZA — Z(ASN)|| < |UZA - U\ZZOA|| + |[UNZZP A — Z(A S N
= ZA - Z Al + |1 Zg° (A N) — Z(Ae )|
= |EAXy — EAWL|| + |E(A e NWy — E(A B M) X
< 2[[Xo — Wol|.

En conclusion, si (X,,),ez est proche de son bruit blanc d’innovation, done si || Xy —
Woll = [| X —W,|| est petit, alors il existe un groupe d’o.u., déduit d'une m.s., {Uy; A € 11},
tel que, pour tout (A, A) de Il x B, Z(AS \) est proche de UyZA. Notons que 'hypothese
de régularité permet d’affirmer que vect{X,;n € Z} = vect{W,,;n € Z}.
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