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Résumé. Nous introduisons une notion qui généralise celle de stationnarité corrélée :
la notion de fonctions aléatoires continues (f.a.c.) stationnaires qui commutent. Elle
pourrait être définie par la commutativité des opérateurs de décalage.

Exemple 1. Si (Wn,m)(n,m)∈Z×Z est une série stationnaire, alors les séries (Wn,0)n∈Z et
(W0,n)n∈Z sont stationnaires et commutent.

Exemple 2. Si (Xn)n∈Z est une série stationnaire, alors (Xn)n∈Z et (X3n)n∈Z sont station-
naires et commutent.

Lorsque deux fonctions sont stationnairement corrélées, elles commutent, la réciproque
n’est pas vraie.

En effet, dans l’exemple 1, il n’y a pas stationnarité corrélée, car
< Wn,0,W0,m >=< Wn,−m,W0,0 >6=< Wn−m,0,W0,0 >.

Dans le second exemple, il en est de même :
< X3n, Xm >=< X3n−m, X0 >6=< X3(n−m), Xm >.

Nous donnons plusieurs définitions équivalentes de cette notion. Voici l’une d’elles.

Définition 1. On dit que deux séries (Xn)n∈Z et (Yn)n∈Z commutent si il existe deux
opérateurs unitaires U et V tels que Xn = UnX0, Yn = V nY0, et UV = V U .

Nous étudions différentes propriétés asymptotiques associées à cette notion, dont les
suivantes, exprimées dans le cas des séries.

Propriété 1. Si deux séries stationnaires (Xn)n∈Z et (Yn)n∈Z commutent et sont telles
que limn→∞(Xn − Yn) = 0, alors elles sont égales.

Pour démontrer un tel résultat, nous commençons par l’établir dans le cas particulier
où Yn = Y0 (pour tout n de Z), ensuite, nous le généralisons en utilisant la série auxiliaire
((V −1U)nX0)n∈Z.

Propriété 2. Si deux séries stationnaires (Xn)n∈Z et (Yn)n∈Z commutent et sont telles
que, pour tout n > N , N étant un entier quelconque, ‖Xn − Yn‖ ≤ α, alors, pour tout n
de Z, ‖Xn − Yn‖ ≤ 3α, et, désignant par ZX et ZY les mesures aléatoires respectivement
associées aux séries (Xn)n∈Z et (Yn)n∈Z, ‖ZXA − ZYA‖ ≤ 3α, pour tout borélien A de
[−π, π[.

Par des contre-exemples, nous montrons la nécessité de l’hypothèse de commutativité.
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Cette dernière propriété indique que la connaissance d’une proximité partielle entre
les deux séries induit la connaissance d’une proximité pour l’ensemble des deux séries.

Nous examinons ensuite comment, à partir de deux f.a.c. stationnaires qui ne commu-
tent pas, nous pouvons “extraire” des parties qui commutent. Pour cela, nous introduisons
la notion de commutateur de deux opérateurs unitaires.

Définition 2. Etant donnés deux opérateurs unitaires U et V (qui peuvent être des
opérateurs de décalage), on appelle commutateur de U et V tout projecteur D tel que
DU = UD, DV = V D, et UDV = V DU .

Nous montrons qu’il existe un commutateur maximal, relativement à une relation
d’ordre partiel.

Nous explorons, sur des exemples simulés, chacune de ces propriétés, et voyons com-
ment celles-ci peuvent être exploitées sur des exemples concrets.

Notre travail s’est concentré sur l’étude des séries. Cependant, ces résultats s’étendent
lorsque l’ensemble d’indiçage est R.
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Abstract. We introduce and examine the notion of stationary continuous random
functions (c.r.f.) which commute. This notion generalizes the notion of stationarily
correlated functions. When two f.a.c.’s are stationarily correlated, they commute. The
converse is not true. For example, when (Xn)n∈Z is a stationary series, the stationary
series (X3n)n∈Z commutes with (Xn)n∈Z, although these two series are not necessarily
stationarily correlated.

We give several equivalent definitions of this notion. We study several assymptotic
associated properties, and we examine how, from two c.r.f.’s which do not commute, we
can extract parts which commute.

We explore on simulated examples of processes each of these properties, and see how
they can be exploited in concrete applications.
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son, Paris.

Bosq, D. (2000). Linear Processes in Function Spaces. Theory and Applications. Lecture
notes in statistics, 149, Springer, Berlin.

2
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