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Abstract

Soient (K,v) un corps valué et L est une extension monogene finie de K définie par
L = K]Jz]/(P), alors toute valuation de L qui prolonge v définit une pseudo-valuation ¢
de K[z] de noyau l'idéal (P). Nous savons associer & ¢ une famille de valuations de K{z],
appelée famille admissible, construite de fagon explicite & partir de valuations augmentées et
de valuations augmentées limites.

Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une valuation u de K|[z| appar-
tienne & la famille admissible associée a une pseudo-valuation ¢ correspondant & une valuation
de L, condition ne faisant pas intervenir ¢ mais uniquement le polynéme P. Nous pouvons
ainsi déterminer toutes les valuations de L qui prolongent la valuation v de K.

Pour cela nous définissons le polygone de Newton associé a P, & un polynéme ¢ et a une
valuation p, a partir du développement de P selon les puissances de ¢.

Introduction

Soit K un corps muni d’une valuation v et soit L un extension algébrique finie monogene de K,
L = K (). Nous voulons déterminer toutes les valuations p de L qui prolongent la valuation v,
c’est-a-dire toutes les valuations p de L dont la restriction a K est égale a v. Si nous appelons P
le polynéme minimal de 8 sur K, le corps L est isomorphe au quotient de 'anneau des polynomes
K|[z] par I'idéal engendré par P, L = K[x]/(P), et toute valuation p de L correspond alors & une
pseudo-valuation ¢ de K [x] dont le noyau S(¢) = {f € K[z] | ((f) = +o0o} est égal & I'idéal premier
(P), cette pseudo-valuation (¢ est définie par ((f) = p(f(6)). Déterminer toutes les valuations p de
L qui prolongent v revient alors & déterminer toutes les pseudo-valuations ¢ de K [x] qui prolongent
v et dont le noyau est égal a (P).

A toute valuation ou pseudo-valuation ¢ de KJ[z] qui prolonge v, nous savons associer une
famille admissible de valuations de K|[xz], cette famille est essentiellement unique et nous la notons
A(({). Le probleme se ramene alors & determiner toutes les familles admissibles A de valuations de
K|[z] correspondant aux pseudo-valuations ¢ de noyau égal & (P).

Une famille admissible A est une famille de valuations ou de pseudo-valuations (Mi)i ¢ indexée
par un ensemble totalement ordonné I, avec I possédant un plus petit élément 1, vérifiant les
propriétés suivantes.

1. Pour tout polynéme f de K|z] la famille (p’i(f))iel est croissante, c’est-a~dire p; (f) < i (f)
pour ¢ < ¢’ dans I.

2. Pour tout polynéme f de K[z] la famille (p;(f)),., est stationnaire & partir d’un certain

rang, c’est-a-dire il existe ¢ dans I tel que nous avons ’égalité u;(f) = wi (f) pour tout i’ > i.
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De plus sitot que nous avons 1'égalité p;(f) = i (f) pour i < ', nous avons pu;(f) = i (f)
pour tout " > 1.

3. Chaque valuation y; de la famille est définie & partir des valuations u; pour j < 4, soit comme
valuation augmentée, soit comme wvaluation augmentée limite. La premiere valuation pq de
la famille est définie de fagon explicite a partir de la valuation v grace a un polynoéme ¢; de
degré 1 et a une valeur ;.

Nous renvoyons au paragraphe 1, ou aux articles [Va 1] ou [Va 2] pour la définition précise d’une
famille admissible, ainsi que pour les définitions de valuation augmentée et de valuation augmentée
limite.

Soit A = ("“)iel |
pour le dernier élément [ de I s’il existe, u,; est une valuation. L’application ¢ définie par ((f) =
Supp; (f), qui est aussi égal a u;(f) pour ¢ suffisamment grand d’apres la propriété 2, et qui est
égal & yj si | est le dernier élément de I, est une valuation ou une pseudo-valuation de K [z]. Nous
disons que la famille A converge vers ¢ ou qu’elle est la famille admissible associée a ¢, et nous la

notons A(().

une famille admissible, alors pour tout i appartenant a I, sauf éventuellement

Une valuation p de K[z] appartenant & une famille admissible A(¢) associée & une pseudo-
valuation ¢ de K|x] de noyau 'idéal (P) est appelée une valuation approchée du polynéme P.

Le résultat principal de cet article permet de donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une valuation p de K[z] soit une valuation approchée du polynéme P, condition qui ne fait
intervenir que le polyndéme P et ne suppose pas connue la pseudo-valuation (.

Théoréeme 0.1. (cf. théoréme 2.6) La valuation p de Klx] est une valuation approchée du
polynome P si et seulement si

1. P est p_-divisible par ¢ si u est la valuation augmentée p = [p— ; p(P) = 7] avec u— # v,
et est A-divisible si i est la valuation augmentée limite 1 = [(ua)aeA s (o) =],

2. 1l existe au moins un polynome-clé 1 pour la valuation p, avec ¥ non p-équivalent a ¢, qui
p-divise P.

De plus si p est une valuation approchée de P, nous pouvons déterminer quels sont les
polynémes-clés ¢ et les valeurs v pour lesquels la valuation augmentée p’ associée a ¢ et -,
w = [u; p'(¢) = 7], est aussi une valuation approchée de P. De méme si nous trouvons une
famille pseudo-convergente C = (ua)a cA de valuations approchées de P, nous pouvons déterminer
quellles sont les valeurs v pour lesquelles la valuation augmentée limite associée a un polynome-clé
limite ¢ et & la valeur v, p/ = [(pa) 4 i #(#) = 7], est encore une valuation approchée de P.

Comme le critere ne suppose pas connue a priori la pseudo-valuation (, et en particulier nous
pouvons remarquer qu’il peut exister plusieurs pseudo-valuations ( telles que la valuation y appar-
tienne aux familles A(¢), nous pouvons construire pas ¢ pas les familles admissibles A(¢) cherchées.
Nous trouvons ainsi les familles admissibles associées & toutes les pseudo-valuations ¢ de K|x] de
noyau (P), c’est-a-dire toutes les valuations de L qui prolongent la valuation v.

Pour déterminer les valuations approchées d’un polynéme P de K[z] nous définissons pour toute
valuation p de K[z] et pour tout polynéme ¢ le polygone de Newton associé & P, ¢ et p, que nous
notons PN (P; ¢; ). Celui-ci est défini a partir du développement de P selon les puissances de ¢,
c’est-a-dire a partir de I’écriture P = p,,¢"" +. ..+ po olt les polyndomes p; sont de degré strictement
inférieur au degré de ¢. Plus précisément les polynémes ¢ sont les polynomes p-irréductibles qui
p-divisent le polynome P et les valeurs v sont obtenues comme les pentes des faces de la partie
principale PN (P; ¢; )T du polygone de Newton associé & P, ¢ et u.

Nous pouvons voir le polygone de Newton PN (P; ¢; 1) comme une généralisation du polygone
de Newton associé & une courbe plane. Plus précisémment soit f(z,y) est un polynéme dans k[z, y]
définissant une courbe plane et considérons f comme un polynéme P de K[x] avec K = k(y), alors
le polygone de Newton associé & f est essentiellement identique au polygone de Newton PN (P; ¢; v)
associé & P, & ¢ = x et a la valuation y-adique, v = v, de K (cf. le chapitre 4).
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Nous allons rappeler les résultats concernant les familles admissibles de valuations, nous renvoyons
le lecteur aux articles de l'auteur, plus précisément & [Va 1], [Va 2], [Va 3] et [Va 6] pour des
définitions précises et pour des résultats plus complets.

Nous considérons un corps K muni d’une valuation v et nous choisissons un plongement du
groupe des valeurs I'), dans un groupe abélien totalement ordonné I'. Toutes les valeurs v que nous
considererons seront alors dans I'.

Nous appelons € = E(K[x],v) I'ensemble des valuations ou pseudo-valuations de I’anneau des
polynémes K [x] dont la restriction & K est égale a v, et nous appelons F = F(K[xz],v) 'ensemble
des familles admissibles de valuations de K [z] appartenant & &.

Nous rappelons qu'une pseudo-valuation ¢ d’un anneau R est une application ¢ de R a valeurs
dans I' =T U {400}, ou I est un groupe abélien totalement ordonné, vérifiant les propriétés

((fg) =C(f) +Clg) et ¢(f+g) =mf(C(f).¢(g)

mais pouvant prendre la valeur 400 pour des éléments f # 0. L’ensemble

S(¢) = {feR|{(f)=+oc}
est appelé le noyau de la pseudo-valuation (, c’est un idéal premier de 'anneau R.

A toute valuation ou pseudo-valuation p de € nous pouvons associer une famille admise A
dans F, que nous notons A(u), nous rappelons que cette famille n’est pas unique mais définie a
équivalence pres. La famille A est une famille admissible, c¢’est-a-dire est réunion de familles ad-
missibles simples S\, pour j parcourant J, avec J = {1,..., N} ou J = N*, chaque famille simple
S étant constituée d’une partie discréte DY) et d’une partie pseudo-convergente ou continue C9),
la derniére famille pseudo-convergente CN) pouvant étre éventuellement vide.

Nous pouvons écrire la famille A sous la forme A4 = (ul)l cr ou I est un ensemble totalement
ordonné, chaque valuation p; étant définie soit comme valuation augmentée, soit comme valuation
augmentée limite. Dans le premier cas nous avons

o= (s (o) =],

et ¢ est un polynéme-clé définissant la valuation p; & partir de la valuation py avec I’ < I, nous
remarquons que si [ a un unique prédécesseur [ — 1 dans I nous avons I’ = [ — 1. Dans le deuxiéme
cas nous avons
o= [(1a) yen s mle) =m],

et ¢; est un polynome-clé limite définissant la valuation y; & partir de la famille pseudo-convergente
('uo‘)aEA'

Nous notons respectivement (¢),_, et (), les familles de polynomes et de valeurs associées
a la famille de valuations A. Nous disons que la famille A est compléte si I'ensemble I possede
un plus grand élément I, dans ce cas la valuation ou la pseudo-valuation u est la valuation puj,
sinon nous disons que la famille A est ouverte. Dans le cas ou ’ensemble I possede un plus grand
élément [, nous définissons I* comme I privé de [, sinon nous posons I* = I, et nous définissons
la sous-famille A4* = ('ul)lel*'

La premiere valuation p; de la famille A est obtenue a partir de la valuation v de K grace a un
polynéme ¢, unitaire de degré 1 et a une valeur ;. Nous considererons parfois que la valuation
v = g appartient a la famille A et par abus de notation nous considererons que 0 est le plus petit
élément de l'ensemble I. La valuation p; est ainsi considérée comme une valuation augmentée,
définie par le polynome ¢1, et nous la notons encore

pro= [v; pa(é1) =ml -
Comme le polynéme ¢ est de degré un, tout polynéme f de K[x] s’écrit sous la forme

f=and"+...+a1¢+ag,
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avec a; appartenant au corps K et la valuation p1(f) est définie par

pa(f) = Inf (v(a;) +jv, 0<j<m).

Nous allons rappeler quelques définitions et propriétes concernant les valuations de ’anneau
des polynémes K|[z] (cf. [McL 1], [McL 2], [Va 1], [Va 6]).

Nous pouvons d’abord déduire de la division euclidienne dans 'anneau des polynémes K|[z]
la définition suivante. Pour tout couple de polynémes f et ¢ dans K[x] nous définissons le
développement de [ selon les puissances de ¢ par

f=fmd" +. .+ fro+ fo,
ol les polynomes f; vérifient degf; < deg¢ pour tout j, 0 < 7 < m.

Pour toute valuation p appartenant a £(K[x],v) nous appelons gr, K[x] I'algébre graduée as-
sociée a la valuation p et H), I'application naturelle de K[z] dans gr, K[z] qui a tout polynéme f
associe sa partie homogéne qui est de degré a = u(f).

Nous disons que deux polynomes f et g sont u-équivalents s’ils ont méme image dans gr, K [x],
H,(f) = H,(g), c’est-a-dire si nous avons u(f —g) > u(f) = p(g), et nous notons ff;g.

Nous disons que f est p-divisible par g, ou que g p-divise f si 'image H,(f) est divisible par
I'image H,(g) dans gr,K[z], c’est-a-dire s'il existe un polynéme ¢ dans K[z] tel que nous ayons
u(f —ag) > pu(f) = p(gg), et nous notons g| f.

Nous pouvons ainsi définir les notions dé’ p-minimalité, de p-irréducibilité et de p-inversibilité
par:

un polynoéme f est p-minimal si et seulement si il vérifie

flg = degg > degf,
n

un polynome f est p-irréductible si et seulement si il vérifie
flab = fla ou f]b,
I w I
un polyndme f est p-inversible si et seulement si il existe g dans K[z] tel que fg~1.
Nous rappelons qu’un polynéme ¢ appartenant & K[z]| est appelé un polynéme-clé pour la
valuation p s’il vérifie les propriétés suivantes:
- ¢ est p-minimal,
- ¢ est p-irréductible,
- ¢ est unitaire.

Alors pour toute valeur v dans I' = T' U {+o0} vérifiant v > pu(¢), nous pouvons définir
la valuation augmentée p’ associée au polynéme-clé ¢ et a la valeur v, que nous notons p’ =
[t p'(6) =], de la fagon suivante. Pour tout f dans K|[z] la valuation p/(f) est définie par

w(f) = Inf (u(f;)+jv, 0<j<m),

ou f = find™+ ...+ f1o + fo est le développement de f selon les puissances de ¢.

C’est une valuation de K[z], une pseudo-valuation de noyau I'idéal engendré par ¢ dans la cas
v = o0, vérifiant u(f) < p/(f) pour tout f dans K|[z].

De mémessi C = (ua)a c. €stune famille pseudo-convergente de valuations, associée a la famille
(¢a)a cA de polynémes-clés et a la famille (70)a cA de valeurs, nous pouvons définir les notions
de A-divisibilité, ainsi que celles de A-minimalité, de A-irréducibilité et de A-inversibilité de la
maniere suivante:

les polynoémes f et g sont A-équivalents si et seulement si il existe o dans A tel que pour tout
a > ag dans A, f et g sont A-équivalents, et nous notons fzg,
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le polynéme f est A-divisible par le polynoéme g, ou g A-divise f, si et seulement si il existe aq
dans A tel que pour tout «a > g dans A, f est u,-divisible par g, et nous notons g | f,
A

un polynoéme [ est A-minimal si et seulement si il vérifie
ng = degg > degf,
un polynoéme f est A-irréductible si et seulement si il vérifie
flab = fla ou f[b,
A A A

un polynome f est A-inversible si et seulement si il existe g dans A tel que pour tout a > ag
dans A, f est puq-inversible.

Un polyndéme ¢ appartenant a K [x] est appelé un polyndme-clé limite pour la famille pseudo-
convergente C = (ua)a cA s’il vérifie les propriétés suivante:

- ¢ est A-minimal,

- ¢ est A-irréductible,

- ¢ est unitaire.

C’est équivalent a dire que le polynéme ¢ est un polynéme unitaire de degré minimal pour
lequel la famille (,ua(qb))a cA n’est pas stationnaire. Plus précisément supposons que la famille
C est admissible pseudo-convergente, c’est-a-dire que la famille de polynomes (qﬁa)a cA n’est pas
convergente (cf. [Va 6]). Par définition cela signifie que 'ensemble

() = {f € Kla] | na(f) < n(f) Va < B dans A}

est non vide et que tout polynéme f appartenant a cet ensemble vérifie degf > degp,. Nous
notons d4 le degré minimal d’un polynéme f appartenant a ®(C), alors l'ensemble ®(C) = ®(A)
défini par

®(C) = {¢ € Klz] | pa(0) < pp(¢) Voo < B dans A, dege = da et ¢ unitaire} ,

est égal a 'ensemble des polynémes-clés limites pour la famille C.

Pour tout polynéme g n’appartenant pas & lensemble ®(C), c’est en particulier le cas pour
tout polynome g avec degg < deg¢ = d 4, nous définissons 1 4(g) par pa(g) = sup (ua(g),a € A),
c’est-a-dire pa(g) = pal(g) pour a suffisamment grand dans A.

Pour toute valeur v dans I’ vérifiant v > p4(¢) pour tout a dans A, nous pouvons définir la
valuation augmentée limite p’ associée au polynéme-clé limite ¢ et a la valeur ~y, que nous notons
1= [(a) ye s i #(¢) =], de la fagon suivante. Pour tout f dans K|[z] la valuation /'(f) est
définie par

#(f) = Inf (pa(fy) +jv, 0<j<m),
ou f = frnd™—+...+ f1o+ fo est le développement de f selon les puissances de ¢.

C’est une valuation de K[z], une pseudo-valuation de noyau 'idéal engendré par ¢ dans le cas
v = 400, vérifiant o (f) < p/(f) pour tout o dans A et pour tout polynéme f de Klx].

Nous allons introduire une généralisation de la notion de polygone de Newton (cf. [McL 2] §5
ou [Va 4] §5).

Soit I' un groupe ordonné et nous définissons la droite D de I'espace R x I' comme le sous-
ensemble D = {(x,’y) ERXT |gy+ax+p4= 0}, ongeR, et aet f €. La pente p(D) de
la droite D d’équation ¢y + ax + 8 = 0 est ’élément p(D) = «/q appartenant a I' @z R. Cette
définition de la pente ne correspond pas a la définition usuelle, par exemple celle utilisée dans
[Va 4], mais est égale a 1'opposé.

Chaque droite D définit deux demi-espaces H g et H SD de R x T par:

Hg:{(x,v)eRxF|q’y+ax+ﬂZO}

ng{(x,’y)eRxI‘|q7—|—ax+ﬂ§0}.
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Pour tout sous-ensemble A de R x I" nous définissons son enveloppe convere Conv(A) par
Conv(A) = ﬂ H,

ou H parcourt ensemble des demi-espaces de R x I" contenant A. Une face F' de Conv(A) est un
sous-ensemble F' de Conv(A) défini par F = Conv(A)N D, ol D est une droite de R x T vérifiant:

- Conv(A) est contenu dans I'un des demi-espaces H g ou H SD définis par D,
- F = Conv(A) N D contient au moins deux points distincts.
Nous définissons la pente p(F') de la face F' comme la pente de la droite D qui définit F'.

Soient £ une valuation de K|z], f et ¢ deux polynémes de K|[z] et soit

f=fnd"+...+fid+fo,
le développement de f selon les puissances de ¢.

Définition 1.1. Le polygone de Newton associé auzx polynomes f et ¢ et a la valuation p, que
nous notons PN (f; u; @), est l'enveloppe conveze de l’ensemble {(k7 ) 16> u(fr),0<k< m}:

PN(f;:6) = Conv({(k,8) | 6> u(fr),0 <k <m}) .

Nous pouvons définir le support du polynéme f associé a la valuation u et au polyndéme ¢, c’est
le sous-ensemble Supp,,.4)(f) de Rt x I' défini par

Supp .0y (f) = {(k;u(f)) ; 0 <k <m}.

Cet ensemble détermine le polygone de Newton PN (f; u; ¢) car nous avons 1'égalité
{(k,0) | 6 > u(f1),0 <k <m} = Suppg(f) + ({0} x ),

ol I'* est le sous-ensemble des éléments v > 0 de T.

Par définition le polygone de Newton PN = PN (f;u;¢) est 'ensemble des couples (z,7)
appartenant & RT x I' pour lesquels il existe des entiers k; et ko avec

0<ki <2<k <m

(k2 —k1)y > (k2 — 2)p(fr) — (k1 — @) p(f,) -

La donnée du polygone de Newton PN est équivalente & la donnée
d’une suite finie d’entiers: 0 = ag < a1 < ... < a, =m,
d’une suite finie de valeurs dans I': 61 > ... > §,,

définis par les propriétés suivantes:
1. pour tout k, 0 < k < m, nous avons l'inégalité:
pu(fe) +koe > p(fa,,) +ai—10: = plfa,) + aids
2. pour k < a;—; et pour k > a;, nous avons l'inégalité stricte:

pu(f) +kée > p(fa, ) +at-16: = p(fa,) + arde .

Les couples (as, pu(fa,)), 0 < t < 7, sont appelés les sommets du polygone PN(f; u; @), b¢ est
la pente de la face F; comprise entre les sommets (ai—1, 1(fa,_,)) et (as, u(fa,)), et nous posons
dp = 400 et §,41 = —00, c’est-a-dire d,41 < § < dp pour tout § dans I'.

Définition 1.2. Soient f et ¢ deuz polynémes dans K|x], alors I’ordre de p-divisibilité de f par
¢ est le plus grand entier n tel que " p-divise f.
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En particulier Uordre de p-divisibilité de f par ¢ est égal a 'ordre de divisibilité de H,,(f) par
H,(¢) dans I'algébre graduée gr,, K[z].

Remarque 1.3. Pour tout un polynoéme f il existe un polyndéme p-inversible e et des polynomes-
clés pour la valuation u, ¢1,...,¢, t > 0, non p-équivalents entre eux et des entiers ny, ... n, tels
que nous ayons

f:€¢1n1...¢tnt

et cette décomposition est unique & u-équivalence pres (cf. [Va 3] Corollaire & la Proposition 2.3), et
pour tout j 'exposant n; est 'ordre de p-divisibilité de f par ¢;. Cette décomposition correspond a
la décomposition en facteurs irréductibles de I'image H,,(f) dans gr,, K[z], H,(f) = EF{" ... F}",
et au choix pour chaque F; d’un polynéme de degré minimal ¢; avec H,(¢;) = Fj.

Lemme 1.4. Soit ¢ un polynéme p-minimal, alors pour tout polynéme f, nous avons l’égalité
w(f) = inf(p(fi¢’) ; 0<j<m).
De plus, sin est lordre de u-divisibilité de f par ¢ nous avons

w(f) = p(fad") < p(f;67) pour tout j <n.

Preuve. Comme le polynéme ¢ est u-minimal, il en est de méme pour tout ¢/, j > 1, par
conséquent si nous écrivons la division euclidienne f = q¢? + r de f par ¢/, nous avons u(q¢’) >
u(f) et p(r) > p(f) avec u(r) > u(f) si et seulement si f est p-divisible par ¢/, c’est-a-dire si
Pordre de p-divisibilité de f par ¢ est supérieur ou égal a j.

Soit a le plus petit entier, 0 < a < m, tel que p(f,¢*) soit égal a inf(u(qubj) ; 0< 5 < m),
alors nous avons p1(fa—10"1 + ...+ fo) > inf(u(fj¢?) ; 0<j<a—1) > pu(fad®), don

1(fad®) = p(fad® + fam10" "+ 4 fo) = plf) .

Nous en déduisons 'égalité p(fa¢®) = p(f), que le polynéme f n’est pas p-divisible par ¢*** et
est p-divisible par ¢. O

Nous en déduisons de facon immeédiate le résultat suivant.

Corollaire 1.5. Awvec les hypothéses précédentes, le couple (n, u(fn)) est un sommet du polygone
de Newton PN (f;u; @), c’est-a-dire il existe s, 0 < s < r tel que as = n.

De plus si nous posons p(¢) = 0, alors nous avons les inégalités: ds411 < § < 0.

Si ¢ est un polynéme-clé pour la valuation u, pour toute valeur v > § = u(¢) nous pouvons
définir la valuation augmentée ' = [p ; p'(¢)]. Rappelons que par définition ¢ est un polynoéme
p-minimal et que nous avons

@ (f) = inf(u(fi) +ky0<k<m).

Par conséquent nous voyons que le polygone de Newton PN(f; i; ¢) joue un role important pour
I’étude des valuations augmentées de p associées a un polynoéme-clé donné ¢, et plus partic-
ulierement la partie du polygone de Newton correspondant aux pentes d; > 6. Nous posons la
définition suivante.

Définition 1.6. La partie principale du polygone de Newton est la partie de PN'(f; p; @) au-dessus
des faces de pente strictement plus grande que § = p(p), c’est-a-dire la partie comprise entre les
sommets (O,M(fo)) et (n,u(fn)), oun est lordre de p-divisibilité de f par ¢:

PN (fims o)™ = PN(f;m0) 0 ([0,n] xT) .
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Figure 1.1: Polygone de Newton PN (f; u; ®)
Remarque 1.7. Si nous écrivons le polynome f de K[z] sous la forme f = aqz? + ...ag, nous

pouvons définir le polygone de Newton PN(f;v;x) comme l'enveloppe convexe dans RT x T' de
Iensemble {(k,8) | § > v(ar),0 < k < d}.

Dans ce cas nous identifions la partie principale du polygone avec le polygone tout entier:

PN(fiv;z)t = PN(fivia) .

Nous voulons étendre les définitions précédentes au cas d’une famille admissible pseudo-convergente
C de valuations et d’un polynéme-clé limite ¢ pour C.

Définition 1.8. Le polygone de Newton associ€ au polynome f, a la famille pseudo-convergente
C= (ua)aeA et au polynome-clé limite ¢ pour C, que nous notons P/\/(f; (“O‘)aeA; (b) ou PN(f; C; qi)),
est Uenveloppe conveze de Uensemble {(k,8) | 6 > pa(fi),0 <k < m}:

PN (f;C:¢) = Conv({(k,0) | 6 > pa(fe),0 <k <m}).

Nous pouvons aussi définir le support du polynéme f associé a la famille de valuations C et au
polyndme-clé limite ¢, c’est le sous-ensemble Supp(c;(ﬁ)( f) de RT x I défini par

Supp(ci (f) = {(k,pa(fi)) ; 0<k<m},

et il détermine encore le polygone de Newton PN (f;C;¢) car nous avons I'égalité
{(,6) 182 pa(fi).0 < k <m} = Suppie,y)(f) + ({0} x 7).

Le polygone de Newton PN ( ;G qu) est un encore un sous-ensemble de R™ x I, et nous notons
comme précédemment

O=agy<a1<...<ar.=m et &y >...>56,

les suites définissant les sommets et les pentes du polygone. Nous définissons aussi Ientier s,
0 < s < m, comme le plus grand entier tel que d5 > pqo(¢) pour tout o dans A.

Définition 1.9. La partie principale du polygone de Newton est la partie de PN(f; C; (;5) au-dessus
des faces de pente strictement plus grande que po(¢) pour tout «, c¢’est-a-dire la partie comprise
entre les sommets (0, u(fo)) et (as, 1(fa.)):

PN(f;C;¢)" = PN(f;¢;6) N ([0,a5] xT) .
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Nous avons un résultat analogue au lemme 1.4 pour une famille admissible pseudo-convergente

C= (ua)aeA, associée aux familles (¢a)aeA et (%‘)aeA’ et un polynome-clé limite ¢.

Définition 1.10. Soient f un polynéme dans K|z] et C = (ua)aeA une famille admissible pseudo-
convergente de valuations, alors [’ordre de C-divisibilité ou ordre de A-divisibilité de f est le plus
grand entier n tel que ¢" A-divise f, ot ¢ est un polynome-clé limite pour la famille C.

Remarque 1.11. L’ordre de C-divisibilité est bien défini et ne dépend pas du polyndme-clé limite
¢ choisi. En effet tous les polynémes-clés limites pour la famille C sont A-équivalents.

Soient C = (ua)a ca Une famille admissible pseudo-convergente de valuations, ((ba)a ca la
famille de polynémes-clés et ('ya)a cA la famille de valeurs associées, et soit d = deg¢,. Nous
déduisons alors du théoreme de A-factorisation ([Va 1], Théoreéme 1.19) que pour tout polynéme
f dans Klx] il existe ap dans A, A = A(f) dans I' et un entier k = k(f) dans N avec dk < degf
tels que

Va > oy pa(f) = kyva+ .

En particulier un polynéme f appartient & I'ensemble ®(C) si et seulement si I'entier k(f) ainsi
associé a f est strictement positif.
Lemme 1.12. Awvec les notations précédentes, pour tous polynémes f et g dans K[z] nous avons
Utmplication
fllg = k(9) = k(f) -

Preuve. Soit a dans A suffisamment grand tel que nous avons les égalités

ps(f) = k(s +A(f) et uslg) =k(g)vs + Ag) ,

pour tout 5 > « dans A et tel que g est p,-divisible par f. Il existe alors des polynomes r et ¢
dans K[z], qui dépendent de «, tels que nous avons

g=fqg+r et pa(r)>pa(g) = pa(fq) -

Nous déduisons du théoreéme de A-factorisation qu’il existe o’ > «, des entiers positifs k" et k”,
des valeurs X et A dans T tels que pour tout § vérifiant o < 3 < o’ nous avons les égalités

pa(r) =kvs+ X et pglq) =k"vp+N".

Nous en déduisons qu’il existe o’ dans A avec o < o < o tel que pour tout 3 vérifiant a < 8 < o’
nous avons ug(r) > ug(g) = pa(fq), d’ou la relation k(g) = k(f) + k" > k(f).

Nous notons ko = ko(C) entier k(¢) associé a un polynéme-clé limite ¢ et nous déduisons aussi
du lemme 1.12 qu’il ne dépend pas du polynome-clé limite choisi.

Si pour tout a nous écrivons ¢ = gq,0 9% + . . . + go,o le développement du polynéme-clé limite ¢
selon les puissances de ¢, nous avons l'inégalité a > k. De plus si nous supposons que ’ensemble
des valeurs {v,;a € A} a une borne supérieure 7 nous avons a = kg et goo = 1 (cf. [Va 2]
Théoreme 3.5).

Lemme 1.13. Soit n Uordre de C-divisibilité de f et soit f = fr¢™ + ...+ fo le développement
de f selon les puissances d’un polynome-clé limite ¢, alors pour tout o suffisamment grand f est
La-€quivalent a fr,o".

Preuve. Soient kg = ko(C) et Ao U'entier et la valeur associés au polynéme-clé limite ¢, c’est-a-dire
tels que nous ayons i, (¢) = Ao + koYo pour « suffisamment grand, et nous avons ko > 1.

Pour tout a nous avons o (f) > inf(ua(fj¢?) 5 0 < j < m), avec égalité si les pq(f;j¢7)
sont tous distincts, et pour a suffisamment grand nous avons g, (f;#’) = pa(f;) + 7 Mo + kova)-
Comme ’ensemble {7, } n’a pas de plus grand élément, nous en déduisons qu’il existe un entier n,
0 < n < m tel que nous ayons

ta(f) = pa(fn) +n(Ao +kova) < pa(fi)+j(Ao +kova) pour j #n ,
et n est l'ordre de C-divisibilité de f par ¢. O
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Remarque 1.14. Nous déduisons du lemme 1.13 que pour tout polynéme f de K[z] nous avons
I’égalité
k(f) = nko(C),
ol n est 'ordre de C-divisibilité de f.
De plus comme tout polynéme n’appartenant pas a <i>(C' ) est A-inversible, pour tout polynéme
f dont l'ordre de divisibilité est égal a n, il existe un polyndéme e A-inversible tel que

n
f e o .
Nous déduisons aussi du lemme 1.13 que pour tout entier j > 1 le polyndéme ¢’ est A-minimal.

Corollaire 1.15. Sin est Uordre de C-divisibilité de f alors le couple (n,uA(fn)) est un sommet
du polygone de Newton PN(f;C; qb), c’est-a-dire qu’il existe s, 0 < s < r tel que as = n. De plus
nous avons ds > (@) pour tout o dans A et il existe o avec po (@) > 541.

Preuve. C’est une conséquence des inégalités

pa(fi) +ipa(®d) > palfn) +npa(d)

qui sont valables pour tout « suffisamment grand. O

Soient p une valuation et ¢ un polynome-clé pour u, alors pour tout polynéme f et pour toute
relation de la forme

) f=aqd+.. . +aq,

sans faire aucune hypothese sur les polynoémes g; nous pouvons définir un polygone de Newton
PN (x) comme l'enveloppe convexe dans R x I' de I'ensemble {(j,6) | 6 > p(q;),0 < j <1}. En
général ce polygone dépend de I'écriture (x) choisie, mais nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.16. Si les polynémes q; apparaissant dans le développement (x) sont tous p-
inversibles, alors le couple (n,u(qn)), ou n est l'ordre de u-divisibilité de f par ¢, est un sommet
du polygone de Newton PN (x), et la partie de PN (x) comprise entre les sommets (0, 1(qo)) et
(n,1(qn)) coincide avec la partie principale du polygone de Newton PN(f;p;¢)T.

Preuve. Soit v > § = u(¢) et soit p’ la valuation augmentée associée au polynome-clé ¢ et a la
valeur v, p' = [u; p/(¢) =]

Comme les polynémes ¢; sont p-inversibles, nous pouvons calculer la valuation p'(f) & partir
du développement (x) (cf. [McL 1] Theorem 5.2, [Va 1] Corollaire & la Proposition 1.3), ¢’est-a-dire
nous avons ’égalité

/ . . .
@ (f) = inf(u(g) +jv; 0<j5<1).

Par conséquent si f = f,,,¢™ + ...+ fo est le développement de f selon les puissances de ¢, nous
avons ’égalité
inf(u(p) + kv ; 0<k <m) = inf(u(g) +jv; 0<j <)

pour tout v avec § < v < 400, et nous en déduisons le résultat. O

Dans la suite nous considererons les polygones de Newton associés au polyndéme P définissant
une extension L de K fixée et nous noterons PN, (¢), PN¢(¢), le polygone de Newton associé aux
polynomes P et ¢ et a la valuation u, respectivement a la famille pseudo-convergente C = (,ua)a car
De méme nous noterons PN, (¢)* et PN ¢(¢)™" les parties principales de ces polygones de Newton.

Remarque 1.17. Si le polynéome ¢ est de degré supérieur au degré de P, alors le polygone de
Newton PN, (¢) est réduit au seul sommet (0, u(P)), et si il est de degré égal a celui de P, nous
avons P = ¢ + ag et le polygone de Newton PN ,(¢) a une seule face comprise entre les deux
sommets (0, p(ao)) et (1,0).
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Définition 1.18. Soit 1 une valuation augmentée p = [pu— ; wu(¢) = 7], respectivement une
valuation augmentée limite y = [(ua)aeA ; (o) = 7], alors pour tout polynome f nous définissons
le degré effectif Dy(f) comme le plus grand entier j, 0 < j < m pour lequel nous avons l’égalité

w(f) = u—(f;)+jv, respectivement u(f) = pa(f;j)+iv, ot f = fmd™+. ..+ fo est le développement
de f selon les puissances de ¢.

Remarque 1.19. Nous déduisons des théoremes permettant de définir les valuations augmentées
et les valuations augmentées limites (cf. [McL 1] Theorem 4.4, [Va 1] Théoreme 1.2 et Proposition
1.22) que le degré effectif est additif, c’est-a-dire que pour tous polynémes f et g nous avons
I’égalité:

Dy(fg) = Dy(f) + Dy (9) -

Nous vérifions aussi que le degré effectif Dy(f) ne dépend que de la classe de p-équivalence du
polyndome f, ou de la classe de py-équivalence pour « suffisamment grand dans le cas d’une
valuation augmentée limite.

Par définition, si nous appelons o4(f) l'ordre de p-divisibilité de f par ¢, ou lordre de A-
divisibilité de f dans le cas d’une valuation augmentée limite, nous avons toujours l'inégalité

04(f) < Dy(f)

La valeur v = pu(¢) est la pente d’une face du polygone de Newton PN (f; u; ¢) si et seulement
si nous avons l'inégalité stricte o4(f) < Dg(f), les deux sommets définissant la face sont alors

(06(f)s 1(fou5))) et (Do(F)s 1(fy(5)))

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant, qui est une extension du lemme 1.1 de [Va 1].

Lemme 1.20. Soit p1 une valuation bien spécifiée définie par le polynome v,, c’est-a-dire une
valuation augmentée [ ; u1(y) = d] ou une valuation augmentée limite [(”O‘)aeA i pa(v) = 46).
Alors tout polynéome g de K[z] pi-inversible est pi-équivalent ¢ v ot r est le reste de la division
euclidienne de g par le polynome 1.

Preuve. Rappelons que comme 1 est un polynéme-clé pour la valuation p;, nous avons toujours
w(r) = p1(r) > p1(g) avec Pinégalité stricte pi(r) > p1(g) si et seulement si g est pi-divisible par
¥ (cf. [Va 1] Lemme 1.1).

Nous supposons que la valuation p; est une valuation augmentée, le cas d’une valuation aug-
mentée limite se démontre de maniere similaire. Soit ¢ = as¥° + ...+ a19 + ag le développement
de g selon les puissances de 1, avec 7 = ag. Par hypothese il existe un polynéme A tel que hg soit
p1-équivalent & 1, c’est-a-dire tel que pq(hg — 1) > p1(hg) = p1(1) = 0.

Si nous avons pq(hg — 1) = pu(hg — 1) alors hg est p-équivalent a 1, par conséquent g n’est pas
p-divisible par ¢ et pu1(g) = p(g) et le résultat est une conséquence du lemme 1.4 de [Va 1].

Supposons que nous avons jq(hg — 1) > u(hg — 1). Pour tout &' avec u(v) < &' < 6 = pu1(¥)
nous pouvons définir la valuation augmentée p’ associée & ¢ et a &', p' = [u; p'(¢) = ¢'], alors
pour tout polynéme f nous avons u(f) < p/(f) < pi(f) avee u(f) = u/(f) si et seulement
si u(f) = p1(f). Nous pouvons choisir ¢’ suffisamment proche de § tel que nous avons encore
Iinégalité u'(hg — 1) > p(hg — 1), nous en déduisons que g n’est pas p’-divisible par ¥ et nous
avons u(r) = p(ag) = p'(g). Comme 9 divise g —r et comme nous avons ¢’ < §, nous en déduisons
w(g) <p'(g—r) <pi(g—r), dou le résultat. O

2 Valuations approchées
Soit P un polynome irréductible séparable unitaire appartenant & KJz|, et soit L I’extension

algébrique de K définie par P, c’est-a-dire L = K|x]/(P). Si nous choisissons une racine ¢ de P
dans K*¢P une cloture séparable de K fixée, L est le sous-corps K () de K.
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Toute valuation p de L qui prolonge la valuation v définit une pseudo-valuation ¢ de Klz], dont
le noyau S(¢) = {f € K[z] | ¢(f) = +oo} est égal a I'idéal de K[z] engendré par le polynéme P,
S(¢) = (P). La pseudo-valuation ( est définie par

C(f) = p(f(0) vfeK[a].

Il existe une bijection entre le sous-ensemble Ep = Ep(K|[z],v) des pseudo-valuations ¢ de
E(K|x],v) dont le noyau est égal a l'idéal (P) et '’ensemble E(L,v) des valuations p de L qui
prolongent la valuation v. Nous appelons indifféremment A(n) ou A(¢) la famille admise de
valuations de K[z], définie uniquement & équivalence pres, associée & la pseudo-valuation (.

Nous voulons déterminer I'ensemble E(L, v) des valuations p de L qui prolongent v, c’est-a-dire
lensemble Ep des pseudo-valuations ¢ appartenant & £(K[z],v) qui ont pour noyau l'idéal (P).
C’est équivalent & déterminer 'ensemble des familles admises A dans F(K[z], ) qui sont associées
aux pseudo-valuations appartenant a Ep.

Une valuation ou pseudo-valuation p de £ est dite bien spécifiée si p est obtenue soit comme
valuation augmentée = [u— ; pu(¢) = +] pour une valuation p_, soit comme valuation augmentée
limite p1 = [(ta) ye 4 5 #(¢) =] pour une famille pseudo-convergente C = (pa) . , (cf. [Va 3]).
Une valuation, ou pseudo-valuation, p est bien spécifiée si et seulement si la famille admise associée

A(p) est complete, et dans ce cas la valuation ou pseudo-valuation p est la derniere valuation py
de la famille A(p) ([Va 3], Proposition 1.4).

Toute pseudo-valuation ¢ de Ep est bien spécifiée, et ( est alors la pseudo-valuation augmentée
ou la pseudo-valuation augmentée limite p; associée au polynome ¢; = P et a la valeur vy = +o0.

Sur Pensemble € nous avons deux relations d’ordre partiel p < p’ et p << p' définies de la
maniere suivante(cf. [Va 2]):

1. p <y si et seulement si p(f) < p/(f) pour tout f dans K[x],

2. p <<y siet seulement si A(u) est une sous-famille de A(p').

Si les deux valuations u et u’ sont bien spécifiées, ce que nous supposerons dans la suite, alors
nous avons p << p’ si et seulement si p appartient & la famille A(u').

Nous rappelons que si nous avons deux valuations p et p’ de £ qui vérifient u < p’, nous
définissons 1’ensemble ® = ®(u, 1/) comme I’ensemble des polynémes f de K[z] tels que u(f) <
w(f). Si ® est non vide, ¢’est-a-dire pour u # u', nous notons d le degré minimal d’un polynome
appartenant a cet ensemble et nous posons

o =0(u,p) = {¢p€Kla]| p(¢) <p/'(¢), dege = d et ¢ unitaire}

et tout polynome appartenant a ® est un polynéme-clé pour pu.

La relation g << ' entraine la relation p < p’. Réciproquement nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1. Soient u et i’ deux valuations ou pseudo-valuations bien spécifiées de € qui vérifient
la relation u < i/, et soit ¢ le polyndme qui définit la valuation p.

Alors soit nous avons p << p', soit il existe un polynéme-clé ¢ pour u avec degp’ = degp et
une valuation augmentée p” = [p ; p"(¢") = "] qui vérifie u”’ << u'. De plus si la valuation p
est de la forme p = [p— ; pu(d) = 7], respectivement p = [(ua)aeA i u(@) =], la valuation p”
est aussi de la forme p” = [u—_ ; p/'(¢") =~"], respectivement u" = [(ua)aeA s W (¢") =7"].
Preuve. Nous considérons d’abord le cas ol p est une valuation augmentée p = [u_ ; u(d) =7/,
avec u_ qui n’est pas la valuation v de K, alors nous avons u_ << p/, c’est-d-dire u_ est une
des valuations de la famille admise A associée & p, c’est-a-dire est de la forme ME] ) (cf; [Va 2],
Proposition 2.18).

Nous avons u— < pu < u/, avec pu_ # pu, par conséquent les ensembles ® = P(u_,u) et
O = O(u_,p') sont égaux (cf. [Va 2|, Corollaire au Lemme 2.3). Le polynéme-clé ¢ appartient
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a ® et tout successeur de la valuation p_ dans la famille A est défini & partir d’'un polynéme
appartenant a ®’.

Supposons que nous ayons ’égalité v = u(¢) = u'(¢) et nous considérons les différents cas.
- i) L’ensemble ®(u, 1/') est vide alors nous avons p = p'.
- ii) L’ensemble ®(u, /) est non vide et le degré minimal d'un polynéme f dans ®(u, ) est
strictement plus grand que le degré de ¢, alors nous avons y = /h('i)1 et p appartient a A, d’ou
<< .
- iii) L’ensemble ®(u, i') est non vide et le degré minimal d’un polynéme de ®(u, ') est égal
au degré de ¢, alors ®(u, ') est égal & I'ensemble des ¢ dans ®(u_, ') tels que p' () > p/().
Si 'ensemble des valeurs A = {u' (W), ¥ € O(u, )} n’admet pas de plus grand élément alors
la valuation p appartient a une sous famille admissible pseudo-convergente de A et nous avons

<< p'. Silensemble A admet un plus grand élément A, la valuation p” cherchée est la valuation

W= U WO62) =2, wvec ), = (62, = A=, dans o cusnowsavons = g+

avec p_(h) =y ety <v".

Supposons que nous ayons I'inégalité v = u(¢) < p/(¢) = y1. Comme ¢ est un polynoéme-clé
pour la valuation p nous pouvons définir la valuation augmentée pq = [ ; ,ul(qb) = v1] qui est aussi
égale & la valuation augmentée [u_ ; p1(¢) = 1] et qui vérifie p < py < u’ avee py(P) = 1/ (9).

Dans ce cas la valuation p n’appartient pas a la famille A4, mais nous déduisons de ce qui
précede appliquée a la valuation g1 que nous pouvons prendre pour u’ soit p1, soit la valuation
" définie par le polyndme ¢" = qﬁgi)l et par la valeur 7" = *yl(i)l En particulier nous avons soit
¢ = ¢, soit ¢ = p+ h avec p_(h) =1, d’ott ¢” u-équivalent & ¢.
Le cas ol u est une valuation augmentée associée a un polynéme unitaire ¢ de degré un, c’est-
a-dire pour - = v, et le cas ol 4 est une valuation augmentée limite, p1 = [(pa) 4 5 #(¢) = 7],
se démontrent de maniere identique.

Définition 2.2. Nous appelons valuation approchée du polynéme P de K|[x] toute valuation bien
spécifiée p de E(K|[x],v) pour laquelle il existe une pseudo-valuation ¢ de Ep telle que 1 < ¢ et
qui vérifie u(¢) = ((P) ou @ est le polynome qui définit pn. Nous disons que p est la valuation
approchée associée a la pseudo-valuation ¢ de Ep.

Nous notons VAp l'ensemble des valuations approchées de P.

Définition 2.3. Nous appelons racine approchée du polynome P de K|x] tout polynéme ¢ qui
définit une valuation approchée p de P.

Nous notons RAp l’ensemble des racines approchées de P.

Remarque 2.4. Dans la définition d’'une famille admissible A nous avons demandé que pour
toute sous-famille simple S de A, les polynomes-clé ¢1(‘J ) définissant la partie discrete DY) de
S vérifient I'inégalité stricte degqbl(.J ) < dengﬁl(i)l. Cette condition sur les degrés ayant pour
fonction d’assurer la minimalité de la famille de valuations augmentées itérées apparaissant dans
SU) | et ainsi permet d’avoir 'unicité de la partie discréte DY) (cf. [Va 2]).

Nous pouvons ne pas imposer cette condition sur le degre et seulement demander que pour

©) €

toute valuation p; appartenant 4 DY) le poynéme-clé qﬁl 1 vérifie deg¢ < degg;}; et ne soit pas

(J )—equlvalent a ng . Nous trouvons alors une famille de valuations augmentées ou augmentées
hmltes qui vérifie essentiellement les mémes propriétés qu'une famille admissible, une telle famille
est appelée une famille pré-admissible dans [Va 6].

Lemme 2.5. Une valuation p est une valuation approchée du polynome P si et seulement st elle
appartient a une famille pré-admissible associée a l'une des pseudo-valuations ¢ de Ep.

Preuve. C’est une conséquence de la définition d’une famille pré-admissible et du fait que de toute
famille pré-admissible A’ nous pouvons extraire une famille admissible A déterminée de la maniere
suivante.
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Soient SU) = (ugj), 2R (uﬁj))aem), 1 < j < N, les sous-familles pré-admissibles simples
(4)

de A’. Alors la sous-famille A obtenue en enlevant toutes les valuations p;”’ pour lesquelles nous

avons 'égalité degqbgj ) = degtbgi)l, est une famille admissible. O

Par définition une valuation approchée est une valuation et non une pseudo-valuation, en par-
ticulier toute valuation approchée de P est distincte de la pseudo-valuation ¢ a laquelle elle est
associée.

Théoréme 2.6. Soit u une valuation bien spécifiée de E(K|[z],v) et soit ¢ le polynéme qui définit
la valuation p. Alors p est une valuation approchée du polynéme P si et seulement si

1. P est p_-divisible par ¢ si p est la valuation augmentée p = [p— ; p(P) = 7] avec p_ # v,
et est A-divisible si p est la valuation augmentée limite p = [(ua)aeA s (o) =],

2. il existe au moins un polynome-clé ¥ pour la valuation p, avec Y non u-équivalent a ¢, qui
w-divise P.

Remarque 2.7. Dans le cas ol u est une valuation augmentée, u = [u—; u(¢) = 7], nous
déduisons du théoreme 5.1 de [McL 1] ou du théoréme 1.2 de [Va 1] que la condition (1) est
équivalente a la condition p_(P) < p(P), et dans le cas ol p est une valuation augmentée limite,
W= [(MQ)QGA ; u(¢) = 7], nous déduisons de la proposition 1.23 de [Va 1] que la condition (1)
est équivalenta la condition pq(P) < p(P) pour tout o dans A.

Dans le cas ou p— est la valuation v de K, c’est-a-dire pour p associée a un polynéme unitaire
de degré un, la condition (1) est supposée toujours vérifiée.

La condition (2) est équivalente a demander que 'image de P dans l’algébre graduée gr, K [x]
associée a la valuation p admette un diviseur premier distinct de H,(¢).

Remarque 2.8. Le théoreme 2.6 permet de déterminer uniquement a partir de la valuation p et du
polynéme P si la valuation p apparait dans une famille pré-admissible A(() associée a une pseudo-
valuation ¢ appartenant & Uensemble Ep(K|[x], V), sans faire intervenir cette pseudo-valuation (.

Ainsi grace au théoréme nous pouvons construire les familles admissibles A appartenant a
F(K|z],v) associées aux pseudo-valuations ¢ dont le noyau est égal a l'idéal (P), c’est-a-dire
associées aux valuations p qui prolongent v & extension L = K[x]/(P) de K.

Preuve. Montrons d’abord que si g est une valuation approchée du polynéme P, elle vérifie les
conditions i) et ii) du théoréme. Par hypothese, il existe alors une pseudo-valuation ¢ dans Ep
telle que pu < ¢ et v = p(¢) = (().

Si p est un valuation augmentée, p = [— ; u(¢p) = =], comme p_ est une valuation, nous avons
u—(P) < 400, d’out P appartient a é(u,,g) et par conséquent appartient a é(u,,u) d’apres le
corollaire au lemme 2.3 de [Va 2|, nous en déduisons que P est p_-divisible par le polynéme-clé
¢. Si p est une valuation augmentée limite 1 = [(pa), ., ; #(¢) = 7], nous montrons de la
méme maniére que pour tout « nous avons p, (P) < u(P), par conséquent P est A-divisible par le
polynome-clé limite ¢.

Si la condition ii) n’était pas vérifiée pour la valuation p, le polynéme P serait p-équivalent a
un produit e¢™, avec e p-inversible et n > 0. Nous aurions alors

(P —ed") = w(P—ed™) > pled”) = ((ed”)
d’ou I'égalité ((P) = ((e¢™), ce qui est impossible car {(e¢™) < +oo.

Pour montrer la réciproque, nous allons faire une récurrence descendante sur le degré du
polynéme ¢. Plus précisément nous allons montrer que si p est une valuation bien définie as-
sociée & un polyndéme ¢ de degré d qui vérifie les conditions i) et ii) du théoreme, il existe une
nouvelle valuation bien définie p’ associée & un polynéome ¢’ de degré d’ > d qui vérifie encore les
conditions i) et ii) du théoreme et telle que nous ayons p < p’ et u(¢) = p'(¢). En fait nous allons
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construire la valuation p/ comme valuation augmentée, ' = [uy ; p'(¢)] avec pu1 = p ou py valua-
tion augmentée pour la valuation y, ou comme valuation augmentée limite, p’ = [(ua)a cas w (¢ )]
avec (,ua)a cA famille admissible pseudo-convergente ou chaque p, est une valuation augmentée
pour p.

Si nous avons deg¢’ = d’ = degP, alors ¢’ est égal & P, y/ est une des pseudo-valuations ¢
appartenant a Ep et nous trouvons directement que p est une valuation approchée du polynome
P. Si nous avons l'inégalité deg¢’ = d’ < degP, alors p’ est une valuation et par hypothese de
récurrence ' est une valuation approchée de P associée & une pseudo-valuation ¢ de £p. Nous
avons alors les inégalités p < p’ < ¢, et comme ¢ est un polynéme de degré d < deg¢’ nous avons
' (¢) = ¢(¢), par conséquent p est aussi une valuation approchée de P associée a (.

Nous considérons la décomposition de P en facteurs p-irréductibles,
no Ny i
P ~ ed  PTt ..LPLt

avec ¢o = ¢ et les ¢; sont des polynoémes-clés pour p non p-équivalents entre eux, et ng > 0 et
nj > 1 pour j =1,...,t, et par hypothese nous avons ¢t > 1.

Pour tout j = 1,...,¢ nous considérons I'ensemble ¥; des polynomes-clés ¥ pour p qui sont
p-équivalents & ¢, en effet dans la décomposition de P en facteurs p-irréductibles nous pouvons
remplacer ¢; par n’importe quel polynéome v appartenant a ¥;. Un polynome 1 appartient a ¥ ;
si et seulement si nous avons ¢ = ¢; — h avec h vérifiant degh < dege; et p(h) > p(¢;).

Considérons le polynoéme-clé ¢; et 'ensemble Wi. Au polynoéme ¢; et a la valuation p nous
pouvons associer le polygone de Newton PN ,(¢1), qui est déterminé par le développement de P
selon les puissances de ¢1, P = ¢m@" + ... + go. Nous avons associé & PN, (¢1) la suite d’entiers
0=ay < a1 < ... < a =m correspondant aux sommets (ak,u(qak)), et la suite de valeurs
41 > ... > 4, correspondant aux pentes des faces.

D’apres le corollaire 1.5 le couple (n1, p(gn,)) est un sommet du polygone PN, (¢1), et comme
nous avons ny > 0 la partie principale PN, (¢1)" du polygone est non vide et il existe au moins
une face de pente 0 > p($1). Sinous choisissons une de ces faces de pente § = Jy, comprise entre les
sommets (ay—1,/(qa,_,)) €t (ar, 1(¢a,)), 0 < k < s, nous pouvons définir la valuation augmentée
p1 = [ ; pi(¢p1) = 8]. Alors le polyndéme P est g équivalent & qq, ¢7* + ... + qa,_,#1* ", et nous
pouvons écrire

P ~ e ot g,
ol €' = qq,_, est un polyndéme p;-inversible, ot n’ = ar—1 > 0 et oll g est le polynéme

=) g

g = da, ¢§
C’est un polynéme non pi-inversible d’apres le lemme 1.20 et non pi-divisible par ¢;. Nous en
déduisons que la valuation augmentée p1 vérifie la condition i), car P est p-divisible par ¢1, et la
condition ii), car g admet au moins un polyndme-clé 1) non pi-équivalent & ¢ comme pq-diviseur.

Ainsi, s’il existe un polynome-clé ¢; parmi les p-diviseurs de P avec degp; > degep, nous
pouvons prendre pour valuation bien définie p’ la valuation augmentée p' = [ ; p'(¢') = 8'], on ¢’
est le polynome-clé ¢; et ot ¢’ est une des pentes de la partie principale PN ,(¢;)" du polygone
de Newton associé a ¢;.

Supposons que tous les polynomes-clés ¢; apparaissant comme facteurs p-irréductibles de P
aient pour degré d = deg¢, et comme précédemment nous en choisissons un ¢ et nous considérons
Pensemble ¥;. A tout polyndéme 1) dans ¥; nous pouvons associer son degré dy, la valeur v; = u(v)
et n1 Pordre de p-divisibilité de P par v, ces trois valeurs ne dépendent que de I’ensemble ¥, et par
hypothese nous avons d; = deg¢. Au polynoéme 1 nous associons aussi son polygone de Newton
PN () et sa partie principale PN, (¥)" = PN, (¥) N ([0,n1] x T'), et nous voulons étudier
PN . (¢)" quand 1 parcourt ¥y.

Soient v et 1)’ deux polynoémes appartenant & ¥y, en particulier nous pouvons écrire ¢’ = ) —h
avec degh < degy = dy et u(h) > p(y) = 71, et soient les développements de P selon les puissances
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de 1 et de ¢, c’est-a-dire respectivement
P=qgu"+...4q e P =g 0" +...+q.

Nous considérons les parties principales des polygones de Newton associés PN, (¢)1 et PN, (¢) T,
déterminés respectivement par les suites

O=ay<a1<,...<as=mny et d>...>ds>7 pour,
O=a(<a} <,...<dy=n1 et 0]>...>0, >y poury.

Nous déduisons du lemme 1.4 que comme 1t et ¢’ sont des polynoémes p-minimaux nous avons
I'égalité pu(P) = pu(gn,) +n171 = u(gqy,,) +n1v1, par conséquent nous avons (g, ) = p(qy,, ), c’est-
a~dire que le dernier sommet (nl, 1(Gn, )) de la partie principale du polygone de Newton PN, (¢)™
ne dépend pas du polynoéme i de ¥y.

Nous choisissons un polynome-clé i) appartenant a W, nous appelons comme précédemment
41 la premiere pente du polygone de Newton associé PN ,(¢)). Nous définissons alors la valuation
augmentée 1 = [p; p1(¢) = 6.

Comme nous avons supposé degiy) = dege, pour tous les polyndomes ¢; apparaissant dans le
développement de P selon les puissances de 1 nous avons p(g;) = pi(g;j), par conséquent les
polygones de Newton associés aux valuations p et pq sont égaux,

PNu(@) = PNy, (¥) -

De plus comme ¢; est la premiere pente du polygone de Newton PN, (), nous déduisons du
lemme 1.4 que P n’est pas pi-divisible par 1.

Proposition 2.9. Soit 1)’ un polynéme-clé pour la valuation augmentée p1 vérifiant degy)’ = degi)
et tel que P soit py-divisible par )'. Alors le polynome ' appartient a V1 et la partie principale
PN (") du polygone de Newton associé & ' coincide avec la partie principale PN ,(¥)t du
polygone de Newton associé d v entre les sommets (a1, 1(qa,)) €t (n1,1(qn,)), est au dessus de
PN, ()T entre (0,1(q0)) et (a1,1(qa,)) €t son premier sommet (0,u(q))) est strictement au
dessus de celui de PN ,(¢)*.

Plus précisément si nous appelons encore
O=ay<a1<...<as=mny et 0 >...>0s >,
et
O=qy<a)<...<ay=n; et 07>...>0, >m,

les suites associées respectivement & PN ,(¢) et & PN, ()", nous avons les égalités:

s’ = s+tavect>0, aj, = ajpour1<j<s, &, = Jjpour2<j<s,

et les inégalités:
Oyr 201 et plgp) > plqo) -
Par conséquent, si nous avons d; = 07, nous devons avoir ¢t > 1 et 0 < a; < a.

Nous pouvons aussi remarquer que comme P est p1-divisible par 1/, les polynomes v et ¢’ ne
sont pas pi-équivalents.

Preuve de la proposition. Si ¢ est un polynéme-clé pour la valuation augmentée p; =
[ 5 pi(y) = 61] non pi-équivalent & 1 et de méme degré que v, nous avons 1)’ = ¢ — h avec
degh < degy et u(h) = 1 (cf. [McL 1] Theorem 9.4, [Va 1] Théoreme 1.11). En particulier nous
en déduisons que 1’ est p-équivalent & 1), par conséquent appartient aussi a ¥1.
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Soit ¢ vérifiant 61 > § > 1, alors les valuations augmentées u' = [u ; p/(¢) = d] et p” =
[ w”(¥') = 4] sont égales (cf. [Va 2] Proposition 1.2), par conséquent nous avons ’égalité

@' (P) = inf(u(g;)+356; 0<j<m) = inf(u(q)) +jé; 0<j<m),

ot P=quY™+...+qoet P =g, +...+q[ sont les développements de P selon les puissances
de v et de ¢'. Nous en déduisons 1'égalité entre les parties des polygones de Newton PN, () et
PN, (¢") correspondant & des pentes ¢ vérifiant 6; > & > ;. En particulier nous en déduisons
lexistence de t > 0 tel que s’ = s+, aj,, = a; et 87, = J; pour 2 < j < s. De plus, pour tout J
avec inf(61,07 ;) > 0 > d2 = 05, nous avons 1'égalité

p(P) = pga) +a10 = p(gy ) +ary,d

d’ott al ; = as.
Si nous avions d; > 07, alors pour tout ¢ avec d; > ¢ > 07, nous aurions I'égalité p/(P) =
1(qa,) + a16 = ,u(q;;) + a0, ce qui est impossible car a; < a, = a1.

Par hypothese P n’est pas pi-divisible par le polynoéme pi-minimal v, alors comme gg est le
reste de la division euclidienne de P par ¥ nous avons 1’égalité p1(qo) = 1 (P), par contre P est
p1-divisible par le polynéme ', et comme g, est le reste de la division euclidienne de P par ¢’
nous avons l'inégalité stricte pi(q)) > pu1(P). Nous en déduisons inégalité p(q)) > p(qo)- O

Suite de la preuve du théoréme. A tout polyndéme v appartenant a ¥; nous associons la
valeur A(¢) = u(go(v)), ot qo = qo(¥) est défini par le développement de P selon les puissances
de ¥, P = g™ + ...+ qo- Comme P est irréductible, pour degP > degiy nous avons toujours
qo # 0, par conséquent A(¢)) # 400 et nous définissons le sous-ensemble A; de T" par

Ay = {A@) [ e},

Si I’ensemble A; a un plus grand élément A, nous choisissons 1 dans ¥; avec A() = .
Nous déduisons alors de la proposition 2.9 que tout polynoéme-clé ¢’ pour la valuation augmentée
= [p; () = 61] qui py-divise P est de degré degg’ > degip. Nous trouvons alors comme
précédemment que pour toute pente 6" de la partie principale du polygone de Newton PN, (¢'),
la valuation augmentée u' = [u; ; p'(¢') = '] satisfait les conditions i) et ii) du théoréme avec
degg’ > degg.

Supposons maintenant que 1’ensemble A; n’a pas de plus grand élément. Nous choisissons un
polyndme v appartenant a ¥, tel que l'indice a1, 0 < a; < m du deuxieme sommet (al, 1(Ga, )) du
polygone de Newton PN, (1) associé & ¢ est minimal, et nous appelons encore ¢; la pente de la
premiere face de PN, (¢)T et p; la valuation augmentée 1 = [ ; p1(¢) = 61]. Nous considérons
le sous-ensemble ¥ de ¥; défini par

U = {¢' | ¢ polynome-clé pour py et o' | P} .
1258
Alors d’apres la proposition 2.9 pour tout polynéme v’ appartenant & ¥ les parties principales
PN ()T et PN, ()T des polygones de Newton associés respectivement a 1) et ¢’ ont méme
nombre de faces, coincident sur [a1,as] x T' et de plus (a1, 41(qq,)) est un sommet commun aux
deux polygones de Newton. Nous définissons aussi le sous-ensemble A} de A; par:

AT = {MW) = ulg@)) | ¢ € Ui} .
L’ensemble A} n’a pas de plus grand élément et nous pouvons écrire
A7 = {dalae A},

ot A est un ensemble totalement ordonné tel que Ao, < Ag pour a < 3 dans A. Pour tout «
dans A nous choisissons un polynéme 1), dans U3 avec A(¢ho) = Ao. Nous notons 7, la pente de
la premiere face du polygone de Newton PN, (¢a) associé & ¢4, et nous définissons la valuation
augmentée fio = (it ; ta(da) = Yo, OU Yo est défini par 1'égalité Ay = (1(ga, ) + @17a-
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La famille C = (,ua)a ca st une famille pseudo-convergente de valuations, et nous définissons
I’ensemble R
®(A) = {f € K[z] | ua(f) < pa(f) pour tout o < 3 dans A} .

Nous voulons montrer que la famille de polynémes (¢a)a 4 associée a la famille C est non con-
vergente, c’est-a-dire que la famille C est une famille admissible pseudo-convergente, ce qui est
équivalent & montrer qu’il n’existe pas de polynome unitaire 1)’ avec degy)’ = d appartenant & é(A)
Supposons qu’il existe un tel polynéme ¢, alors nous déduisons de 'inégalité pq (¥') < ps(¢') que
pour tout o dans A, 1’ est un polynome-clé pour la valuation p, et nous pouvons écrire 1)’ sous
la forme 1)’ = 1o + hq avec p(ha) = Yo et degh, < d, par conséquent ¢’ appartient & 3. Il existe
alors 6 dans A tel que A\(¢’) = A\g, et nous posons ¢’ = ¢y + hg. Comme 1’ est un polynoéme-clé
pour i, et comme fiq (1)) = 74, nous avons I'égalité

pia(P) = inf(u(q)) + jva ; 0 <5 <m),
ou P = ¢, '™+ ...q) est le développement de P selon les puissances de ¢’. Nous en déduisons
I'inégalité g = u(q)) > pa(P) = Ao pour tout o dans A, ce qui contredit le fait que A} n’a pas
de plus grand élément.

Par construction nous avons fio(P) = Aa, le polynéme P appartient 4 ®(A) et par conséquent
P est A-divisible par tout polynéme-clé limite ¢’ pour la famille C.

Nous choisissons un polynome-clé limite ¢’ et nous considérons le polygone de Newton PN ¢(¢')
défini a partir du développement de P selon les puissances de ¢’. Alors pour toute pente ' d’une
face de la partie principale PN ¢(¢')* du polygone de Newton, nous pouvons définir la valuation
augmentée limite y' = [(ta) ., 5 #'(¢/) = 0], et nous vérifions que la valuation 4/, qui par
définition est une valuation bien spécifiée, satisfait encore les conditions i) et ii) du théoreme. O

r

pente 1 T~ < _pente §;

~
~

pente vq

pente g
Figure 2.1: Polygones de Newton associés & la valuation u et aux polyndomes 1, 1)’ et (’t/]a)
Définition 2.10. Pour tout polyndme irréductible unitaire P de K[x] et pour toute valuation

bien spécifiée u de E(K|[z],v) définie par un polynéme ¢, nous définissons l’ensemble Bp(p) des
pseudo-valuations ¢ appartenant o Ep vérifiant p < ¢ et u(P) = ().
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Nous notons bp(u) le cardinal de cet ensemble.

Par définition p est une valuation approchée de P si et seulement si 'ensemble Bp(u) est non
vide, c’est alors I’ensemble des pseudo-valuations de Ep auxquelles p est associée et bp(u) est le
nombre de ces pseudo-valuations.

Comme précédemment nous fixons un polynéme irréductible unitaire P de K|[x] et soit p une
valuation approchée de P définie par le polynéme ¢, p = [u— ; u(¢) =] ou p = [C s w(o) = fy],
avec C = (ua)a ca- Soit p' = [p; p'(¢') = 7] une valuation augmentée définie par un polynéme-clé
¢’ vérifiant degd’ > dege et non p-équivalent & ¢. Nous avons alors le résultat suivant.

Lemme 2.11. L’ensemble Bp(u') est le sous-ensemble de Bp(u) constitué des pseudo-valuations

¢ vérifiant ¢(¢') = p/'(¢') =~".

Preuve. Si ¢ appartient & Bp(u'), nous avons ' < ¢ et ((¢') = ¢/ (¢') = 4'. Par conséquent nous
avons aussi p < (et ((¢) = p'(¢) = p(4).

Réciproquement si ¢ est une pseudo-valuation vérifiant p < ¢ et v/ < ((¢'), la valuation
augmentée p’ associée au polyndme ¢’ et a la valeur v/ vérifie aussi p’ < (. O

De linclusion Bp(p') C Bp(u) pour p’ valuation augmentée pour la valuation p et du fait que les
ensembles Bp(p) sont finis, nous déduisons que pour toute famille admissible pseudo-convergente
C = (,ua)a .4 il existe ag tel que les ensembles Bp(j,) sont égaux pour a > ag. Nous pouvons
définir alors ’ensemble Bp(C) par

Bp(C) = ﬂ Bp(ta) = Bp(pa) pour a suffisamment grand.
acA

Nous voulons préciser comment se comportent les ensembles Bp(1) quand nous passons de la
valuation approchée p de P aux valuations augmentées p’ pour p qui sont encore des valuations
approchées de P. Nous considérons la décomposition de P en facteurs p-irréductibles,

P~ g0 0]

avec ¢g = ¢ et les ¢; sont des polynomes-clés pour p non p-équivalents entre eux, et ng > 0 et
n; > 1 pour j =1,...,t, et nous appelons n 'ordre de p_-divisibilité ou de C-divisibilité de P par
¢. Nous déduisons alors du théoreme 2.6 que nous avons n > 1 et ¢t > 1.

Si P est un polyndme-clé pour la valuation u nous avons t = 1, ng = 0 et n; = 1, sinon pour
tout ¢ = 1,...,¢ nous considérons le polygone de Newton PN, (¢;) associé au polynome ¢; et nous
appelons

s > > 60

les pentes des faces de la partie principale PN ,(¢;)". Nous pouvons alors définir pour tout
i=1,...,tet tout j =1,...,s;, la valuation augmentée

w = s g (00) = 6]
associée au polynome-clé ¢; et a la valeur 6j(-i) > ().

Proposition 2.12. Si P est un polyndme-clé pour la valuation u, l’ensemble Bp(u) contient une

seule pseudo-valuation ¢ définie par ¢ = [p ; ((P) = +o0].

0
] .

du polynéme P, et l'ensemble Bp(u) est lunion disjointe des ensembles Bp (ugl)). En particulier

nous en déduisons l’égalité
be(u) = Y be(u”) .
4,J

Sinon, pour tout i =1,...,t et tout j =1,...,s;, la valuation "’ est une valuation approchée
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Preuve. Soit ,u;i) la valuation augmentée associée au polynome-clé ¢; et a la valeur 5j(-i) > ().

Par hypothese ¢; est un p-diviseur du polynéme P. Si nous écrivons P = ¢n¢* + ... + qo

le développement de P selon les puissances de ¢; et si 5;” est la pente de la face du polygone
(@)

a;j a;j J i
équivalent & qq; @;” +. . .+qa,_,¢; " et par conséquent il existe un polynéme-clé 1) pour la valuation

,ug»i) non ugi)—équivalent a ¢; qui ugi)—divise P. Nous déduisons du théoreme 2.6 que la valuation

de Newton PN, (¢;) comprise entre les sommets (aj—1,4(qa,_,)) et (a;,1(qa,)), alors P est p

ugi) est une valuation approchée de P.

_ Soit ¢ appartenant & Bp(ju), alors nous avons p < ¢ et nous pouvons définir les ensembles
O(p, ¢) et ®(u, ). Nous déduisons de I'égalité 11(¢) = ((¢) que tout polynéme-clé ¢» appartenant a
D(u, ) vérifie degyy > dege et n’est pas p-équivalent & ¢. De plus comme P appartient & ®(u, (),
le polynome v u-divise P.

Si P est un polynome-clé pour p alors nous avons forcément ¢ = P et il existe une unique
pseudo-valuation ¢ appartenant & Bp(u) qui est définie par ¢ = [u ; ((P) = +o0].

Sinon, nous pouvons supposer que le polynéme-clé ¢ est 'un des ¢; et si nous posons § = ((¢;)
la valuation augmentée p' = [p; p/(¢;) = d] est une valuation approchée du polynéme P associée
a ¢, c’est-a-dire ¢ appartient & Bp(u'). La valeur § est égale & la pente d’une des faces de la partie
principale du polygone de Newton PN, (¢;), c’est une conséquence de I'inégalité p/(P) < ((P),
par conséquent la valuation p’ est 'une des valuations ugl).

Il reste a montrer que les ensembles Bp (ugi)) sont disjoints. Si la pseudo-valuation ¢ appartient

a Bp (ugi)), alors nous avons ((¢;) = 55-“, par conséquent les ensembles Bp (,ug»i)) et Bp (u,(f)) sont
disjoints pour j # k. De plus pour [ # i, le polynéme ¢; n’est pas p-divisible par ¢;, par conséquent
nous avons ((¢;) = u(¢;) pour tout ¢ dans Bp (H;-l)
k=1,...,s;, la pseudo-valuation ¢ n’appartient & aucun des ensembles Bp (u,(f)). O

) et comme nous avons 58 > pu(¢r) pour tout

Remarque 2.13. Nous pouvons énoncer un résultat similaire pour la valuation v de K. Plus
précisément, si nous appelons §; > ... > J, les pentes des faces du polygone de Newton PN (P; v; ),
nous pouvons définir pour tout j = 1,...,s la valuation augmentée p; = [v ; pj(z) = d;]. Alors
chacune des valuations u; ainsi définie est une valuation approchée de P et '’ensemble £p des
pseudo-valuations ¢ de £(K[z], ) de noyau (P) est égal a 'union disjointe des ensembles Bp(;).

Nous avons un résultat similaire pour ’ensemble Bp(C) associé a une famille pseudo-convergente.
Soit C = (,ua)a c4 e famille admissible pseudo-convergente de valuations approchées de P et soit
¢ un polynéme-clé limite pour la famille C. Nous considérons le polygone de Newton PN ¢(9)
associé & ¢ et nous appelons §; > ... > §s les pentes de la partie principale PN ¢ ()T, et nous
définissons pour j = 1,..., s la valuation augmentée limite u; = [(ua)a ca s Hi(®) = 8;] associée
au polynome ¢ et a la valeur §;.

Proposition 2.14. Si P est un polynéme-clé limite pour la famille C, ’ensemble Bp(C) contient
une seule pseudo-valuation ¢ définie par ( = [(MQ)QGA i wi(P) = —&—oo},

Sinon, pour tout i = 1,...,s la valuation u; est une valuation approchée du polynome P, et
lensemble Bp(C) est l'union disjointe des ensembles Bp(u;).

Preuve. Comme précédemment nous vérifions que les ensembles Bp(u;) sont disjoints car si ¢
appartient & Bp(u;) nous avons ((¢) = J;, et qu'ils sont inclus dans Bp(C) car nous avons pi, < pi;
et ta(Pa) = pi(da) = ((¢a)-

Soit ¢ appartenant & Bp(C) et supposons que P n’est pas un polynome-clé limite pour la
famille C, alors P est A-divisible par le polyndme-clé limite ¢ et la valuation augmentée limite p =
[(1a), cas (@) =¢ (¢)] est une valuation approchée de P. Comme précédemment nous montrons
que les seules valeurs possibles pour ((¢) sont les pentes §; de la partie principale PN¢(¢)t du
polygone de Newton, par conséquent la valuation p est 'une des valuations p;. (I

Remarque 2.15. La décomposition de P en facteurs p-irréductibles P ~ eg(®@7" ... o0 est

. N , . N . ~ " ~ L.
unique a p-équivalence pres, mais si nous remplacons un polynome ¢; par un polynome p-équivalent
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¢} distinct de ¢;, nous pouvons obtenir un polygone de Newton dont la partie principale PN, (¢})*
est différente de la partie principale PN, (¢;)* de celui associé & ¢;. Par conséquent nous pouvons
/()

trouver une autre famille de valuations p; ", avec 1 < j < s}, avec éventuellement s; # s}, mais

nous déduisons de la démonstration de la proposition que I'ensemble Bp(u, ¢:) = UjZ, Bp (ugi))
ne dépend que de la classe de p-équivalence du polyndme-clé ¢;, c’est-a-dire de son image H,,(¢;)
dans I'algebre graduée gr, (K[z]).

De méme la partie principale PN ¢(¢)* du polygone de Newton dépend du polynéme-clé limite
¢ choisi, mais I'ensemble Bp(C) = |J;_, Bp(wi) ne dépend que de la famille C.

3 Cas d’un corps valué hensélien

Nous voulons décrire les valuations approchées d’un polynome P, et les polygones de Newton
associés dans le cas ou le corps valué (K, v) est hensélien, c’est-a-dire tel que pour toute extension
algébrique L de K il existe un unique prolongement de v a L.

Rappelons que si P un polynéme irréductible séparable unitaire appartenant a K[z] et si L est
Pextension algébrique de K définie par P, c’est-a-dire L = K[x]/(P), il existe une bijection entre
lensemble £p des pseudo-valuations ¢ appartenant a £(K|[z],v) ayant pour noyau l'idéal (P) et
I’ensemble des valuations ( de L qui prolongent v. Nous allons donc étudier ce qui se passe pour
les valuations approchées p de P quand ’ensemble £p contient un seul élément.

Théoréme 3.1. Soit P un polynéme irréductible unitaire tel que ’ensemble Ep contienne une
seule pseudo-valuation (.

Pour toute valuation approchée u de P définie par un polynéme ¢, la décomposition de P en
facteurs p-irréductibles est de la forme

P~ey™,
©w

avec e polynome p-inversible, ¥ polynome-clé pour p non p-équivalent a ¢ et n > 1. De plus si ¢
est différent de P le polygone de Newton PN () a une seule face et celle-ci est de pente & > p(1).

Soit C = (“O‘)aeA une famille simple admissible pseudo-convergente de valuations approchées
de P, alors si P n’est pas un polynome-clé limite pour la famille C, pour tout polynéme-clé limite
¢ le polygone de Newton PNc(¢) a une seule face et celle-ci est de pente & > po (W) pour tout o
dans A.

Dire que les polygones de Newton PN (1)) ou PN¢(¢) ont une seule face et que la pente § de
celle-ci vérifie les inégalités 6 > (1)) ou & > uq(¥) pour tout o dans A, est équivalent a dire que
ces polygones de Newton ont une seule face et sont égaux a leurs parties principales.

Preuve. Nous déduisons de la proposition 2.12 que pour toute valuation approchée p du polynéme
P, il existe un unique polynome-clé ¥ pour la valuation p non p-équivalent a ¢ qui p-divise P,
c’est-a-dire t = 1 et 1) = ¢1, et que la partie principale PA/,(¢)" du polygone de Newton associé
a 1) possede une seule face, c’est-a-dire s; = 1. 1l reste a montrer que P n’est pas p-divisible par
le polynome ¢, c’est-a-dire ng = 0, et que le polygone de Newton PN (1)) est égal & sa partie
principale, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de face de pente 6 < ().

Pour toute famille admissible pseudo-convergente de valuations approchées C et pour tout
polynéme-clé limite ¢ pour C nous avons toujours P qui est A-équivalent & e¢™, avec e polynéme
A-inversible et n > 1, et de méme nous déduisons de la proposition 2.14 que la partie principale
du polygone de Newton PN¢(¢)t possede une seule face, il reste & montrer que le polygone de
Newton est égal a sa partie principale.

Nous allons procéder par récurrence sur le degré du polynéme ¢ définissant la valuation
approchée p, ou des polynomes ¢, définissant les valuations approchées de la famille pseudo-
convergente C, le cas degep = 1 étant une conséquence immédiate de la remarque 2.13.
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Premierement nous allons montrer que si p est une valuation approchée du polynéme P, u =
[p— 5 u(g) = 7], telle que ¢ soit le seul p_-diviseur irréductible de P et telle que le polygone de
Newton PN, (¢) ait une seule face, alors P a un seul p-diviseur premier v, avec ¢ polynome-clé
pour x non p-équivalent & ¢, et le polygone de Newton PN (1)) a une seule face.

Soit P = ¢n,¢™ + ...+ qo le développement de P selon les puissances de ¢, alors le polygone
de Newton PN, (¢) a une seule face si et seulement si il existe § tel que nous ayons p_(go) =
t—(gm)+md < p_(g;)+jé pour tout j, et comme p est une valuation approchée de P nous avons
0 =1y, c’est a dire

w(P) = p—(q0) = p—(qm) +my .

Nous en déduisons que P n’est pas p-divisible par ¢, par conséquent la décomposition de P en
facteurs u-irréductibles est de la forme P ~ ey™, avec ¥ non p-équivalent a ¢. Nous en déduisons
aussi que le degré effectif en ¢ pour la valtiation p, de P, Dy(P), est égal & m.

Comme v est un polynoéme-clé pour la valuation augmentée ¢ nous avons 1’égalité
Y= ¢ +...tho

avec () = ay = p—(ho) ([McL 1] Theorem 9.4), d’ott Dy()) = a, et comme le degré effectif est
additif nous trouvons m = Dy(P) = nDy(¢) = na.

Soit P = p4" + ...+ po le développement de P selon les puissances de v, alors nous avons
I'inégalité r > n. Nous déduisons des développements de P selon les puissances respectivement de

¢ et de Y
(m+1) deggp > degP > r degyy = ra degd

d’olt na = m > ra, par conséquent nous avons r = n et ¢, = 1. L’ordre de p-divisibilité de P
par 1 est alors maximal, ce qui entraine que le polygone de Newton PN, (¢)) est égal & sa partie
principale, par conséquent il a une seule face et celle-ci est de pente 6’ > pu(4).

Deuxiemement nous allons montrer que si p est une valuation approchée du polynéme P de la
forme p = [(ua)aeA NES 7], telle que le polygone de Newton PA ¢(¢) possede une seule face,
alors comme dans le cas précédent P a un seul u-diviseur premier 1, avec ¢ polynome-clé pour p
non p-équivalent a ¢, et le polygone de Newton PN ,(¢)) a une seule face.

Comme le polygone de Newton PN¢(¢) possede une seule face, 'ordre de C-divisibilité de P
est maximal, et si nous écrivons encore P = ¢;,¢™ + ... + qo le développement de P selon les
puissances de ¢ il existe une valeur J telle que nous ayons

ra(qo) = palgm) +mé < pa(g;) +jé pour tout j,

et comme g est une valuation approchée de P nous avons vy = 4.

Comme précédemment nous déduisons de I'égalité u(P) = pa(go) que P n’est pas p-divisible
par ¢ et le méme raisonnement sur le degré effectif D4(P) montre encore que l'ordre de p-divisibilité
de P par un polynome-clé ¢ pour p est maximal, c’est-a-dire que le poygone de Newton PN, (v))
a une seule face.

Enfin nous allons montrer que si C = (,ua)a c4 st une famille admissible pseudo-convergente
de valuations approchées de P telle que pour tout « le polynome P n’est pas p,-divisible par ¢,
et telle que pour tout a < 3 le polygone de Newton PN, (¢3) possede une seule face, alors pour
tout polynéme-clé limite ¢ pour C le polygone de Newton PN ¢(¢) est égal & sa partie principale.

Nous pouvons écrire pour tout a le développement de ¢ selon les puissances de ¢,

¢ = ga,a¢g+---+90,av

et soit ko Dentier tel que nous ayons ’égalité (i (¢) = Ao + koya pour « suffisamment grand. Alors
pour tout 8 > «a, nous avons

1a(@) = Inf(ua(gia) + 5780 <j<a) = Ao+koys -
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Nous en déduisons Dy, (¢) = ko ott Dy, est le degré effectif en ¢g pour la valuation p., et nous
avons 1 < kg < a.

Soit P = ¢ ¢™ + ...+ qo le développement de P selon les puissances de ¢, alors si n est 'ordre
de C-divisibilité de P, nous avons

P~ g et pua(P) = A+ (nko)a

pour « suffisamment grand, avec 1 < n < m. Par hypothese pour tout o < 3, 4 est une valuation
approchée pour P et ¢g est un po-diviseur de P, par conséquent P est po-équivalent a egf, c’est-
a-dire Dy, (P) = s avec P = psdj + ... + po, et nous trouvons I'égalité s = Dy, (gn¢") = nko car
gn est pg-inversible.

Nous déduisons des développements de P selon les puissances de ¢ et de ¢ 3 et du développement
de ¢ selon les puissances de ¢g les inégalités

(s + 1)degps > degP > mdege et degp = adegpg + degga,o > kodegps ,

d’ou s > mkg, c’est-a-dire n > m. Par conséquent nous avons n = m, l'ordre de C-divisibilité de
P est maximal et le polygone de Newton PA ¢ (¢) est égal & sa partie principale. O

Remarque 3.2. Nous déduisons de la démonstration du théoréeme que si P est un polynome tel
que Ep contienne une seule pseudo-valuation (, toute sous-famille admissible pseudo-convergente
C= (ua)a ¢ 4 de la famille admissible associée a ¢ vérifie la conclusion du théoréme 3.7 de [Va 2]:
si ¢ est un polyndme-clé limite pour la famille C, le développement de ¢ selon les puissances des
polynomes ¢, est de la forme

(b = ¢Z + gafl,a(bg;l +...+90,a,

avec [iq (@) = a7y, pour «a suffisamment grand.

4 Exemple

Nous considérons un corps k algébriquement clos de caractéristique nulle et nous prenons pour
corps valué (K, v) 'extension transcendante pure KX = k(y) munie de la valuation y-adique, v = v,,.
Nous choisissons un polynéme unitaire irréductible P dans K[z] qui appartient aussi & anneau
des polynémes k[x,y] et nous définissons 'extension L de K par L = KJ[z]/(P). Nous appelons
respectivement S et R les anneaux suivants, S = k[y] et R = k[z, y]/(P), dont les corps de fractions
respectifs sont K et L, nous supposons que R est fini sur S de dimension d = degP = [L : K], et
qu’il existe un seul idéal premier n de R au-dessus de 'idéal maximal m = (y) de S. En particulier
I’anneau local R,, domine ’anneau local S,.

Nous notons R la cloture intégrale de R dans L, alors les anneaux S et R sont réguliers de
dimension 1, et R est la fermeture intégrale de S dans l’extension finie L de K. La valuation v est
I'unique valuation de K, triviale sur k, dont le centre sur S est égal a I’idéal maximal m, c’est-a-
dire I'unique valuation de K dont 'anneau de valuation V,, vérifie S C V, et SNmaz(V,) =m, et
I’anneau local Sy, est en fait égal & ’anneau V,,. Nous en déduisons que les valuations p; de L qui
prolongent la valuation v correspondent aux idéaux premiers de R au-dessus de m, plus précisément
I'application qui & une valuation u de L associe son centre RN max(V,) sur R induit une bijection
entre 'ensemble £(L, v) des valuations de L qui prolongent la valuation v et I’ensemble des idéaux
premiers q de R vérifiant ¢ = S N'm, nous avons encore I anneau local Ry qui est égal & anneau
de valuation V,.

Les idéaux premiers de R au-dessus de I'idéal m de S sont exactement les idéaux premiers de R
au-dessus de l'idéal n de R, et correspondent aux branches analytiques de 'anneau R, c’est-a-dire
aux idéaux premiers minimaux de R"¢"*, le hensélisé de 'anneau local Ry, ou ce qui revient au
méme aux idéaux premiers minimaux de R le complété n-adique de R (cf. [Ra], Proposition 1 du
Chapitre IX).
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Géométriquement nous pouvons considérer la courbe plane affine C' définie par C = Spec R,
I’anneau local R, est I'anneau local de C' au point o correspondant a l'idéal maximal n de R, les
idéaux premiers minimaux de R"™* correspondent bien aux branches analytiques de la courbe C'
en 0. La normalisée C' de la courbe C est définie par C' = Spec R et les idéaux q au-dessus de n
correspondent aux points de C' au-dessus du point o.

Si nous écrivons le polynéme P de K|x] sous la forme d’un polynéme f appartenant a k[z, y],
P(ir) = f(mvy) = Zaijxiyj )
5,J

par définition le polygone de Newton PN(f) associé a f est Penveloppe convexe dans R x R de
L(f) = Supp(f) + (R* x R), avec Supp(f) = {(i,j) € Nx N [ a;; # 0}.

Nous avons I'égalité P = pgz? 4. ..+ pg avec p; = Zj aijyj. Comme par hypothese le polynéme
P est unitaire, si nous appelons d son degré, nous avons a;; = 0 pour ¢ > d et pour i =d et j >0
et nous avons py = agp = 1. Nous vérifions alors que le polygone de Newton PN, (41) associé & P,
au polynéme ¢ = z et & la valuation y-adique v = v, est égal & PN (f) N ([0,d] x R).

Exemple 4.1. Nous reprenons exemple 3.2 étudié dans [Va 5], c’est-a-dire
P = 2 49223 Py - 2)2% — P+ 40 .

Nous allons montrer comment nous trouvons les deux valuations p et p’ de L = Klz]/(P) qui
prolongent la valuation y-adique v du corps K = k(y).

Nous vérifions aussi le résultat de la proposition 2.12 de [Va 5], comme la singularité n’est pas
unibranche, pour toute valuation p de L qui prolonge la valuation v, la famille admissible A(u)
associée a p n’est pas finie, en particulier nous allons obtenir une famille infinie de polygones de
Newton correspondant & une sous-famille pseudo-convergente de la famille A(u).

Comme la valuation v = v, est de rang 1 nous pouvons prendre I' = R.

Pour toute pseudo-valuation ¢ de K|[z] de noyau l'idéal (P), la premiére valuation pu; de la
famille A = A(C), qui est de la forme py = [V ; p1(éd1) = 71| avec ¢; = x, est déterminée par
la valeur ;. Nous construisons le polygone de Newton PN, (¢1), par définition c’est I’enveloppe
convexe de Supp,..4,)(P) + (RT x {0}), avec Supp,..4,)(P) = {(6,0),(5,1),(3,2), (2,3),(0,4) }.

Le polygone PN, (¢1) a une seule face, de pente §; = 3/2, alors 71 ne peut prendre que la
valeur 1 = 3/2, et il existe une seule possibilité pour la valuation puq,

= [v; p(or) =3/2].
Pour trouver les pi-diviseurs pi-irréductibles de P nous écrivons
Prat— 2822 448 = (22 —¢8)?,
M1
et nous trouvons le polynéme-clé ¢y qui pi-divise P, ¢ = 22 — /5.

Le développement de P selon les puissances de ¢o, P = ¢o® + y2 (x 4+ y3)d2 + y® nous permet
de trouver le polygone de Newton PN, (¢2). Comme les pentes §; = 9/2 et §; = 7/2 sont
strictement supérieures a pi(¢2) = 3, le polygone de Newton est égal a sa partie principale,
PNy, (92) = PN, (¢2)T, et il existe deux choix possibles pour la valuation augmentée associée au
polyndme-clé ¢o,

Mg) = [p1 5 pa(2) = 7%1)] avec 751) =0=9/2,

Méz) = [ 5 p2(ge2) = 7%2)] avec 752) =02=7/2.

Si nous prenons jig = uéQ) = [p1 ; pe(¢2) = 7/2] nous trouvons

P ~ ¢ +yPads = do(d +y°) |
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et nous pouvons prendre comme polynome-clé pour la valuation pe qui pe-divise P et non équivalent
& ¢2, le polyndme ¢3 = @9 + y22 = 22 + y?x — 3. Le développement de P selon les puissances
de ¢3, P = ¢3° + (—y2x + 3°)d3 + (—y = + y®) nous permet de trouver le polygone de Newton

PNH2 (¢3)

Ce polygone a deux faces, de pentes respectives 7/2 et 9/2, et comme nous avons ps(ds) = 7/2,
la partie principale du polygone de Newton PN, (¢3)" est la partie de PN, (¢3) au-dessus de
[0,1]. La seule valeur possible pour 73 est la pente de 'unique face de PN, (¢3)™, et nous trouvons

la valuation uz = [ua ; ps(¢ps) = 9/2]. Grace a I'équivalence z2~y> nous avons
M3

P~ yhs+y° ~ y’ (03 —ya)
M3 H3
et nous pouvons prendre comme polynéme-clé qui pz-divise P le polynome ¢4 = ¢3 — y3z.

Nous pouvons continuer cette construction indéfiniment, plus précisémment si nous appelons
U2 J'ensemble des polynémes-clés pour po qui sont po-équivalents a ¢s, et A le sous-ensemble
de I' = R défini dans la démonstration du théorem 2.6,

A® = (A@) = M (@o(v)) | ¥ € TP},

ot P =% +q1(¥)Y+qo (1) est le développement de P selon les puissances de 1, alors nous vérifons
que A® n’a pas de plus grand élément, en fait nous avons A = {\ € (1/2)N | A > 8}.

Nous trouvons ainsi la famille pseudo-convergente C(?) = (,ua) de valuation ot nous avons

acA)
posé A = A® et pour tout « dans A® nous avons choisi un Epolyméme ¢o appartenant a ¥
vérifiant A\(¢,) = «; et la valuation u, est la valuation augmentée po = [12 ; fa(da) = Yal, avec
Yo 6gal & la pente de la face de la partie principale du polygone de Newton PN, (¢q)™, c’est-a-dire
Yo = Ao — T/2.

Par exemple pour ¢, = ¢4 = ¢p3 — y>z, nous avons A\, = 9 et v, = 11/2.

11 suffit de vérifier que le polyndéme P est un polyndéme-clé limite pour cette famille pseudo-
convergente C(?) et la pseudo-valuation cherchée est alors la valuation augmentée limite

C(2) = [(N’O‘)aeA@) ) C(2)(P) = ""_OO} :

Si nous choisissons pour deuxieme valuation de la famille A la valuation associée & la premiere
pente du polygone de Newton, pus = ,uél) = [u1 5 p2(d2) = 9/2], nous pouvons définir de maniére
analogue les ensembles W) et A Pensemble A(V) n’a pas de plus grand élément et nous obtenons
de méme une famille pseudo-convergente de valuations C(V) (ua)a cam- Dans ce cas le polynome
P est encore un polynome-clé limite et la pseudo-valuation cherchée est la valuation augmentée
limite

C(l) = [(/’I’a)aeA(l) ) C(l)(P) = ""_OO} :
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