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Feuille n° 4 - Intégrales curvilignes et de surface

Exercice 1. Le cercle de rayon 1 roule sans glisser sur ’axe Oz. On considére qu’a l'instant t = 0 le
point M du cercle se trouve & l'origine. Lorsque le centre du cercle a parcouru une distance égale &
t, le point M a les coordonnées x(t) = t —sint, y(t) = 1 — cost. Calculer la distance parcourue par
M entre deux rencontres succéssives avec 'axe Oz. (La courbe () = (t — sint,1 — cost) s’appelle
cycloide.)

Exercice 2. a) Déterminer la longueur de la courbe y = /z(1 — §) pour 0 < z < 3.
b) Calculer la longueur de la néphroide représentée paramétriquement par

x(t) =3cost —cos(3t) et y(t)=3sint—sin(3t), out € [0,2n].

¢) Calculer la longueur de la courbe (z(t),y(t), 2(y)) = (t?,2t,Int), ou 1 <t < e.

Exercice 3. On considére une courbe plane 7 : [0, 0] — R? définie par 7(0) = (r(0) cos 0, (0) sin6),
otl r est une fonction C! sur [6,62]. (On dit que 7 est donnée en coordonnées polaires: pour connaitre
la courbe, il suffit de connaitre le rayon 7(6) pour chaque angle 6; on ecrit parfois r = r(0) pour
représenter une telle courbe.)

a) Montrer que la longueur de 7 est

02
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b) Calculer la longueur de la courbe d’équation (en variables polaires) r(6) = cos 0, 0 € [0, ].
¢) Calculer la longueur de la cardioide, définie en coordonnées polaires par 7(f) = 1 + cosf, ou
0 € [—m, 7.

Exercice 4. On considére les champs de vecteurs Fy(z,y) = (z,y+2) et Fo(z,y) = (0, —mg). Calculer
les intégrales curvilignes de Fy et de Fy sur un arc de cycloide: x(t) = (t—sin(¢), 1—cos(t)), 0 <t < 2.

Exercice 5. Calculer le travail du champ vectoriel V(z,y,z) = (zy,yz,z2) le long de la courbe
paramétrée par x =t, y =12, z =13, o0 0 < ¢t < 1.

Exercice 6. Soit S I’hémisphére nord S = {z? +y% + 22 = 4, 2z > 0}. Calculer

I= //S(xzz +y%2) dS.

Exercice 7. Soit C le cylindre 22 4+ y? = 9 fermé par les couvercles en z = 0 et z = 2. Calculer

//C(x2 + %+ 2?%)dS.

Exercice 8. a) On considére la surface ¥ obtenue en faisant tourner autour de 'axe Ox le graphe
d’une fonction continue et positive f : [a,b] —]0,00[. Une paramétrisation de ¥ est donnée par
G : [a,b] x [0,27[— R3, F(z,0) = (z, f(z) cos B, f(x)sinf). Montrer que l'aire de ¥ est
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b) Calculer I'aire de la sphére de rayon R.
c) Soient 0 < a < R. Dans le plan (zOy), soit C le cercle de centre (0, R,0) et de rayon a. En
tournant autour de l'axe (Oz), le cercle C' engendre un tore . Calculer I'aire de X.



Exercice 9. a) Soit D = [0,2] x [0,3]. Soit & : D — R3 définie par d(u,v) = (u, u?,v). On
note X la surface qui est I'image de &. On con81dere le champ de vecteurs F :R3 — R3 défini par

F(z,y,2) = (322,6,62z). Calculer
// (F,do

) Méme exercice en permutant les variables u et v: pour 7 : [0, 3] x[0,2] — R3, 7(u,v) = (v,v?,u),

calculer / / F dT

Exercice 10. Soit ¥ = {(7,9,2) € R3|x >0, y >0, 2 >0, v +y+ 2z = 1}. On considére que la
normale & 3 est orientée vers le haut. Soit F(xz,y, z) = (22,0, 3y?). Calculer

[é@d}

(Ind.: La surface ¥ est le graphe de la fonction f: D — R, f(z,y) =1—2 —y, ot
D={(z,y) ER*|z>0,y>0, z+y <1})

Exercice 11. Calculer le flux ® = / / i) dS du champ vectoriel F a travers la surface S pour

a) F(z,y,2) = (—y,2,32), S = {z = /16 — 22 — y2, 22+ y*> < 16} et 7 orientée vers le haut;
b) F(x,y,2) = (—x,2y,22), S la partie du cone {z = /22 + 32, 1 < z < 2} et 7 orientée vers
Iintérieur.



