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LE PROCÉDÉ D’ORTHOGONALISATION DE GRAM-SCHMIDT

PASCAL J. THOMAS

Le but de ces quelques lignes est d’expliciter un procédé utile pour obtenir des
bases orthogonales, qui est essentiellement contenu dans le cours de J. Tapia.

Théorème 8.1. Soit Q une forme bilinéraire non-dégénérée sur un K-espace vectoriel
E de dimension n. Soient v1, v2, . . . , vm des vecteurs indépendants. On note Vj :=
Vect{v1, . . . , vj}. On suppose que pour tout j, 1 ≤ j ≤ m, Q|Vj

est non-dégénérée.
Alors il existe une base orthogonale x1, . . . , xm telle que pour tout j, 1 ≤ j ≤ m,

Vect{x1, . . . , xj} = Vj.
Si de plus E est un R-espace vectoriel et Q est définie positive (ce qui est le cas le

plus souvent utilisé), alors l’hypothèse que Q|Vj
est non-dégénérée est automatique-

ment satisfaite, et on peut choisir la base x1, . . . , xm orthonormée.

Remarque : si on prend m = n, on obtient en particulier une base de E.

Démonstration.

Nous allons prouver, par récurrence sur j, qu’il existe une base orthogonale {x1, . . . , xj}
de Vj telle que Q(xj, xj) 6= 0 pour tout j.

Si j = 1, on prend x1 := v1. Comme {v1} est indépendant, v1 6= 0, et c’est
une base de Vect{v1}, orthogonale de façon triviale. Comme Q|V1 est non-dégénérée,
Q(v1, v1) 6= 0.

Supposons la propriété prouvée pour un certain j ≤ m − 1. On cherche xj+1

sous la forme xj+1 = vj+1 −
∑j

i=1 λixi, λi ∈ K. Comme
∑j

i=1 λixi ∈ Vj, on a∑j
i=1 λixi =

∑j
i=1 µivi pour certains scalaires µi, et on voit que {x1, . . . , xj, xj+1} est

un système indépendant, donc une base de Vj+1, quel que soit le choix des λi.
Pour en faire une base orthogonale considérons, pour tout k ≤ j,

Q (xj+1, xk) = Q (vj+1, xk)−
j∑

i=1

λiQ (xi, xk) = Q (vj+1, xk)− λkQ (xk, xk) .

Comme Q|Vk
est non-dégénérée, Q (xk, xk) 6= 0, on peut donc choisir λk :=

Q(vj+1,xk)

Q(xk,xk)

et on obtient une base orthogonale.
Il reste à voir queQ (xj+1, xj+1) 6= 0. Mais si c’était le cas, alors comme {x1, . . . , xj, xj+1}

est une base de Vj+1, on aurait que xj+1 ∈ KerQ|Vj+1
, ce qui est exclu par l’hypothèse.

Dans le cas où Q est définie positive, sa restriction sur chaque sous-espace l’est
aussi, et donc automatiquement non-dégénérée. De plus, on peut remplacer xk par
x′k := Q(xk, xk)−1/2xk qui vérifiera Q(x′k, x

′
k) = 1. �
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