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On note indifféremment F(f) = f̂ pour la transformée de Fourier d’une fonction.
On cherche à déterminer les fonctions propres pour la transformation de Fourier,

c’est-à-dire les fonctions f , non identiquement nulles, telles que f̂ = λf , pour un
certain λ ∈ C.

On admet la formule d’inversion de Fourier, que nous allons bientôt démontrer : si
f et f̂ sont toutes les deux absolument intégrables (en particulier si f ∈ S(R)), alors

f(x) =

∫ +∞

−∞
e2πixξf̂(ξ)dξ.

(1) On suppose que f est paire et f ∈ S(R). Calculer F(f + F(f)) et
F(f −F(f)).

(2) Soit f une fonction telle que f et f̂ sont toutes les deux absolument intégrables.

On pose f̆(x) := f(−x). Rappeler ce qu’est F(f̆) en fonction de F(f). Calculer
F2(f) = F(F(f)), puis F4(f). Si F(f) = λf , quelles peuvent être les valeurs de λ ?

(3) On suppose que f est impaire et f ∈ S(R). Montrer que f + if̂ et f − if̂ sont
des fonctions propres.

(4) On suppose que f est paire et f ∈ S(R) et que F(f) = λf . Montrer que
λ ∈ {+1,−1}.

Que se passe-t-il si f est impaire et propre ?

(5) Soit h ∈ S(R). Décomposer h en la somme d’une fonction impaire et d’une
fonction paire. Montrer que cette décomposition est unique. Décomposer h en une
somme de quatre fonctions propres pour la transformée de Fourier (ou nulles). On
utilisera F i(h), 0 ≤ i ≤ 3, où F0 représente l’identité.

(6) Exemple: on veut déterminer les fonctions propres de la forme

f(x) = α1e
−πδ1x2 + α2e

−πδ2x2 , où α1, α2 ∈ R et δ1, δ2 > 0.

Nous allons voir en cours que si G(x) := e−πx
2
, alors G ∈ S(R) et Ĝ(ξ) = e−πξ

2
.

a) Calculer F(e−πδx
2
), pour δ > 0.

b) Démontrer que des gaussiennes avec des coefficients différents sont indépendantes,
c’est-à-dire : si δk 6= δj pour j 6= k, 1 ≤ j, k ≤ N , alors si pour tout x ∈ R,∑N

k=1 λke
−πδkx2 = 0, on a nécessairement λk = 0 pour tout k.

Indication : on peut supposer que δ1 < δj, pour tout j ≥ 2, et comparer les termes
de la somme quand x→ +∞.

c) Déterminer les couples (α1, α2) tels que α1e
−πδ1x2 +α2e

−πδ2x2 définisse une fonc-
tion propre pour la transformée de Fourier.
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