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PASCAL J. THOMAS

On rappelle la définition de la Transformée de Fourier d’une fonction f, quand f
est absolument intégrable sur R:

—+00

f(&) = f(t)e=?m .

—0o0

Exercice 1.

771'1172

On rappelle que la fonction G(x) = e est sa propre transformée de Fourier,

¢’est-a-dire que G(€) = G(€).

(1) On pose Gi(x) = e*". Calculer G1(€) & partir d’une propriété des trans-
formées de Fourier.
On remarque que G ()

G (\/%7), et d’apres une propriété de base de la transformée

o~

de Fourier, f(§-)(§) = ﬁf(%), nous avons é\l(f) = /e ™€,
(1 point)

(2) Calculer les transformées de Fourier de xG(z) puis de z*G(x).
D’aprés une propriété de base de la transformée de Fourier, F (—2miz f(z)) (§) =

(f)(€), done

— = i 1 2 . _27T€ _71.52 o . —71'52
FCIE) = 5 C(€) = o€ = g
De méme,
1 d 2 1 2
— o s, —TE - —7€ . 2
F(a(sG () (€) = 5= (<ige™) = e (1—2n?).

(2 points)
(3) Calculer la transformée de Fourier de (G(z))?.
On remarque que (G(m))2 — e 2 — G(x+/2), donc la méme propriété qu’a la

question (1) nous permet de conclure que F (G(z)?) (§) = \%e_”g/?
(2 points)

Exercice 2.

On suppose que f est une fonction de classe C* définie sur [0, +oo].
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2 PASCAL J. THOMAS

(1) On suppose de plus que ' est intégrable sur [0, +o0].
Montrer que lim,_, ., f(x) existe.

D’ apres le Théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral, pour tout A > 0,
flA)— fo f(x)dx. Comme [’ est intégrable sur [0, +o0o[, lima_ o fo f(x)dz
existe (dans R), donc

lim_f(4) = lm_ ( / f dx):f(O)Jr " p@)dr e R

A—+00 0
(1 point)

(2) On suppose que lim,_, . f(z) = L > 0. Montrer qu’il existe A > 0 tel que
pour x > A, f(x) > L/2. En déduire que f n’est pas intégrable sur [0, +ool.

Soit € := L/2 > 0. Il existe A > 0 tel que pour tout B > A, |f(z) — L| < ¢, donc
en particulier f(z) > L/2, donc pour tout B > A,

B A B L A L
/0 F@)de > /0 f(:z:)der/A i = /0 f(x)d+5 (B—A) ~ oo quand B — +oo.

Donc f n’est pas intégrable sur [0, +o00].
(2 points)

(3) On suppose que f et f' sont intégrables sur [0, +ool.
Montrer que lim,_,, f(x) = 0.

D’apres la question (1) et le fait que f’ est intégrable sur [0,4+oc0[, f admet une
limite (réelle) en +oo, que nous notons L. D’apres la question (2) et le fait que f
est intégrable, L > 0 est impossible. Si on avait L < 0, alors —f vérifie toutes les
hypotheses de la question et sa limite vaut —L > 0. Ce qui est aussi impossible.
Donc la seule possibilité est que L = 0.

(2 points)

Exercice 3.

Soit f une fonction continue, périodique de période 2m. On rappelle que c,(f) =

= 027r e~ f(x)dx, et que f est uniformément continue.

(1) Montrer que, pour tout n > 1,

el %Z / o e ()= 1T ) o

D’apres la linéarité de I'intégrale et les propriétés de 1’addition,
n—1 M 27r(k+1) k:+1)

S A P P RN Sy (e

k=0

D’apres la relation de Chasles, le premier terme vaut fo e~ f(x)dx = 2me, (f).

Le deuxiéme terme vaut
2w (k+1)

—m

27rk: ins — 2tk 1 g Pt 27rk 1
Zf ﬁﬁk dxzzf<7>—z’ i) _ mik] Zf n—1]=0.
k=0 k=0
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En regroupant et en divisant par 27, on trouve le résultat voulu.
(2 points)

(2) Montrer que pour € > 0 donné, il existe N tel que pour tout n > N, et % <

< 27T(}:L+1)’ alors |f(x) —f(%)‘ <e.

L’uniforme continuité de f veut dire qu'il existe § > 0 tel que pour tous z, y € [0, 27]
tels que [z —y| < 8, |f(z) — f(y)| < . Or pour tout x tel que 2 < g < 27+l
oot < 2

Prenons N > 27/4§; alors pour tous les z comme ci-dessus, ‘x — %| < 9, et donc
|fla) = F(ER)] < e

(1 point)

, On

(3) Montrer a partir des questions (1) et (2) que lim, o ¢, (f) = 0.

Soit € > 0 donné. On veut montrer que |c,(f)| < & pour n assez grand. Prenons
n > N, ou N est choisi comme dans la question (2). Alors d’apres la formule établie
dans la question (1),

< 1 n—1 27T(k:+1)
DS g2 2 .,
27
k=
n—1 M

o
:Q_;Ak

(2 points)

(4) On suppose que f est de plus de classe C*. Montrer que lim,,_,o nc,(f) = 0.

Sous ces hypotheses, f’ est une fonction continue et 2m-périodique, et une intégration
par parties facile (ou une propriété connue des coefficients de Fourier) montre que
cn(f") =inc,(f). Donc ne,(f) = —ic,(f') et d’apres la question précédente,
lim,, 400 ¢ (f") = 0.

(1 point)

dx
n

fla) - FC2) ‘d:c< _2/

e (@ - 17T)

27r(k+1)

1 27
edr = — / edr = €.
2m Jo

Exercice 4.

Dans tout le probleme, on considere une fonction f sur R telle que :

e [l existe M > 0 tel que pour tout x € R, |f(x)| < M;
Ici il y avait une erreur de texte et il ne fallait pas de chapeau,
I’hypothese correcte était :
o [| existe Cy > 0 tel que pour tout v € R,

On veut montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour |h| < 1,
(1) [f(&+n) = &) < Cln|'2.

Ce résultat est dans ’esprit général de “plus f décroit vite, plus sa transformée de
Fourier est réguliere”.
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(1) Montrer que f est absolument intégrable sur R, et plus précisément que pour
A>0, f r)|dr < 2C,AV2.

D’apres la majoratlon, pour B > A > 0, ff |f(z)|dx < fB %dm et donc en
passant a la limite

+oo +o0 CO 1 +o0o o
/ |f(z)|dx < / —pdr = Co [— W} — 20,A712,
A A A

(1 point)
(2) Montrer qu’il existe une constante Cy (dépendant de Cy) telle que si h # 0,

—1/I| . . +oo , .
/ (e—th.t o 1)6_27rw§f(l’)dl' + / (6—27rzh$ - 1)6—27r233§f(x)dx < Ol|h|1/2.

00 1/|h|

Indication : siy € R, |e¥| = 1.
On démontre de la méme maniere que dans la question (1) que pour tout A > 0,
f:;‘ |f(z)|dx < 2C; A2, En appliquant I'indication et 1'inégalité triangulaire,

‘(6727T’L.h1' . 1)6727”'335} — |ef27rihx o 1‘ < |6727rih3:| + ’ _ 1| =14+1=2.

Donc la quantité donnée est majorée par

+o0o
/ ’(6—2Trihx . 1) —2m:c§f ‘ dr
1/1n|

—1/|n| 0
<Q/ mﬂxwm+/% 211 (2)\dz < 4Co(L/[h])~2+4Co(1/|h])~ = 8ColH] .

) 1/|h|

(2 points)

(3) Montrer, par exemple en utilisant le théoréme des accroissements finis sur les
parties réelle et imaginaire de [’exponentielle complexe, qu’il y a une constante absolue
co telle que pour tout y € R, e — 1| < coly|.

Nous avons

le¥ — 1] = |cosy — 1 +isiny| < |cosy — 1] + |siny|
= |cosy — cos 0] + |siny —sin 0| = |(—siney)y| + |(cos c2)y| < 2|y,

ou c1,cy sont des nombres réels entre 0 et y dont l'existence est garantie par le
théoreme des accroissements finis.

Un autre démonstration utilise [inégalité des accroissements finis pour des appli-
cation différentiables & valeurs vectorielles (ici dans C ~ R?):
1£() — F@)I| < maxiuy L]

On sait que la dérivée habituelle de 'exponentielle (a variable réelle et valeur com-
plexe) donne, en prenant ses parties réelle et imaginaire, les dérivées respectives de ses

parties réelle et imaginaire. Donc |e — 1| = [e" — ™| < maxqy,, |ie ||y — 0] = |y| (il
faut un théoreme un peu plus général, mais on obtient la meilleure constante possible,
Cyo — 1)

(1 point)
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(4) Montrer qu’il existe une constante Cy telle que si h # 0,

1/]n| , :
'/ (6—271'1hz o 1)6_27”:05]0(1')61.1'

1/|h|

< Cy|h|V2.

En appliquant la question précédente, la quantité donnée est majorée par

1/|h| ' . 1/1n| ‘
/ |(6727mhx o 1)672#1335](.((%)’ dr = / ‘(6727rzh:r o 1)} dx

1/1h| —1/1h|

1/]h] g Co
< / col2mh]| f(x)|dz < 2meolh] / ERE

1/1nl

|| dx.
1/l
L’intégrande tend vers l'infini au point 0, mais est majorée par Clx|~'/2, donc c’est
une intégrale convergente, puisqu’une primitive sur [0, 1/|h|] par exemple est donnée
par 2Cz'/2. Donc l'intégrale est majorée par 2 - 2Cy(1/|h|)/?, et au total on a une
majoration par 2mco|h| x 4Cy(1/|h|)Y/? = 8mcyCo|h|/2.
(2 points)

(5) Calculer f(E+h)— f(€) et en déduire une démonstration de la majoration (1).
D’apres la définition de la transformée de Fourier,

~

fE+n) - F©
o0 +00
= [ G ety o= [ 1) e

[e.9] —00

~1/Inl A , oo . A
— / (6—27rzhac _ 1)6—27ru’§f(m)dm + / (€—2mh1’ _ 1)6—2mmff(x)dl,

i~ 1/|h]
1/1h| , ,
e[ e e ),
—1/[n|
et on obtient la majoration voulue en combinant les résultats des questions (2) et (4).



