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Cette épreuve comporte quatre exercices indépendants.

On rappelle la définition de la Transformée de Fourier d’une fonction f, quand f
est absolument intégrable sur R:

+oo

f& = fweear

Exercice 1.

On rappelle que la fonction G(z) = e~™” est sa propre transformée de Fourier,
c’est-a-dire que G(§) = G(§).

(1) On pose Gy (z) := e~**. Calculer G, (€) & partir d’une propriété des transformées
de Fourier.

(2) Calculer les transformées de Fourier de zG(z) puis de z2G(z).

(3) Calculer la transformée de Fourier de (G(z))*.

Exercice 2.
On suppose que f est une fonction de classe C! définie sur [0, +oo].

(1) On suppose de plus que f’ est intégrable sur [0, +o0.
Montrer que lim,_, ., f(z) existe.

(2) On suppose que lim, ., f(z) = L > 0. Montrer qu’il existe A > 0 tel que
pour z > A, f(x) > L/2. En déduire que f n’est pas intégrable sur [0, +oo].

(3) On suppose que f et f’ sont intégrables sur [0, +oo|.
Montrer que lim,_,, f(z) = 0.

Exercice 3.

Soit f une fonction continue, périodique de période 2w. On rappelle que ¢, (f) :=

1 27 _inx . , .
5= Jo e f(x)dr, et que f est uniformément continue.
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(1) Montrer que, pour tout n > 1,

2w (k+1)

) = o Z / (f(af) - f<?>) dr.

(2) Montrer que pour ¢ > 0 donné, il existe N tel que pour tout n > N, et
ZE < g < w, alors | f(z) — f(2E)| <e.

(3) Montrer a partir des questions (1) et (2) que lim,_ c,(f) = 0.
(4) On suppose que f est de plus de classe C*. Montrer que lim,, o, nc,(f) = 0.

Exercice 4.

Dans tout le probleme, on considére une fonction f sur R telle que :

e Il existe M > 0 tel que pour tout z € R, |f(z)| < M,
e [l existe Cy > 0 tel que pour tout = € R,

Co

On veut montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour |h| < 1,
(1) [F(E+R) = f(©)] < Clh[>.

Ce résultat est dans l'esprit général de “plus f décroit vite, plus sa transformée de
Fourier est réguliere”.

(1) Montrer que f est absolument intégrable sur R, et plus précisément que pour
A>0, [ f(2)|de < 2C,A71/2,

(2) Montrer qu’il existe une constante C (dépendant de Cp) telle que si h # 0,

~1/Ih] , . +oo . ,
/ (6—27r7,hx . 1)6—27rzx§f(x)dx + / (e—thx o 1)6_27rw§f(1')d17 < Cl|h|1/2.

1/|h|

oo
Indication : siy € R, |e¥| = 1.

(3) Montrer, par exemple en utilisant le théoreme des accroissements finis sur les
parties réelle et imaginaire de I’exponentielle complexe, qu’il y a une constante absolue
co telle que pour tout y € R, |e¥ — 1| < coly.

(4) Montrer qu'il existe une constante Cs telle que si h # 0,

1/1h] , ,
'/ (6727mhx . 1)6727r1x§f(1,)dx < Cg‘h‘l/z.

1/1h|

(5) Calculer f(€+h) — f(£) et en déduire une démonstration de la majoration (1).



