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Solutions “particulieres” des équations différentielles du deuxieme ordre
a coefficients constants
On considere dans tout ce qui suit une équation différentielle

(B)  aaof"(t) +ar f'(t) + aof(t) = g(t),
ol ¢ est une fonction continue sur un intervalle I C R, ag, aq,as € R, as # 0.

On note parfois L(f) := aof” + a1 f + aof.
L’équation homogene associée est

(Eo)  aof”(t) +arf'(t) +aof(t) = 0.
L’équation caractéristique associée est

(EC) agr® + ayr +ag = 0.

1. FORMES GENERALES

1.1. Exponentielles-polynémes. Si la fonction g est de la forme g(t) = P(t)e,
ou P(t) = put™ + -+ + p1t + po est un polynéme, A € R,
alors on cherche une solution particuliere de la forme f,(t) = Q(t)e, avec :

(1) Si A n’est pas solution de (EC), deg @ = deg P;

(2) Si A est solution simple de (EC), (ce qui équivaut & L(eM) = 0, L(te™) # 0),
deg @) = 1+deg P; et on peut sans dommage se restreindre a () sans coefficient
constant, i.e. Q(t) = q,t"™ + -+ + qut.

(3) Si A est solution double de (EC), (ce qui équivaut a L(eM) = L(teM) = 0),
deg Q = 2+deg P; et on peut sans dommage se restreindre a () sans coefficient
constant ni de degré 1, i.e. Q(t) = q,t" ™ + -+ + qot>.

1.2. Exponentielles-fonctions trigonométriques-polynémes. Si la fonction g
est de la forme
g(t) = e (Py(t) cos(Bt) + P(t) sin(Bt)),
ot Pi(t) = puat™ + -+ + prat + po1 et Pa(t) = ppat™ + -+ + prat + poo sont des
polynomes, a, 3 € R, 5 # 0.
alors on cherche une solution particuliere de la forme

fo(t) = e (Q1(t) cos(Bt) + Qo(t) sin(Bt)),
avec :

(1) Si oo+ i n’est pas solution de (EC), deg Q1 = deg Q3 = max(deg Py, deg P);

(2) Sia+if est solution (forcément simple) de (EC) (ce qui équivaut a L(e® cos(St)) =
L(e*sin(8t)) = 0), deg @1 = deg Q2 = 1 4+ max(deg P;, deg P,); et on peut
sans dommage se restreindre a ()1, Q)2 sans coefficients constants, i.e. Q1(t) =
Guat"™ ™+ quat, Qa(t) = guat™™ 4 -+ ot
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2 SOLUTIONS PARTICULIERES

2. QUELQUES CAS PARTICULIERS

2.1. Polynoémes. ¢(t) = P(t).
C’est le cas A = 0 dans les Exponentielles-polynomes.
Alors on cherche la solution sous la forme d’un polynoéme Q(t) avec
(1) deg @ = deg P si ag # 0;
(2) deg@Q =1+ deg P si ag = 0,ay # 0;
(3) deg@Q = 2+4deg P si ag = 0,a; = 0 (ce dernier cas donnant une équation assez
évidente...)

2.2. Exponentielles. g(t) = ceM.

C’est cas ou le polynome P est constant dans les Exponentielles-polynomes.
Alors, on cherche la solution sous la forme

(1) ge* si A n’est pas solution de (EC) ;

(2) gteM si A est solution simple de (EC) ;

(3) qt?eM si A est solution double de (EC).

2.3. Fonctions trigonométriques. ¢(t) = ¢; cos(ft) + casin(ft), 5 # 0.
C’est cas ou a = 0 et les polynomes P;, P, sont constants dans les Exponentielles-
fonctions trigonométriques-polynomes.
Alors, on cherche la solution sous la forme
(1) g(t) = q1 cos(ft) + g sin(ft), si i n’est pas solution de (EC) ;
(2) g(t) = qit cos(Bt) + got sin(ft), si if est solution de (EC).

2.4. Fonctions trigonométriques-polynomes. ¢(t) = Pi(t) cos(ft)+Px(t) sin(5t),
B #0.
C’est cas ou o = 0 dans les Exponentielles-fonctions trigonométriques-polynomes.
Remarque : cela ne simplifie pas grand chose par rapport au cas général.
On cherche la solution sous la forme g(t) = Q1(t) cos(5t) + Q2(t) sin(ft), avec
(1) deg Q1 = deg Qs = max(deg Py, deg P;) si i3 n’est pas solution de (EC),
(2) deg Q1 = deg Q2 = 1 + max(deg P;,deg P,) si if est solution (forcément sim-
ple) de (EC) ; et on peut sans dommage se restreindre a (1, Q2 sans coefficients
constants, ¢’est-a-dire Q1 (t) = ¢, 11"+ - +qu1t, Q2(t) = Guot™ ™+ +qu ot



