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Topologie de R?, Fonctions de plusieurs variables

1. Equivalence de normes sur R2.

Montrer que pour tout z € R? [|z]le < |lzllz < [Jz]li < 2||2||co, et aussi que
lz]l2 € V2||2||os. Donner des exemples pour montrer qu’aucune de ces inégalités ne
peut étre améliorée.

2. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

On rappelle que pour z,y € R", =z = (xq,...
S iy et |lz)? =z .

Etudier le signe du polynéme en ¢t donné par P(t) =
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

7xn)7 Yy = (ylv"'ayn)ﬂ -y =

|z + ty||?, et en déduire

2
(z-y)° < [l=?llyl?,
autrement dit

Wil <

n n

2 2
E 3 E Yi-
i=1 i=1

Pour quelles valeurs de = et y cette inégalité devient-elle une égalité 7

3. 1) Montrer que pour tous réels a,b,c,d tels que a < b et ¢ < d, alors ’ensemble
Q :=]a, b[x]c, d[ est un ouvert de R2.

2) Montrer que pour tout a € R?, pour tout r > 0, la boule ouverte B(a,r) est
ouverte (on peut prendre la “boule” au sens de n’importe quelle norme).

4. Montrer que si f : R" — RP et g : RP — RY sont continues, alors g o f est
continue.

5. Etudier les limites suivantes (qui peuvent exister ou pas) :
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6. Pour quelles valeurs de o > 0 la fonction f définie par
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est-elle bornée sur la boule B((0,0),1) ? Continue sur cette méme boule 7



2 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

7. (1) Trouver une équation de la droite y = = en coordonnées polaires.
(2) Trouver une équation du cercle de centre (1,0) et de rayon 1 en coordonnées
polaires.

(3) Trouver une équation de la droite axz + by = 1 en coordonnées polaires. In-
dication : calculer en fonctions de (a,b) les coordonnées polaires (pg,6p) de
I'unique point py de cette droite qui est le plus proche de (0,0). Représenter
la droite dans un repere centré en pg, avec la droite passant par 1'origine et
par pp comme axe des abscisses.



