Examen de L2PS Algébre, Mai 2018 : solution probléme II.

1. Soit
_f(a c %
A_(b d),aER,

la matrice de u dans la base e. La condition v € SO(Q) est équivalente aux
relations :
PAJA = J, det(A) =1

ce qui équivaut au systeme d’équations quadratiques;
ab=0,ad+bc=1,cd=0, ad—bc=1

Sia =0 oud=0 on obtient bc = 1 = —bc, ce qui est absurde. Le systeme
est donc équivalent & b =0 = ¢, ad = 1 ce qui a son tour est équivalent a

_fa O «
A—<O 1/a),a€]R

Il est immédiat que application R* — SO(Q) qui & a € R associe
I'unique élément u dont la matrice dans la base e est la matrice

A= <8 1(/)0,)

est un isomorphisme de groupes.

2. Le plan E muni de @ est un plan hyperbolique, donc X1(Q) # 0 et
pour la méme raison la conique est une hyperbole.

3. Plus généralement si v € O(Q), on a g(u(e)) = g(e) = 1. Ainsi
u(e) € X1(Q).

Posons e = aje; + azses et m = x1e; + z9e9 € X1(Q). Cela signifie que
2a1a9 = 1 = 2x119. On voie donc que la matrice

A= (mléal Oél(/)$1>

est I'unique matrice de rotation u dans la base e telle que u(e) = m.

4. (Ce n’est pas la seule méthode, voir remarque a la fin.)
Commencons par remarquer que si x,y € X1(Q) et x # y alors

q(z —y) #0.



En effet posons z = x1e1 + x2e2 et y = y1€1 +y2e2 et a = x1/y;. On a:
q(z —y) = q(z) + q(y) — 2Q(z,y) = 2(1 — z1y2 — woyn) = 2(1 — 20 — 207 )

=20 1(2a* - a+2)

Or le polynéme du second degré 2o — a + 2 a pour discriminant —15. Il ne
peut donc pas s’annuler dans R.

4.1 On suppose m # m' avec m,m’ € X1(Q). Soit t la symétrie ortho-
gonale (relativement & Q) par rapport & la droite (R.(m’ —m))+. On sait
que pour tout z € E on a,

a) Si m = e, Passertion est claire car dans ce cas m ©@m' =e©Om' =m’
et d’autre part D' = D.

b) On suppose m # e. Soit s la symétrie orthogonale par rapport a la
droite (R.(e —m))*. On a :

Q(z,e —m)

s(z) =2z—2 oe—m)

(e —m)
Remarquons que, bien que t,s € O(Q) \ SO(Q), on atos e SO(Q). Or :
(tos)(e) =t(m)=m'=1u(e)

Il s’en suit en vertu de 1. que v/ = t o s. Il vient alors;

Q(ea m— m/)

m' ©@m = (u' ou)(e) =t(s(m)) =t(e) =e—2 q(m —m’)

(m —m)

Considérons maintenant la droite D’ de I’énoncé. Un vecteur z de cette droite
s’écrit

z=e+a(m-m'), a eR
et z € D' N X;(Q) si et seulement si ¢(z) = 1, c’est & dire si et seulement si

q(e) +2aQ(e,m —m') + a*q(m —m') = 1

c’est a dire puisque g(e) =1, m # e et donc a # 0 :

_ /
oo _o@le,m—m’)
g(m —m/)
et donc : ,
z:e—2Q(e’m_m)(m—m/):m/®m
q(m —m/)



Ce qui démontre I’assertion.

4.2 On suppose m = m/. Considérons le vecteur
f=e—Q(e,m)m

On a Q(m, f) = 0 autrement dit f € (R.m)*.

a)Sif =0onal=Q(e,m)% Ainsi e + m = 0 car e # m. Dans ce cas

)
u = u = —idgp et le résultat est clair. .
)

b) sif #£ 0, c’est a dire si m # —e, le vecteur f est un vecteur directeur de
D = (R.m)*. Considérons le vecteur e—2f. On a e —2f = —e+2Q(e, m)m et
donc g(e —2f) = 1, autrement dit e —2f € X;(Q). Soient les deux symétries
orthogonales définies par :

Q(z,e +m)
$(2) =2z —2———"-=(e+m), t(z) =2 —2Q(z,m)m
(2 S ), 1) = 2 = 2Q(m)
On a s(e) = —m et t(m) = —m. Ainsi avec les notations de I’énoncé on a
(tos)(e) = —t(m) = m et donc par 1., on a u = t o s. Or puisque v’ = u il

vient :
mom = u?(e) = u(m) = (tos)(m) = —t(e)
=—e+2Q(e,mm=e—2f € D'
Ce qui démontre I’assertion.

5.1 L’équation du coéne d’isotropie est réunion des droites d’équation
dans la base canonique x1 — x2 = 0 et x1 + 9 = 0. Les vecteurs singuliers
cherché s'écrivent e; = a(e; — e2) et e3 = B(e1 + €2) ou (e1,e2) désigne la
base canonique. Pour que la matrice de @) dans la base (e, e2) soit J, il faut

et il suffit que Q(e1,e2) = 1 autrement dit que 1'on ait 2af = 1. Il suffit de
poser par exemple (puisque le corps R le permet) :

V2 2
e = 7(81 —€9), €3 = 7(81 + £9)

5.2 On choisit e = 1 € X1(Q). Posons m = x1e1 + x9e et
m e m = xie; + rheo.

a)Sim=eonauz}|=1,a,=0.

b) Si m = —e en vertu de 4.2 b) avec les mémes notations. On a :
mGom =e.

Ainsi 2] =1, 254 = 0.



c¢) On suppose m # e et m # —e. Appliquons la formule :
mom = —e+2Q(e,m)m
obtenue en 4.2, b). ce qui s’écrit
rie] + wheo = —eq + 211 (7161 + To82)

Ce qui donne,
rp=-1+ 25[3%, rh = 21179

Remarques. 1) L’exercice peut étre entierement résolu en travaillant
systématiquement avec les coordonnées (c’est la solution que nous atten-
dions a priori). La démonstration proposée ici est plus élégante et aussi plus
éclairante. De plus elle se généralise (avec quelques précautions!) au cas d'un
corps quelconque de caractéristique # 2.

2) Utiliser 4.1 pour calculer les coordonnées de m ® m’ dans la base
canonique. (les formules obtenues sont jolies (symétriques) si on fait des
efforts.)



