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1 — Introduction

1.1 — Composantes selon une somme directe

1.1 Définition. Soit F1,..., E, des sous-espaces vectoriels de E. On dit que E1,..., E, sont en
somme directe, ou que la somme 2;1 FE; est directe, si la condition suivante est vérifiée :

(1.1.1) V(zy,...,2p) EE1 X X E.: x4 4+2,=0 << x;=---=212,=0.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que la condition (1.1.1) est équivalente a la condition
suivante :

(1.1.2) Y(x1,...,2),(21,...,2)) EEL x -+ X E,.:

/ / / /
T+ -+ Tr=2+ -+ X, = X1 =Tq,...,Tp =T

Ainsi, si la somme 22:1 FE; est directe, alors pour tout vecteur x € 22:1 FE;, il existe un unique
r-uplet (x1,...,2,) € Ey X --- x E,. tel que ¢ = x; + -+ + z,. Dans ces conditions, pour tout
io = 1,...,r, on dit que le vecteur z;, € E;, est la composante de x selon E;, relativement a la
somme directe @;_, E;. Souvent, on omettra par abus de langage de dire “relativement a la somme
directe @;_, E;”; il est important de garder a I'esprit qu'il s’agit d’un abus de langage.

1.2 Proposition. Soit Fy, ..., E,. des sous-espaces vectoriels de E tels que E = @::1 E;. Soit
io € [1,7]. L’application qui & tout vecteur x € E associe sa composante selon E;, relativement d
la somme directe @._, E; est une application linéaire de E dans E;,.

Dans I’énoncé ci-dessus, on sera attentif au fait que ’hypothese “E = EB::l E;” affirme deux
choses : (i) E = > ._, E;, autrement dit tout vecteur x € E peut s’écrire comme somme de
vecteurs 7, € Ey,...,x, € E,, et (ii) la somme Y|, E; est directe. La condition “E = @:21 E;”
est équivalente a la condition suivante :

Vee BE: N xy,...,z,) EE XX E. telque z=xz1+ -+ x,.

Une nouvelle fois, le lecteur auquel est destiné ce livre devrait étre en mesure d’établir lui-méme
la Proposition 1.2, et nous lui conseillons vivement de le faire.

1.3 Proposition. Soit E, F' deuz espaces vectoriels, munis respectivement des décompositions en
sommes directes E = @_, Ej et F = @;_, F;.
1.3.1. Soit f € L(E,F). Pour tout (i,5) € [1,s] x [1,7], Uapplication f;; qui & x € E; associe

la composante de f(x) selon F; relativement d la somme directe Fy & --- @ Fy est une application
linéaire f;; € L(E;, F;).

1.3.2. Pour toute famille d’applications linéaires (fi;) € i, jyersyxpn,g £(E;: Fi), il existe une
unique application linéaire f € L(E, F) telle que f;; = fij, ot les fi; sont les applications associées
a f comme en 1.5.1.

On appellera composantes de f selon les décompositions E = @5:1 Ej et FF = @le F; les
applications linéaires f;; € L(E;, F;) comme en 1.3.1 ci-dessus.

Preuve. Pour 1.3.1, il suffit d’observer que
fiz =Dio flg,

ou p; est 'application i-eéme composante relativement a la décomposition F' = F} & - - - @ F; comme
en 1.2 : la restriction f]| g, est une application linéaire F; — F, et 'application i-éme composante
p; est linéaire F' — F;, donc la composition p; o f| p, est bien une application linéaire F; — F;.
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Pour 1.3.2, commengons par la partie “unicité”. Soit f,g € L(E, F) telles que f;; = g;; pour
tout (4,7) € [1,s] x [1,7], ot fi; et g;; sont définies & partir de f et g respectivement comme
en 1.3.1. Il s’agit de démontrer que f = g. Soit x € F, et écrivons le z = z1 + --- 4+ x,, avec
(1,...,2,) EEy X -+ X E.. On a

Fay= (X as) = 3 fa)
(1.3.1) = ZZfij(l‘j);

I’égalité de droite sur la premiere ligne provient de la linéarité de f, et celle de la seconde ligne
du fait que pour tout j, fij(z;),..., fs;(x;) sont les composantes de f(z;) selon la somme directe
F1 & - @ F,. Ainsi, puisque f;; = g;; pour tout (7,7), on a

SO i) =0 gii(ay),

j=11i=1 j=11i=1

et donc f(z) = g(x), ce qui conclut la preuve du fait que f = g.

Enfin, démontrons la partie existence de 1.3.2. La formule (1.3.1) ci-dessus nous dit comment
définir f, cette définition étant sans ambiguité puisque x1, ..., x, sont uniquement déterminés par
x par (1.1.2). Une autre fagon de formuler les choses est de dire que l'application linéaire

f:ZZLiOfijoqj

j=1i=1

convient, ou §; € L(E, E;) est l'application j-éme composante relativement & la décomposition
E=FE & - ®E,et € L(F;, I') est I'injection canonique F; — F'. Noter que pour tout (4, ),
;o fijoq; € L(E,F), donc la somme de toutes ces applications linéaires est bien définie. O

1.4 Exemple : projecteurs. Considérons le cas particulier de la Proposition 1.3 ou £ = F
est muni d’une seule décomposition £ = @._, E;. Pour tout iy € [1,7], il existe un unique
endomorphisme p;, € L(E) tel que

(1.4.1) Vo € Eiy ¢ piy(x) =2, et Vxe @Ez : pio(z) = 0.
iio

On peut le voir en appliquant 1.3.2 a la collection (ﬁ'j)(i,j)e[l,r]? définie par

= idEiO si (’L,j) = (io,io)
fij = .
0 sinon.

L’endomorphisme p;, € L(FE) s’appelle le projecteur sur E;, relativement d la décomposition
E =@,_, E;. On notera la subtile différence entre p;, € L(E) et Papplication ip-éme composante
Di, € L(E, E;,) : pour & € E décomposé en = 1 + --- + x, selon E = @._, E;, on a p;,(x) =
Dio () = x;,, mais dans le premier cas x;, est considéré comme un vecteur de F, tandis que dans le
second cas il est considéré comme un vecteur de E;, ; autrement dit on a la relation p; = ¢; o p;, ou
t; désigne Vinclusion E; < E. 1l suit des conditions (1.4.1) que le projecteur p; dépend seulement
de Ej, et de son supplémentaire €, 4i, i, et non pas de toute la décomposition E = ®._, E;.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Le projecteur sur F dans la
direction de G est ’endomorphisme p € L(E) défini par les conditions :

Vee F: pla)=x, et VYzxeG: p(x)=0.
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On prendra bien garde au fait que le projecteur p dépend a la fois de F' et de G, comme nous
l'illustrons dans la figure ci-dessous® (on note p et g les projections sur F' et G relativement a
F &G, et p et ¢ les projections sur F et G’ relativement a F @ G').

FIGURE 1 — Projections sur F' dans les directions de G et G’ respectivement

Un endomorphisme f € L(E) est un projecteur s'il existe deux sous-espaces F' et G supplémen-
taires dans F tels que f est le projecteur sur F' dans la direction de G.

1.5 Proposition. Un endomorphisme p € L(E) est un projecteur si et seulement si pop = p.

Nous proposons la preuve de cette proposition a titre d’exercice. Il faut démontrer que p est le
projecteur sur im(p) dans la direction de ker(p) (en particulier, si p o p = p, ces deux sous-espaces
sont supplémentaires).

Pour poursuivre ’exercice, voici un autre énoncé a démontrer.

1.6 Lemme. Considérons une décomposition E = @;_, E;, et p1,...,p, € L(E) les projecteurs
associés. Alors on a
p1+--+pr=1idp.

1.2 — Matrices par blocs

1.7 Sommes directes. On dit que F; & --- ® E,, = F si pour tout x € F il existe un unique
(x1,...,2,) EEy X -+ X E. tel que x =1 + -+ + z,.

1.8 Décomposition d’une application linéaire selon une somme directe. On suppose
E=E®  --@®FE.et F=F & ---&F. Soit f € L(E, F). 1l existe une unique famille d’applications
linéaires f;; € L(Ej, F;) telle que

(1.8.1) V(Jﬁl,. .. ,$T) e by x---x E,, f(xl + - —|—.Z‘T) = Zij flj(x])

Réciproquement, pour toute famille d’applications linéaires f;; € L(E;, F;), il existe une unique
f € L(E,F) telle que (1.8.1) soit vérifiée.

1.8.1 Exemple. Pour F = E; + Fs, définition de '’endomorphisme de E projecteur sur Fy dans
la direction de FEs, ainsi que de la projection de F sur F; dans la direction de Fj.

1.8.2 Remarque. On a fij; = g p, o foug, g € L(E;, Fy).

1.9 Bases compatibles 4 une somme directe. Si By,...,5, sont des bases de Fy,...,E,
respectivement et £ = E; @ --- @ E,., alors B= (By,...,B,) est une base de E.

Dans les conditions du 1.8, si B = (By,...,B;) et D = (Dy,...,Ds) sont des bases de F
et F' respectivement, compatibles aux sommes directes, alors Matg p(f) se décompose par blocs
MatBj ,Di (f't])

1. admirez au passage 'illusion d’optique : nous vous jurons que si vous superposez les deux figures, vous verrez
le vecteur x est bien le méme & gauche et a droite.
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1.10 Proposition. Soit £ = @;:1 E;, F = @._,F;, et f € L(E,F). Dans des bases B =
(By,...,B.) et D = (Dy,...,Ds) compatibles aux décompositions de E et F respectivement, la
matrice de f se décompose par blocs

My |-+ | My,
Matg’p(f) = . .

Msl T Msr
ot pour tout i, j, M;; est la matrice dans les bases B; et D; de la composante f;; € L(E;, F;) de f.

Preuve. On note B; = (ejl'7 .. .,efzj) pour tout j = 1,...,r (ainsi ny,...,n, sont les dimensions
respectives de E1, ..., E,), et D; = (€],...,¢;,,) pour tout i = 1,...,s (ainsi my,...,m, sont les
dimensions respectives de Fi, ..., Fy).

On écrit Matg p(f) = (ai)lgk@m 1<i<n, avec m = my+- - -+mg = dim(F) et n =ny+- - +ns =
dim(E), et on découpe cette matrice en blocs de tailles m; x n; comme indiqué ci-dessous.

ni Ny
M{ My | -+ | My,
mSI Msl e Msr
Fixons ig € [1,s] et jo € [1,r]. Le bloc M;,j,, de taille m;, x n;,, est
ni+-tngo—1+1 . ni+-Fnjo—1+nj,
M tmig 1 +1 Ay mig -1 +1
Miojo =
ni+-+ngo—1+1 o ni+-t+ngo—1+nj,
am1+"'+mz‘071+mi0 a/m1+"'+mi0—1+mi0

On veut montrer que c’est la matrice de la composante f;,;, dans les bases Bj, et D;,. Il faut donc
montrer que pour tout ¢ € [1,n;],
mio
(o) — nitetngg e g
fZOJO (eqo) - am1+'“+mi071+iﬂ ) 8100'
p=1

Puisque (al) est la matrice de f dans les bases B et D, on a (en regardant la colonne correspondant

aeyp):
S m;
oy Z ni+-tng,—1+q 4
f(efl ) - Qoo dmi_y+p - Epr
i=1 p=1
G omtetngoita
. jo— i . s ) o
Pour tout 7 = 1,...,s, le vecteur Zl(am1+--<+m¢_1+p .€p) appartient a Fj car c’est une combinai-
p=
son linéaire de 7, ...,€;, . On en déduit que les composantes du vecteur f(e}°) selon F1,..., F
respectivement sont
mi ms
nito+nio—1+q 1 nit+-4njo—1+q g
E ap e E Qe 14 - Ep
p=1 p=1
En particulier, la composante selon Fj, est
mio
. (pdo) — nit e -1+ io
flOJO (eq ) - am1+"'+mz‘071+17 “Cp
p=1
comme il fallait démontrer. O
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1.11 Composition/produit par blocs. On considére trois espaces vectoriels décomposés en
sommes directes E=F1 & - ®FE., F=F1 & ---®F,, G=G1 & --- ® Gy, et deux applications
linéaires f € L(E,F) et g € L(F,G) décomposées respectivement en f;; et g;; comme en (1.8.1).
Onapourtout j=1,...,reti=1,...,¢

(goflij= Zl<k<sgik o frj-

Le calcul a faire pour démontrer cette formule est exactement le méme que celui qui établit la
formule
Mat(g o f) = Mat(g) x Mat(f).

C’est ce qui explique les formules pour un produit de matrices par blocs, qui se résument en disant
“qu’on peut prétendre que les blocs sont des scalaires”. Attention juste au fait que les produits de
blocs ne sont pas commutatifs.

1.3 — Qu’est-ce que la réduction des endomorphismes ?

1.12 But. On veut réduire ’étude d’un endomorphisme f € L(FE) a I’étude d’endomorphismes f;
définis sur des espaces vectoriels de dimension plus petite que F.

De la sorte, on peut espérer se ramener par récurrence sur la dimension a décrire tout endomor-
phisme en termes d’endomorphismes atomiques, c¢’est-a-dire d’endomorphismes qu’on ne peut plus
casser en endomorphismes plus petits. On va voir cependant que la situation n’est pas tout-a-fait
aussi simple (sans mauvais jeu de mot).

1.13 Applications. En se ramenant a des endomorphismes atomiques, on espére pouvoir se
limiter a une courte liste de briques élémentaires permettant de reconstruire n’importe quel endo-
morphisme. On pourra alors analyser un endomorphisme arbitraire, par exemple en le décrivant
par une matrice constituée de blocs bien compris. Une telle matrice est ce qu’on appelle une forme
normale.

Un aspect de ce probleme est la recherche d’une classification des endomorphismes “a équiva-
lence pres”. La relation d’équivalence qui nous intéresse est la similitude : deux endomorphismes
[ € L(E) et f' € L(E') sont semblables 'il existe un isomorphisme ¢ : E ~ E’ tel que
f' = @o fop !l Les classes d’équivalence pour la relation de similitude s’appellent les classes
de similitude (c’est bien trouvé, non?).

La recherche de formes normales consiste a donner un représentant emblématique de chaque
classe de similitude. Ainsi deux endomorphismes seront semblables si et seulement si ils ont la
méme forme normale. Un exemple fameux est la forme normale de Jordan pour les endomorphismes
trigonalisables.

On s’attachera aussi a la recherche d’invariants de similitude, c’est-a-dire d’objets associés a
tout endomorphisme qui ne dépendent que de sa classe similitude. Des exemples bien connus sont
les polynoémes caractéristique et minimal. On souhaite connaitre suffisamment d’invariants pour
pouvoir distinguer les classes de similitude. Les polynémes caractéristique et minimal sont notoi-
rement insuffisants pour cela, mais nous réaliserons complétement ce souhait d’avoir suffisamment
d’invariants dans la section 3.6 (voir aussi le théoréme 2.52 pour le cas particulier des endomor-
phismes trigonalisables).

1.14. Pour commencer la théorie de la réduction des endomorphismes, il faut en premier lieu
formuler en termes utilisables (de maniére équivalente, en termes précis) la condition « I’endomor-
phisme f € L(F) est entierement encodé par la donnée d’endomorphismes sur des sous-espaces
stricts de E. » 2 Aprés un moment de réflexion, on arrive & la condition suivante : il existe une
décomposition E = @2:1 E; en somme de sous-espaces stricts et des endomorphismes f; € L(E;)
pour tout i = 1,...,r, tels que pour tout (x1,...,2,) € B4 X -+ X E,.,

f(xl +- +xr) = fl(xl) +- +fr(-rr)
2. Un sous-espace vectoriel F' C E est dit strict si {0} ¢ F ¢ E.
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Nous aurons besoin de la définition suivante pour reformuler cette condition.

1.15 Définition. Soit f € L(E). Un sous-espace vectoriel F' de E est stable par f si pour tout
x € F,ona f(z) € F.

En ces termes, la condition du 1.14 s’exprime de la fagon suivante : il existe une décomposition
A .
E =@;_, E; en somme de sous-espaces stricts stables par f. B
? Penser a renvoyer au paragraphe ou 'on voit que la donnée de fr et de fr ne suffit pas a
déterminer f.

1.16. Considérons une décomposition E = @,_, E;, et notons f;;, 1 < i,j < r, les composantes
de f selon cette décomposition. Soit iy € [1,7]. Le sous-espace E;, est stable par f si et seulement
si pour tout i # 4g, la composante f;;, € L(E;,, E;) est nulle (c’est tautologique).

Ainsi lorsque tous les E; sont stables par f, les seules composantes non-nulles de f sont les
fii, 1 <4 < r, et dans une base compatible a la décomposition £ = @:Zl FE; la matrice de f est
diagonale par blocs.

On dit que f;; € L(E;) est 'endomorphisme induit par f sur F;. Plus généralement, on pose
la définition suivante.

1.17 Définition. Soit f € L(E). Si F est un sous-espace de E stable par f, 'endomorphisme
induit par f sur F est Pendomorphisme fr € L(F) défini par la condition

Vee F: fr(z)=f(x).

Avant d’aller plus loin, voyons un lemme élémentaire qui explique comment la réduction des
endomorphismes peut étre appliquée a la classification a similitude pres.

1.18 Lemme. Soit f,g € L(E). On suppose qu’il existe deuz décompositions E = @,_, F; et
E = @::1 G; en sommes de sous-espaces stables par f et g respectivement, telles que pour tout i =
1,...,r, i existe un isomorphisme p; : F; ~ G, tel que 9g, = @ifr, cpfl, Alors les endomorphismes
f et g sont semblables.

Preuve. 1l s’agit de construire a partir des ¢; un isomorphisme ¢ de E “diagonal par blocs” qui va
conjuguer f et g. Précisément, on définit ¢ selon ses composantes ¢;; € L(F;, G;) relativement aux
décompositions E = @,_, F; et E = @._, G;, grace a la Proposition 1.3 : on considére I'unique
» € L(FE) tel que pour tout 4, j € [1,7],

_Jp o sii=17;
i 0  sinon.

On vérifie alors sans mal que ¢ est un isomorphisme puisque 1, ..., ¢, sont des isomorphismes,
et g=pfe . O

La condition pour qu'un endomorphisme soit atomique découle naturellement de la condition
donnée en 1.14. La terminologie classique veut qu’on appelle ces endomorphismes simples plutot
qu’atomiques.

1.19 Définition. Soit f € L(F). L’endomorphisme f est simple si aucun sous-espace strict de F
n’est stable par f.

1.20 Exemples. Si E est de dimension 1, tout endomorphisme de E est simple.
Si £ = R?, I'endomorphisme ry défini dans la base canonique par la matrice

Ry — (cos f —sin 0>

sinf cosf
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est simple si  Z 0 mod w. Géométriquement c’est clair, puisque cet endomorphisme est une
rotation d’angle 8; cependant dans le contexte ol nous nous trouvons il n’y a pas de produit
scalaire, et donc pas d’angles. Voici une justification plus algébrique (qui anticipe un peu sur les
notions que nous verrons plus tard) : puisque E est de dimension 2, tout sous-espace stable strict
est de dimension 1, donc contenu dans un sous-espace propre. Or le polynéme caractéristique de
Ry est

X2 - (2cos0)X +1= (X —e9)(X +e7 ),

donc Ry n’a aucune valeur propre réelle. Ainsi ry ne peut pas avoir de sous-espace stable strict.

Si E = C?, I'endomorphisme 7y défini dans la base canonique par la matrice Ry n’est pas
simple : les deux sous-espaces propres relatifs aux valeurs propres e’ et e~ sont tous les deux
des droites de C? stables par 7.

Comme annoncé plus haut, il est illusoire d’espérer pouvoir réduire en toute généralité un
endomorphisme en somme d’endomorphismes simples. L’exemple suivant illustre bien les problémes
qui peuvent se poser.

1.21 Exemple. Soit E = k? et f I’endomorphisme donné dans la base canonique (e, ez) par la

matrice
0 1
= (0 )

Le seul sous-espace strict de E stable par f est la droite Vect(ey). En effet, par le méme argument
qu’en 1.20 ci-dessus, tout sous-espace stable par f est contenu dans un sous-espace propre de f. Or
son polyndme caractéristique est X2, donc 0 est son unique valeur propre, et son seul sous-espace
propre est ker(f) = Vect(ey).

Il est donc impossible de décomposer E en somme directe de sous-espaces stricts stables par f.

On donne un nom aux endomorphismes qu’il est possible de décomposer en sommes d’endo-
morphismes simples.

1.22 Définition. Un endomorphisme f € L(E) est semi-simple s’il est somme directe d’endomor-
phismes simples, ¢’est-a-dire s’il existe une décomposition £ = @;_, E; en somme de sous-espaces
stables par f telle que pour tout ¢ = 1,...,r, 'endomorphisme induit fg, € L(FE;) est simple.

L’endomorphisme de I’Exemple 1.21 n’est ni simple, ni semi-simple. I.’endomorphisme 7y de
1.20 est semi-simple. On verra plus loin que tout endomorphisme diagonalisable est semi-simple.
Dans une large mesure, les endomorphismes semi-simples sont ceux qu’il est possible de diagona-
liser quitte a étendre les scalaires. Dans la section 3.3 nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes pour la simplicité et la semi-simplicité portant sur les polynémes minimaux et caracté-
ristiques.

Dans la littérature on trouve souvent une autre définition de la semi-simplicité, qui est la
suivante. Nous allons voir que les deux versions sont équivalentes, méme si ce n’est pas si évident
a premiere vue.

1.23 Définition. Un endomorphisme f € L(E) est b-semi-simple si pour tout sous-espace F
stable par f, il existe un supplémentaire F’ de F dans F qui est lui aussi stable par f.

1.24 Théoréeme. Les conditions de semi-simplicité et de b-semi-simplicité sont équivalentes.

Le reste de cette section est consacré a la preuve de ce théoréme, et & divers compléments. Nous
donnons ici une preuve élémentaire, mais il est aussi possible d’utiliser des outils plus élaborés de
réduction des endomorphismes, voir la section 3.3.

Preuve du théoréeme 1.24. L’implication « semi-simple = b-semi-simple » est le contenu de la pro-
position 1.27, et sa réciproque « b-semi-simple = semi-simple » est le contenu de la proposi-
tion 1.25. 0
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1.25 Proposition. Soit f € L(E) un endomorphisme b-semi-simple. Pour tout sous-espace F
stable par E, l’endomorphisme induit fr € L(F) est lui aussi b-semi-simple.

Preuve. Soit Fy C F un sous-espace stable par fr, ou de maniere équivalente stable par f. Par
semi-simplicité de f, il existe donc F, supplémentaire de Fy dans E stable par f. Nous allons
montrer que le sous-espace Fj; = FyN F est un supplémentaire de Fy dans F, stable par fr, ce qui
conclura la preuve.

La stabilité de F) par f est claire, et puisque Fj C F, elle est équivalente & la stabilité par
fr. Ona Fy N Fy C FyN Fy = {0}, donc F} et Fy sont en somme directe. Il reste & montrer que
Fy @ F) = F. Puisque Fy et F{ sont tous les deux contenus dans F, on a l'inclusion Fy @ Fj C F.
Pour montrer I'inclusion inverse, considérons z € F et décomposons le selon Fy @ Fy = E : on écrit
T = xg + To, avec xg € Fy et T € Fy. Alors g = 2 — o € F, donc &g € FoNnF = Fj. Ceci prouve
que x € Fy + F{, et la preuve est terminée. O

1.26 Corollaire. Soit f € L(FE) b-semi-simple. Alors [ est semi-simple.

Preuve du corollaire. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E. Sin < 1, f est lui-méme
simple et il n’y a rien & démontrer. Supposons donc n > 1 et le résultat démontré pour dim(FE) < n.
Si f est simple, le résultat est trivial. Sinon, il existe F' sous-espace strict de F stable par f. Puisque
f est semi-simple, il existe F’ supplémentaire de F' dans F lui aussi stable par f. Puisque F est
strict, on a dim(F') < n et dim(F’) < n. D’apres la proposition 1.25, les endomorphismes induits fr
et fr sont tous les deux semi-simples. On peut donc appliquer 'hypothése de récurrence, qui nous
dit qu’il existe deux décompositions F' = €, F; et F' = P, F] en sommes de sous-espaces stables
par fp et fr/ respectivement, et donc stables par f, tels que les (fr)r, = fr, et (fr)rp = fr sont
simples. On a donc une décomposition £ = €, F; ® @, F; comme on voulait. L O

1.27 Proposition. Soit f € L(E). Si f est semi-simple, alors il est aussi b-semi-simple.

Preuve. Supposons qu’il existe une décomposition £ = @@._, E; telle que pour tout i € [1,7], E;
est stable par f et I’endomorphisme induit fz, est simple, et montrons qu’alors f est semi-simple.
Soit F' un sous-espace stable par f. Il s’agit de trouver un supplémentaire & F' lui aussi stable par
f. Considérons
T={IC[,r] t.q. FN (DB, Ei) = {0}}.

L’ensemble 7 est fini, donc il possede des éléments maximaux pour 'inclusion. Soit Iy un élément
maximal de Z. Le sous-espace Er, = @, 1, i est stable par f, et nous allons montrer que c’est
un supplémentaire de F' dans E, ce qui concluera la preuve.

Les sous-espaces F' et Ep, sont en somme directe puisque Iy € Z, donc il suffit de prouver que
F @ Er, = FE. Puisque F = @2:1 E;, il suffit de prouver que E;, est contenu dans F' @ Ej, pour
tout i1 € [1,7]. Sidy € Iy, c’est clair. Sinon, Iy U{i1} contient strictement Iy, donc par maximalité
de Iy, ensemble Iy U {i1} n’appartient pas & Z, et donc F N (Er, ® E;;) # {0}. Ainsi il existe
y € F non nul, 29 € Ey, et 21 € E;, tels que y = xg + x1. Puisque F N Er, = {0}, 21 est non nul,
et puisque x1 =y — x9, 1 € E;, N (F @ Ey,). Ainsi, E;, N (F @ Ep,) # {0}. Mais E;, N (F & Ey,)
est un sous-espace de Ej, stable par f, donc c’est un sous-espace stable par fg, . Puisque fg, est
simple, on en déduit que E;, N (F @ Ej,) = E;,, et donc E;, est tout entier contenu dans F' @ Ej,
comme on voulait démontrer. O

Pour conclure cette section, nous allons donner une preuve différente de I'implication « semi-
simple = b-semi-simple » qui sera l'occasion de voir quelques lemmes utiles et instructifs.

1.28 Lemme. On considére un endomorphisme f € L(E).

1.28.1. Soit E = F®F’ une décomposition telle que F et F' sont tous les deux stables par f. Alors
les deux projecteurs p,p’ € L(E) sur F et F' respectivement relativement d cette décomposition
commutent a f.

1.28.2. Soit p € L(E) un projecteur commutant ¢ f. Pour tout sous-espace F stable par f, le
sous-espace p(F') est stable par f.
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Preuve. Commengons par prouver 1.28.1. Par symétrie il suffit de démontrer le résultat pour p.
Considérons un vecteur z € E, et décomposons le en © = zp + 2 avec zp € F, 2z € F'. On a

f(x) = f(zr) + f(2F)

par linéarité, et f(xp) € F, f(z) € F' par stabilité de F et F par f. Donc

p(f(x)) = fzr) = fp(z))

comme il fallait démontrer.
Venons en maintenant & 1.28.2. Soit F' stable par f. Soit z € p(F), et montrons que f(z) € p(F).
Il existe y € F tel que x = p(y), et alors

f(@) = fp(y) = p(f(y))
appartient & p(F') puisque f(y) € F par stabilité de F. O

1.29 Lemme. Soit E un espace vectoriel muni d’une décomposition E = F @ F’, et considérons
p € L(E) le projecteur sur F dans la direction de F'. Pour tout sous-espace L C E, on a

p(L)=(L+F)NF.

Preuve. Soit x € p(L). Il existe y € L tel que x = p(y), et donc y = &+’ pour un certain 2’ € F”.
Alors x = y — 2’ € L + F'. D’autre part x € F puisque p est un projecteur sur F. Ceci prouve
l'inclusion p(L) C (L + F')N F.
Pour montrer I'inclusion inverse, considérons € (L + F') N F. Il existe y € L et 2’ € F’ tels
que z =y + z'. Alors
z = p(r) =ply +2') = p(y),

donc z € p(L) comme il fallait démontrer. O

Preuve alternative de la proposition 1.27. Soit f € L(E). Montrons par récurrence sur r € N* que
s'il existe une décomposition £ = @;_, E; telle que pour tout i € [1,7], E; est stable par f et
Iendomorphisme induit fg, est simple, alors f est b-semi-simple. Si r = 1 le résultat est vrai,
puisque alors f est simple et donc b-semi-simple. Supposons donc r > 2, et le résultat démontré
pour un nombre 7" < 7 de facteurs. Posons Ey = @, _, £;; I'hypothése de récurrence assure que
I'endomorphisme fg, € L(Ep) induit par f est b-semi-simple.

Soit F' un sous-espace de E stable par f. L’intersection Fy = F'N Ey est stable par fg,, donc
il existe F} supplémentaire de Fy dans Ey stable par fg,, et donc par f.

Montrons pour commencer que

(*) F'®F = F + E,.

Puisque Fj; C Ep, on a F,NF C F,N Fy = {0}, donc la somme est bien directe. L’inclusion
F)® F C F + Ej est conséquence des inclusions Fj; C Ey et F' C F. Montrons 'inclusion inverse
F+ Ey C F) @ F. Puisque F C F) & F, il suffit de vérifier que Ey C Fj @ F, qui est bien vraie
puisque Eg = Fj & Fy et Fo = F N Ey C F. Ceci conclut la preuve de (x).

Le sous-espace F' + Ejy est stable par f, donc (F' + Ey) N E,. aussi, et puisque fg, est simple,
on a ou bien (F + Ey) N E. = {0} ou bien (F + Fy) N E, = E,.. Notons que (F + Ey) N E, est la
projection de F' sur F, dans la direction de Ey, d’apres le lemme 1.29.

a) Si (F+ Eg)NE, =E,, alors F+ Eqg = E. En effet, F 4+ E; contient alors a la fois Fy et E,., qui
sont supplémentaires dans E. Dans ce cas, Fj) est un supplémentaire de F' dans F stable par f, et
la preuve est terminée.

b) Si (F + Ey) N E, = {0}, alors F + Ey = Ey. En effet, F' est alors contenu dans E; (puisque sa
projection sur E,. est nulle). Dans ce cas, F; ® F' = Ey, et F} @ E, est un supplémentaire de F
dans E stable par f, ce qui conclut la preuve. O

10
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1.30 Exercice. Soit f € L(F).
1) Montrer que si F' C E est un sous-espace stable de dimension 1, alors il existe Ar € k tel que

Ve e F: f(z)=Ap.x.

En déduire que F' est contenu dans un sous-espace propre de f.

2) Montrer que si f laisse toutes les droites de E stables, alors f est une homothétie.

(Indication : étant donné deux droites F' et F’, pour montrer que Ap = Ap-, considérer une droite
Vect(z 4+ 2') avec x € F et ©’ € F'.)

1.4 — Quotients

Il sera commode d’utiliser la notion de quotient pour raisonner par récurrence dans le cadre de
la réduction des endomorphismes. Ici nous donnons quelques rappels autour de cette notion.

1.31 Quotient par un sous-espace vectoriel. Soit F/ un k-espace vectoriel et F' un sous-espace
vectoriel de E. (E,+) est un groupe abélien, et (F,+) est un sous-groupe (distingué, forcément)
de (E,+). On a donc un groupe quotient (E/F,+). L’opération de multiplication par les scalaires
définie par

Vie E,VAek: \x= Az

munit F/F d’une structure de k-espace vectoriel canoniquement induite par celle de E. (On laisse
toutes les vérifications élémentaires mais nécessaires au lecteur).

L’application « € E — T € E/F est une application linéaire surjective, dont le noyau est F'.
On D'appelle la projection canonique.

1.32 Lemme. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, et considérons une base B = (e1,...,ep,...,€y)
telle que (e1,...,e,) est une base de F. Alors (€y41,...,6y) est une base de E/F.

Une base de E satisfaisant & Phypothése du lemme ci-dessus sera dite compatible ¢ F. Etant
donné une base compatible & F, les bases (e1,...,e,) de F' et (€py1,...,€,) de E/F comme ci-
dessus seront dites induites par B.

Preuve. Montrons que la famille (€p41, ..., &,) est libre. Soit Apy1,..., A € k tels que A\pi1.€pp1+
<o+ M., = 0. Alors

>‘p+1'€p+1 + o4 /\n.en = >‘p+1'€p+1 + -+ Ana = 0,

donc A\pi1.€pt1+- -+ A€, € F. Puisque (eq, ..., e,) est une base de F, il existe donc des scalaires
Hi,- -, Hp € k tels que

Apti-€pr1 + -+ Apeen = pr.er + -+ ppeep

= —p1.er — = flp.p T App1-Epr1 F oo+ Apepy = 0.
Par liberté de la famille (eq,...,€p,...,e,), I'égalité de droite implique p3 = -+ = pp = Apy1 =
-+ =X, =0. On a ainsi bien montré que (€p41, ..., &,) est libre.

Montrons que la famille (€p41,. .., €,) engendre E/F. Soit £ € E/F. On choisit un représentant
x € E de &, que l'on écrit dans la base B, z = ay.e; + -+ - + a,.€,. Passant aux classes modulo F' :

E=T=a1 61+ + Ap.€p + Apt1.€pt1 + - -+ A€y = Apy1.€pt1 + +++ + Ap.Cp,

ot la derniere égalité vient du fait que e; = --- = €, = 0 puisque e;,...,e, € F. Ainsi tout
& € E/F est combinaison linéaire de €541, . . ., €y, ¢t on a bien démontré que la famille (€y4+1, . . ., €,)
engendre E/F. O

11
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1.33 Corollaire. Le quotient E/F est de dimension finie, et
dim(E/F) = dim F — dim F.

Le cas p = 2 du résultat suivant est en quelque sort le lemme 1.32 “dans 'autre sens”. Il sera
commode d’avoir la version pour p arbitraire toute préte. Une suite de sous-espaces vectoriels
Fy, F1, ..., F, comme dans I’énoncé ci-dessous s’appelle une filtration de E.

1.34 Lemme. Considérons une suite de sous-espaces vectoriels
{0}=FCHC---CF,=F;

on appelle une telle suite On considére des vecteurs

€1,15--+, €1, € F1
Ep,1s---1Epry, € Fp
tels que pour touti=1,...,p les classes €11, . .., & r, modulo F;_1 constituent une base de F;/F;_1.

Alors la famille (¢;5) est une base de E.

Preuve. Par récurrence sur p, il suffit de savoir le faire pour p = 2. Soit F' un sous-espace vectoriel
de E, (ai,...,as) base de F, et by,...,b. € E tels que (by,...,b,) soit une base du quotient E/F.

Montrons que (ay,...,as,b1,...,b,) est une base de E.
Soit A1, ..., Ag, fh1,-- -, ty tels que
(1341) A.ap +---+ /\p.as + ,ul.bl 4+ -4 /L,».br =0.

Apres projection dans E/F, reste
Ml'Bl + -+ /J,T.Br = O,

qui implique p1 = - -+ = p, = 0. (1.34.1) devient alors une combinaison linéaire nulle de e, ..., e,
qui & son tour donne Ay = --- = Ay, = 0. Ceci prouve la liberté.
D’autre part, soit € E. Sa projection Z dans le quotient E/F s’écrit comme une combinaison
linéaire
T = /,Ll.bl + - —i—,ur.br.
Ainsi & — (u1.b1 + - - - + pr-.by) est dans F, puisque sa classe modulo F est nulle, en conséquence de
quoi il s’écrit comme combinaison linéaire de ayq, ..., as. O

Quotients et supplémentaires

A présent, nous voulons expliquer les relations entre le quotient E /F et les supplémentaires de
F dans F.

1.35 Lemme. On considére F sous-espace vectoriel de E, et F' un supplémentaire de F dans E.
(a) La projection canonique w: E — E/F induit par restriction un isomorphisme F' — E/F.

(b) L’application composante selon F' dans la décomposition E = F & F', p: E — F', induit par

passage au quotient un isomorphisme E/F =Ny 8

Preuve. (a) La projection canonique 7 : E — E/F est surjective, de noyau F. Le noyau de la
restriction 7|, est donc F' N F = {0}, et ainsi 7|, est injective. Montrons qu’elle est également
surjective. Soit £ € E/F. On choisit x € E représentant &, et on 'écrit © = xp + 25, avec xp € F
et z» € F'. Alors

=7 =n(z) =n(rp +ap) = n(zk),
la derniere égalité provenant de la linéarité de 7 et du fait que w(zr) = 0. Ainsi 7|, est surjective

o

et inective, et nous avons démontré que c’est un isomorphisme F' — E/F. O

12
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1.36 Quotient et supplémentaire. Choisissons un supplémentaire F’ de F dans E. On dispose
de la projection p : E — F’ dans la direction de F, qui est surjective et de noyau F. D’apres
la propriété universelle du quotient, il existe un isomorphisme canonique entre F’ et E/F. Cette
réalisation du quotient dépend d’un choix et n’est donc pas canonique.

Le choix d’un supplémentaire de F' dans E équivaut au choix d’une injection linéaire j : E/F <
E telle que im(j) N F = {0}.

Il est important de noter qu’il n’existe pas de supplémentaire canonique a F' (sauf a adjoindre
des structures supplémentaires, par exemple une structure euclidienne). Cependant le bloc B de
(1.38.1) a un sens canonique : il ne dépend que du F, et pas du choix du supplémentaire F’. Pour
le voir, nous allons considérer le quotient E/F.

Propriété universelle du quotient

Ce qui suit n’est pas strictement nécessaire pour la lecture des sections sur la réduction des
endomorphismes. C’est cependant important du point de vue théorique, et nous 'utiliserons a
I’occasion. Il n’est pas nécessaire ici de supposer E de dimension finie.

1.37 Proposition. Soit E un espace vectoriel, et F un sous-espace vectoriel de E. Le quotient
E/F jouit des deux propriétés suivantes :

(a) il existe une application linéaire w : E — E/F surjective et de noyau F ;

(b) pour tout espace vectoriel G, Uapplication linéaire (c’en est une)

u€ L(E/F,G)—uorm e L(E,Q)
induit un isomorphisme (fonctoriel...)
®: L(E/F,G) = ker(restr : L(E,G) — L(F,G)).

S’il existe E' jouissant lui aussi de ['une ou lautre de ces deuz propriétés, alors il existe un unique
isomorphisme ¢ : E/F = F' tel que 7’ = p o .

1.37.1 Preuves. On laisse au lecteur la preuve de la propriété (a) pour E/F et sa projection
canonique. On va montrer que les propriétés (a) et (b) sont équivalentes, puis qu'un k-ev satisfaisant
a ces propriétés s’identifie canoniquement a E/F.

Soit E’ vérifiant (a) (i.e. on suppose E’ k-ev muni de 7’ : E — E’ linéaire, surjective et de
noyau F'), et montrons que (b) vaut pour E’ (cela montrera au passage que (b) vaut bien pour le
quotient). On commence par constater que u — u o 7’ donne bien une application linéaire

P LB, G) — ker(restr : L(E,G) — L(F,G))

pour tout k-ev G. Reste & voir que c’est effectivement un isomorphisme. Si wo 7w’ = 0, alors u = 0
car 7' est surjective, d’ou I'injectivité de ®,.

Pour la surjectivité, on construit a la main un antécédent pour toute application linéaire v : E —
G g’annulant sur F'. Pour tout y € E' il existe ¢ € E tel que y = 7'(x), et on pose u(y) := v(x);
ca ne dépend pas du choix de z car ker(n') = F et v|p = 0. Ceci définit une application linéaire
u: E'" — G qui visiblement factorise comme il faut (i.e. v = uox’). O

Réciproquement, soit E’ vérifiant (b), et montrons directement que (a) vaut pour E’ (& nouveau,
cela montrera au passage que le quotient catégoriel est bien le quotient défini par la relation de
congruence). Précisément, on suppose qu’il existe une application linéaire 7’ : E — E’ tel que @,
soit un isomorphisme pour tout G, et il s’agit de montrer que 7’ est surjective et de noyau F.

On regarde le @, pour G = E’ : puisque 7’ = ®,/(idgs), 7’ est dans le noyau de la restriction
a F, donc F C ker(n’). D’autre part, on regarde le ®,» pour G = E/F : puisque 7 est dans

13
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le noyau de la restriction a F, il existe un v : B/ — E/F tel que # = w o w’. Ceci implique
ker(n") C ker(m) = F, donc on conclut que ker(n’) = F.

D’autre part, si @’ n’était pas surjective on pourrait contredire I'injectivité de ®,, pour n’im-
porte quel G # {0} de la maniére suivante. Soit € E’ non atteint par 7’. On considére G un k-ev
non nul et v’ : £/ — G. Alors pour g n’importe quel vecteur non nul de G et £ une forme linéaire
de noyau un hyperplan transverse a x, on a

(W +Lg)or’ =u on’,

ce qui contredit I'injectivité de ®,/. O

Soit E’ vérifiant (a). Alors 7’ € L(E, E') est dans le noyau de la restriction a F', donc il existe
un unique ¢ : E/F — E’ tel que 7’ = ¢ o 7. Reste a voir que ce ¢ est un isomorphisme. Puisque
m est surjective, ker ¢ # {0} = kern’ 2 F et donc nécessairement ¢ est injective. D’autre part ¢
est surjective car 7’ est. O

1.5 — Sous-espaces stables et matrices triangulaires par blocs

On a vu en 1.16 que l'existence d’une décomposition de ’espace ambient E en somme directe
de sous-espaces stables par un endomorphisme f € L(E) se traduit matriciellement par I’existence
d’une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs. Nous aurons besoin de
I’énoncé un peu plus robuste ci-dessous, qui se démontre de la méme fagon (nous laissons donc la
preuve comme exercice au lecteur).

1.38 Proposition. Soit f € L(E) et F un sous-espace de E stable par f. Dans une base B de E
compatible a F, la matrice Matg(f) est triangulaire supérieure par blocs

A C
(1.38.1) (O B)
avec A € M, (k) et B € M,,_,(k) carréees (en notant n = dim(FE) et p = dim(F)).
Réciproquement, si dans une base B = (e1,...,e,) la matrice de f est triangulaire supérieure
par blocs comme ci-dessus, alors le sous-espace Vect(eq, ..., ep) est stable par f.

Nous allons voir que les classes de conjugaison des blocs diagonaux A et B comme en (1.38.1)
sont canoniquement attachées & la donnée de f et du sous-espace stable F (Corollaire 1.44).
En revanche le bloc C dépend fortement du choix de la base B, et n’encode en général aucune
information intrinséque & la paire (f, F'), comme le démontre 'exemple 1.39 ci-dessous.

1.39 Exemple. Soit f 'endomorphisme de k? donné dans la base canonique (e, e2) par la matrice

1 1

0 2)°
On consideére le sous-espace stable F' = Vect(e;); la base canonique est compatible a F. La base
(e1,e1 + e2) est elle aussi compatible & f, et dans cette base la matrice de f est

6 2)

L’information géométrique contenue dans les blocs A et B s’exprime en fonction des objets
suivants.

14
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1.40 Endomorphismes induits. Soit f € L(F) et F un sous-espace de E stable par f. La
condition
Ve € F: fp(x) = f(x).
définit un endomorphisme fr € L(F), dit endomorphisme induit par f sur F' (déja introduit en
1.17 ci-dessus).
D’autre part, la condition -

Vi € BJF : fr(7) = T(2)

définit un endomorphisme fp € L(E/F), dit endomorphisme sur le quotient induit par f.

Il convient de vérifier que fr est bien défini par la condition ci-dessus, ce qui revient & vérifier
que f(x) ne dépend pas du choix du représentant de la classe Z. Soit 2’ € FE un autre représentant
de . On a 2’ —x € F, et donc puisque F est stable et f est linéaire, f(z') — f(z) € F. Ainsi
f(@) = f(x) comme il fallait démontrer.

1.40.1 Mise en garde. Nous recommandons d’étre attentif au fait que la donnée de fr et fp est
insuffisante pour reconstruire f, voir ’exemple 1.39 ci-dessus.

1.41 Proposition. Soit f € L(E), F' stable par f, et B une base de E compatible a F. Alors les
blocs A et B de la matrice Matg(f) écrite comme en (1.38.1) représentent fr et fr respectivement,
dans les bases de F' et de E/F induites par B.

Avant d’attaquer la preuve, précisons ce que nous appelons les bases de F et de E/F induites
par B. Puisque B est compatible a F, elle est la concaténation d’une base Br de F' et d’une famille
libre B’ ; d’aprés le lemme 1.32, les classes modulo F des vecteurs de B’ forment une base Bp de
E/F. Les bases induites dont il est question dans 1’énoncé ci-dessus sont Br et Bp.

Preuve. Le fait que A = Matp, (fr) est contenu dans la proposition 1.10. Pour montrer que
B = Matg_(fr), notons Br = (e1,...,ep) et B’ = (epy1,...,6€,). Soit j € [1,n — p]. Notons en
outre C' = (¢ij)1<i<p €t B = (bij)1<i,j<n—p les blocs de (1.38.1). On a

1<js<n—p
Fr(@p+s) = flepts)
D n
(*) = ZZ_:1 cij-€; + Zi:p+1 bi—p.j-€i
—_——

=0
n—p

=) bij Epii
i1 17 -Cp+i

ce qui prouve bien que B = Matg,_(fr). (* La premiere somme est nulle car c’est une combinaison
linéaire de e, ..., €, qui sont tous nuls, puisque e1,...,e, € F). O]

1.42 Remarque. Il est instructif de suivre les choix faits lors de ’écriture de la matrice (1.38.1).
Au commencement on a F' stable par f. Le choix d’une base de F' détermine le bloc A, qui est la
matrice de fr dans cette base. Ensuite le choix d’une base B = (¢1,...,e,_p) de E/F détermine le
bloc B, qui est la matrice de fp dans cette base. Jusqu’ici on n’a pas eu & choisir de supplémentaire
a k.

Enfin, il faut choisir des représentants e},...,e;,_, € Edeey,...,e,p € E/F pour déterminer
le bloc C'. Ce choix détermine un supplémentaire F’ = Vect(ey,...,e;,_,) de I dans E, qui incarne

le quotient F/F dans F, voir 1.36. On prendra garde au fait que ce supplémentaire F’ n’a aucune
raison d'étre stable par f (d’ailleurs on a déja vu qu’il est tout-a-fait possible qu'un sous-espace
stable ne posséde aucun supplémentaire stable, voir I’exemple 1.21).
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1.43 Exercice. Soit f,g € L(FE), et F un sous-espace stable par f et par g. Montrer que F est
stable par fog, et ~

(fog)r=frogr et (fog)r=frogr.
En déduire que dans un produit M N de matrices triangulaires supérieures par blocs (de tailles
compatibles), les blocs diagonaux de M N sont les produits des blocs diagonaux de M et N res-
pectivement.

1.44 Corollaire. Soit f € L(FE) et F stable par f. Considérons les matrices

A C ; A

o B) ¢ \o B
de f dans deuz bases B et B’ compatibles a F. Alors les matrices A et A’ d’une part, et B et B’
d’autre part, sont conjuguées.

Preuve. D’apres la Proposition 1.41, les matrices A et A’ (resp. B et B’) représentent le méme
endomorphisme fr (resp. fr) dans les bases de F (resp. E/F) induites par B et B’ respectivement.
Ceci implique le résultat. O

1.45 Proposition. Soit f € L(E).
(i) Soit ' un sous-espace stable par f. Alors X; = Xfr * Xf,-
(i) On suppose qu’il existe une décomposition E = @._, F; ou tous les F; sont stables par f. Alors

on a l’égalité
T
Xf= Hi:l Xfr; -

Preuve. L’assertion (i) est une conséquence directe de la proposition 1.41 ci-dessus et du calcul des
déterminants triangulaires par blocs 77.

L’assertion (ii) s’obtient de la méme fagon en observant que la matrice de f dans une base
compatible a la décomposition E = @;_, F; est diagonale par blocs en application de 1.16 et
1.10. [

2 — Analyse

2.1 — Polynomes d’endomorphismes

2.1 Définition. On considére le morphisme de k-algebres 6 : k[X] — Lyx(E), dit morphisme
d’évaluation en f, défini par la condition 8(X) = f.

Puisque X engendre k[X| comme k-algébre, cette condition détermine de maniére unique le
morphisme 0. Pour P = a, X" + --- 4 a1 X + ag, avec a; € k pour tout : =0,...,n, on a

Qf(P) = aan(X)” + -+ a19f(X) + aoé)f(l)
=anf"+ - +arf+ apidg,

olt pour tout i € N, fi = fo---o f (i facteurs).

On notera P(f) = 6;(P) € L(E) pour tout P € k[X]. On désignera par k[f] 'image du
morphisme d’évaluation 6 ; un polynéme en f est un éléments de k[f]. On notera que k[f] est
une sous-algebre de L(E). Elle est de dimension finie puisque £(E) est de dimension finie égale a
dim(E)?, et commutative puisque k[X] est une algébre commutative. Ainsi, deux polynomes en f
commutent toujours.

L’utilisation de polynémes en f sera fondamentale pour notre approche de la réduction des
endomorphismes. Pour commencer, remarquons que la plupart des endomorphismes habituellement
associés a f sont en fait des polynoémes en f.
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2.2 Exemples. L’inverse de f (lorsqu’il existe), Pexponentielle de f, sont des polynémes en f.
Pour I'inverse voir le corollaire 2.8 et la remarque 2.8.1 ci-dessous. Pour ’exponentielle, cela vient
du fait que exp(f) est une limite de polynomes en f, et que k[f] est fermé dans L(E).

On verra plus tard des exemples de projecteurs intrinsequement liés & f (a savoir les projecteurs
spectraux, voir 2.44) qui sont des polynémes en f.

Un premier intérét de considérer des polyndémes d’endomorphismes pour la réduction est qu’ils
permettent de produire plein de sous-espaces stables.

2.3 Lemme. Soit f,g € L(E) deuzx endomorphismes qui commutent, et P € k[X]. Alors le sous-
espace vectoriel ker(P(f)) est stable par g.

En particulier, en prenant g = f, on obtient que ker(P(f)) est stable par f. La preuve de ce
lemme est élémentaire et laissée au lecteur.

2.3.1 Mise en garde. Méme si f et g commutent, il est grossiérement faux que tout sous-espace
stable par f est stable par g. Par exemple, g = id commute avec tout f, tout sous-espace de E est
stable par id, mais bien siir il existe en général des sous-espaces de E qui ne sont pas stables par

7.

2.4 Valeurs propres, espaces propres. Soit A € k. On note E)(f) = ker(f — Aidg) (ou
simplement E) s’il n’y a pas de risque de confusion), qu’on appelle espace propre de f pour la
valeur A. On dit que A est valeur propre de f si Ex(f) 2 {0}. L’ensemble des valeurs propres de f
est appelé le spectre de f, noté Sp(f). Un scalaire A € k est valeur propre de f si et seulement si
A est racine du polynéme caractéristique Xy = det(Xidg — f).

On a E\(f) = ker((X - A (f )), donc les espaces propres de f sont stables par tout endomor-
phisme commutant avec f.

2.5 Polyndmes annulateurs, polynéme minimal. Un polynome annulateur pour f est un
polynéme P € k[X] tel que P(f) = 0. Le polyndme minimal de f est 'unique générateur unitaire
du noyau du morphisme d’évaluation 6.3 On le note ps, ou w si on ne craint pas de confusion.
Le polynéme minimal de f est caractérisé par les deux conditions suivantes :
(i) u(f) =0 € £(B);
(ii) pour tout P € k[X], si P(f) = 0 alors p divise P.
Ainsi p est le polynéme unitaire annulant f dont le degré est le plus petit possible.
Par définition, on a ker(6;) = (1s), et donc un isomorphisme canonique k[f] = k[X]/(1s). En
particulier, la dimension de la k-algebre k[f] est deg(uy).

2.6 Proposition. Le polynome minimal est un invariant de similitude. Il est stable par extension
des scalaires.

2.6.1 Exercice. Montrer que

deg(uys) = min{p s(id, fy .o, fP) est liée}
(ot on considere (id, f, ..., f?) comme une famille de vecteurs de L(E)).

2.6.2 Application. Invariance de p par extension de corps, via l'invariance du rang. (La bonne
preuve est que [ est un invariant de similitude, et que ceux-ci se calculent par un pivot de Gauss).

Soit k — k’ une extension de corps. Certainement p . (u*) = 0, donc x|, w. Ces deux
polyndmes ont le méme degré par 2.6.1 et I'invariance du rang par extension de corps (voir ?? du
Prologue), donc difféerent d’une constante multiplicative. O

3. on rappelle & cet égard que 'anneau k[X] est principal, donc il existe P € k[X] tel que ker(8y) = (P). Puisque
k[X] est de dimension infinie et L£(E) est de dimension finie, 5 ne peut pas étre injectif, et donc ker(6y) 2 (0).
Ainsi P # 0, et puisque les générateurs de I'idéal ker(f) sont les aP avec a € k*, il existe un unique générateur de
ker(65) qui est unitaire.
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2.7 Proposition. Soit f € L(E), P € k[X]. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) P(f) est inversible;

(ii) P(f) est inversible et P(f)~! € k[f] ;

(iit) P et py sont premiers entre eug.

Preuyve. L’implication (ii)=(i) est triviale. Montrons que (i) = (iii) : supposons que P(f) est
inversible. Soit R un facteur irréductible de P. Alors par minimalité de p, R ne divise pas [ : en
effet il existait @ tel que u = QR, alors puisque R(f) est inversible? on aurait nécessairement
Q(f) = 0. Ceci implique que P et p sont premiers entre eux.

Montrons que (iii) = (ii) : supposons P et p premiers entre eux. Alors il existe U,V € k[X]
tels que PU + uV = 1. En évaluant en f, on obtient

PR +r() V() =id =  P(f)R(f) =id,
ny
ainsi P(f) est inversible d’inverse Q(f). O

2.8 Corollaire. Soit f € L(E). L’endomorphisme f est inversible si et seulement si ps(0) # 0.
Dans ce cas f~1 € k[f].

Preuve. On applique la proposition avec P = X ; les polynémes X et p sont premiers entre eux si
et seulement si X ne divise pas W, ce qui équivaut a la condition p(0) # 0. O

2.8.1 Remarque. Dans la situation du corollaire, il est facile en pratique de trouver un polynéme
donnant l'inverse. Si p = apX? + -+ 4+ a1 X + ag avec ag # 0, alors

apf? 4+ arf +apid = f(apfPr + -+ ar.id) + ap.id = 0
donc =1 = —ag(apfP~t + -+ + ay.id).

2.9 Proposition. Soit f € L(E) et P un polynome annulateur de f (par ezemple P = py ouXy).
Pour tout A € k[X], on a
A(f) = R(f)

ou R est le reste de la division euclidienne de A par P.

La preuve est élémentaire et laissée au lecteur.

2.9.1 Application : calcul de puissance. La proposition ci-dessus fournit un moyen efficace

de calculer f* pour de grands entiers k. Une autre méthode consiste a utiliser la décomposition de
Dunford de f, voir ?7.

2.10 Lemme. Les polynomes X et W ont les mémes racines.

On verra plus loin (Prop. 3.7) qu’en fait, x et 1 ont toujours les mémes facteurs irréductibles,
méme s’ils ne sont pas scindés.

Preuve. Soit A € k. On a la suite d’équivalences :
X(A) =0 < f — \.id non inversible

<= X — A et u non premiers entre eux (par la proposition 2.7)

<~ u(\) =0.

4. il existe S tel que P = RS, P(f) = S(f) o R(f) est inversible, donc nécessairement R(f) est inversible.

18



Réduction des endomorphismes Th. Dedieu

2.10.1 Remarque. On peut aussi démontrer que toute valeur propre de f est racine de puy par
le calcul suivant. Soit P € k[X], et e € E(f). On a

P(f)(e) = P(A).e.

Si A est valeur propre, on peut supposer e # 0; le calcul précédent indique alors que A est racine
de tout polynéme annulateur de f.

Avant d’aborder le prochain résultat, il est bon de faire ’observation suivante.

2.11 Lemme. Soit f € L(E) et F un sous-espace stable par f. Pour tout polynome P € k[X], le
sous-espace F' est stable par P(f), et on a

P(f)r = P(fr) € L(F) et P(f)p = P(fr) € L(E/F).

Ce lemme est essentiellement tautologique et nous l'utiliserons sans méme y penser. Il faut
toutefois s’assurer qu’on sait le démontrer. Sans surprise la preuve n’est pas tres instructive, mais
elle est particulierement fastidieuse.

Preuve. Pour commencer, on démontre par récurrence sur k € N que F est stable par f*, (f¥)r =
(fr)*, et (f¥) = (fr)*. Pour k = 0, F est bien stable par f° = idp, et on a bien (idg)r = idF,
et (idg)p = idg/p. Soit k& € N*, et supposons le résultat démontré pour tout k" < k. Montrons
que F est stable par f* : soit 2 € F; on a f*~!(x) € F par hypotheése de récurrence, donc
fE(x) = f(f*(z)) € F puisque F est stable par f. Montrons que (f*)r = (fr)* : soit # € F'; on
a (f*)p(z) = f*(x) par définition, donc (f¥)r(z) = f(f* 1 (z)) = f((fr)*~'(x)) par hypothése de
récurrence, et ainsi par définition de fr et puisque (fr)*~1(x) € F, (f*)r(z) = fr((fr)*1(z)) =

(fr)*(z) comme il fallait démontrer. La preuve du fait que (f*), = (fr)* est similaire, et nous ne
I'infligerons a personne.

A présent considérons P € k[X] que nous écrirons P = a, X* +- - -4ag. L’endomorphisme P(f)
est une combinaison linéaire de f*,..., f,idg, qui laissent tous F stable d’aprés ce qui précede,
donc F est stable par P(f). Montrons que P(f)r = P(fr) : soit x € F'; on a

P(f)r(z) = P(f)(z) = axf*(2) + - + a1 f(2) + apx
= apfp(x) + -+ a1 fr () + apr = P(fr)(z).
La preuve de lidentité P(f), = P(fr) est similaire. O

Ce résultat semble moins abscons écrit matriciellement ; en vertu de la proposition 1.38, ceci
prend la formule suivante : pour une matrice M triangulaire supérieure par blocs comme ci-dessous,
pour tout P € k[X], la matrice P(M) est comme indiqué ci-dessous :

(2.11.1) M= (‘g g) . P(M)= (P(OA) P(*B))

Cependant pour garder les choses a ’endroit, il faut bien se souvenir que les régles de calcul pour
les matrices triangulaires par blocs proviennent des régles de composition pour les endomorphismes
laissant un méme sous-espace stable, voir exercice 1.43, et donc in fine c’est bien la formule (2.11.1)
qui provient du lemme 2.11 et pas l'inverse.

2.12 Proposition. Soit f € L(E) et F un sous-espace stable par f. Alors pwy, et HF, divisent
tous les deuz |y ; de maniére équivalente, ppem(iiy,, pr) divise py.
Si de plus F' posséde un supplémentaire stable, alors on a égalité uy = ppem(piy,, uf-F).

Preuve. 1l résulte des définitions des endomorphismes induits fr € L(F) et fp € L(E/F) que tout
polynéme annulateur pour f est a fortiori annulateur pour fr et fr. Autrement dit on a les deux
inclusions d’idéaux

(hr) € (upe) et (ry) € (Rfn),
respectivement équivalentes aux deux relations de divisibilité (ty, [y et papp|1s. O
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2.2 — Endomorphismes trigonalisables

2.13 Définition. Un endomorphisme f € L(E) est trigonalisable il existe une base B de F telle
que la matrice Matp(f) est triangulaire supérieure.

2.13.1 Remarque.

f trigonalisable < 3 une base (e1,...,e,) t.q. chaque Vect(ey,...,ep) est stable par f
< 3 une filtration {0} = Fy ¢ F1 & ... ¢ F, = E t.q. chaque F), est stable
par f.

2.13.2 Exercice. Les deux notions de trigonalisabilité supérieure et inférieure sont elles équiva-
lentes ?

2.14 Théoréme. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f trigonalisable ;

(if) xf scindé;

(ili) py scindé.

L’énoncé contient en particulier I’équivalence “x scindé < p scindé” qui n’a rien d’évident.

L’implication (ii) =-(iii) est un corollaire direct du théoréme de Cayley—Hamilton. Ici nous
allons démontrer directement (i) < (ii) et (i) < (iii), sans utiliser Cayley—Hamilton. Ceci nous
permettra de donner une nouvelle preuve de ce théoreme, voir 2.15.

Preuve. L’implication (i) = (ii) est une conséquence directe du calcul du déterminant d’une matrice
triangulaire supérieure.

Montrons (ii) = (i) par récurrence sur la dimension. Si dim(F) < 1 le résultat est trivial.
Supposons dim(E) > 1 et le résultat démontré pour les endomorphismes d’un espace vectoriel de
dimension strictement inférieure. On suppose x s scindé. Puisque dim(E) > 0 on a Xy # 1, donc X
possede au moins une racine « € k. Cet a est une valeur propre de f, considérons ’espace propre
F,, correspondant. C’est un sous-espace stable par f, et on a un endomorphisme fz induit sur
le quotient E/F,. Le polynéme caractéristique de [, divise celui de f d’apres 1.45, donc il est
scindé lui aussi; puisque « est valeur propre, on a Fy, # {0} et donc dim(E/F,) < dim(FE). Par
hypothese de récurrence, on a donc que fz est trigonalisable.

Soit (€p41,---,€n) une base de E/F, trigonalisante pour fz , et (e1,...,e,) n’importe quelle
base pour Fy, (p = dim(F, ), n = dim(FE)). Alors (e, ..., e,) est une base de E d’apres le lemme 1.34
du Prologue. La matrice de f dans cette base est triangulaire supérieure par blocs

old, *
0 T

ol T est la matrice de fr dans la base (€p41,...,€,), et est donc triangulaire supérieure. On
conclut donc que la base (ey,...,e,) est trigonalisante pour f.
Montrons (i) = (iii). On suppose f trigonalisable ; soit (eq, ..., e,) une base de E dans laquelle
la matrice de f est
a; k... %
*
2%

et notons Fy = {0}, et F, = Vect(eq,...,e,) pour tout p = 1,...,n. Pour tout p, on a (f —
ap.id)(Fp) C F,_1, donc

(f —ar.id) -+ (f — an.id)(F, = E) C Fy = {0}.
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Ainsi le polynome HP(X —ay) est annulateur pour f, et comme il est scindé py est nécessairement
scindé lui aussi.

Montrons (iii) = (i) par récurrence sur la dimension. On suppose s scindé; soit a € k
une de ses racines. On commence par montrer que « est valeur propre de f. Pour cela on écrit
iy = (X —a)*ft avec fi(a) # 0. Si a n’était pas valeur propre de f, alors f — .id serait inversible
et donc pys(f) =0« [(f) =0, ce qui contredirait la minimalité de py.

Ensuite la preuve ressemble beaucoup a celle de (ii) = (i). On considére F,, 1’espace propre
associé a a. C’est un sous-espace stable par f, et on peut considérer 'endomorphisme fz induit
sur le quotient E/F,. Le polynéme py annule fz , donc le polynome minimal de fz est scindé.
Puisque « est valeur propre, on a F, # {0} et donc dim(E/F,) < dim(FE). Par hypothese de
récurrence, on a donc que fr est trigonalisable. On conclut alors exactement comme dans la
preuve de (ii) = (i). O

2.15 Preuve de Cayley—Hamilton en partant du cas trigonalisable. Dans la preuve de (i)
= (iii) du théoréme 2.14 ci-dessus, on a en fait démontré que si f est trigonalisable alors x y annule
f

En général, il existe une extension k’ de k telle que xs soit scindé sur k’. Alors f est trigona-
lisable sur k’, et on en déduit que Xs (qui ne dépend pas du corps de base) est annulateur pour
f

On a ainsi démontré le théoreme de Cayley—Hamilton pour un endomorphisme d’un espace
vectoriel de dimension finie, ou de maniére équivalente pour les matrices a coefficients dans un corps.
Ceci permet par argument habituel de démontrer ’énoncé pour des coefficients dans un anneau
(commutatif) arbitraire : on considére une matrice A dont les coefficients sont des indéterminées
(ai;). En raisonnant dans le corps Q(a;;) on peut appliquer I’énoncé démontré plus haut, et obtenir
ainsi 'identité x 4 (A) = 0, qui vit en fait dans M,,(Z[a;;]). Par spécialisation, ceci prouve x4 (A) =
0 pour A a coefficients dans n’importe quel anneau commutatif. O

2.16 Proposition. Si f et g sont trigonalisables et fg = gf, alors ils sont simultanément trigo-
nalisables.

2.16.1 Remarque. La réciproque est fausse. Il suffit de se baisser pour ramasser un exemple.
Pour ceux qui ont mal au dos, voir 2.48.1.

2.17. Sixy est scindé, on a la décomposition de Dunford qui nous dit que f se réduit a une partie
diagonalisable et une partie nilpotente; en particulier f est diagonalisable si et seulement si la
partie nilpotente est triviale.

Ceci devrait suffire & motiver ’étude des diagonalisables a la Section 2.3 et des nilpotents a la
Section 2.5. Cette étude nous permettra de donner un critére de similitude pour deux endomor-
phismes & polyndme caractéristique scindé (i.e. un critére de similitude pour les endomorphismes
trigonalisables), sans utiliser de technique sophistiquée — croit-on.

2.3 — Lemme des noyaux

2.18 Proposition (Lemme des noyaux). Soit Pi,...,P. € k[X] des polynomes deuzr ¢ deux
premiers entre eux. Alors on a une décomposition en somme directe

ker(Py -+ Po(f)) = @;l ker (Pi(f))-

Les projecteurs associés a cette décomposition sont des polyndomes en f que l'on peut calculer
explicitement.

Il y a un léger abus de langage dans ’énoncé. Voici la version tout-a-fait rigoureuse. Notons
K = ker(P1 .- -Pr(f)) ; c’est un sous-espace stable par f. Pour tout ¢ = 1,...,r, le projecteur
pi € L(K) sur ker(P;(f)) dans la direction de D s ker(Py(f)) est un polynéme en fx € L(K).
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2.19 Conditions d’application du lemme des noyaux. La condition “Py, ..., P. deux a deux
premiers entre eux” signifie “pour tout ¢ # j, pged(F;, Pj) = 17, et est plus forte que la condition
“Py,..., P, premiers entre eux (dans leur ensemble)”, qui signifie “pged(Py,..., P.) = 1"

2.19.1 Exercice. Donner un exemple de trois polynémes qui sont premiers entre eux dans leur
ensemble mais pas deux a deux.
(Indication : on peut prendre @1, Q2, @3 construits comme en 2.20 ci-dessous).
2.19.2 Situation classique. Le cas archétypique d’application du lemme des noyaux est quand
P, = H avec les H; irréductibles deux & deux distincts. On laisse au lecteur le soin de vérifier
que dans ce cas les P; sont effectivement deux a deux premiers entre eux.
2.20. Si Pp,...,P. € k[X] sont deux & deux premiers entre eux, alors les Q; := Hj# P; sont
premiers entre eux dans leur ensemble.® Puisque pged(Q1,...,Q,) est le générateur unitaire de
l'idéal (Q1,...,Q,), on a dans ce cas (Q1,...,Q,) = (1). Ceci implique I’existence de Uy, ..., U, €
k[X] tels que

1=U1+ - +UrQr.
2.20.1 Calcul pratique des U;. Le principe est de raisonner par récurrence sur r et d’utiliser
I’algorithme d’Euclide. Pour r = 2, il suffit d’appliquer directement I’algorithme d’Euclide & P; et
P,. Pour 7 > 3, supposons par récurrence avoir trouvé Vi, ..., V,._1 tels que

1=ViRi+---+ V. 1R 1,

ou R; =[[;»: Pj pour tout ¢ =1,...,r — 1. En multipliant par P,, on obtient
j<r

(2.2.9) Po=ViQ1+ -+ Vio1Qr—1.

Puisque P, est premier avec chacun des P;, ¢ = 1,...,r — 1, il est premier avec le produit
P --- P._1 = Q. En appliquant I'algorithme d’Euclide, on trouve S et T tels que

SQ,+TP. =1.
En remplacant P, par son expression dans (2.2.i), on obtient
SQr +TViQ1+ -+ TV, 1Qr 1 =1,

et donc Uy =TVq,...,U,_1 =TV,._1 et U, = S conviennent.
2.21 Preuve du lemme des noyaux. On note Q; = Hj# P; pour tout ¢ = 1,...,7, et on
considére des polynomes Uy,..., U, € Kk[X] tels que 1 = U;Q1 + -+ + U,.Q,, dont l'existence
est garantie par le fait que les P; sont deux a deux premiers entre eux (exactement comme au
paragraphe 2.20 ci-dessus). Evaluée en f, cette identité donne

(2.21.1) id =Ui(H)Q1(f) + -+ Un()HQr(f)-

Notons K = ker(P1 . -P,.(f)), et K; = ker(Pi(f)) pour tout 7 = 1,...,r. Le sous-espace K est
stable par f, et I’énoncé se réduit en fait a une affirmation a propos de ’endomorphisme induit
[k € L(K). On a K; C K pour tout 4, et donc ), K; C K. Le résultat est donné par les propriétés
suivantes.

1) Pour tout ¢ = 1,...,r, U;Q;(f)x € L(K) est le projecteur sur K; dans la direction de
Ej;éi K.

5. soit par ’absurde H facteur irréductible commun a tous les Q;. H divise @)1, donc il doit diviser un P;, i > 1,
disons P». H divise aussi Q2, donc nécessairement aussi un P; avec j # 2. H serait alors diviseur irréuctible commun
a P2 et Pj, une contradiction.
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a) Pour tout 4, im(UiQi(f)K) C K;. En effet, si x € im(UiQi(f)K), alors il existe y € K tel
que & = U;Q;i(f)(y), et done Pi(f)(z) = Us(f)(PiQi(f)(y)) = 0 puisque y € K.

b) Pour tout i, 3., K; C ker (U;Q;(f)). En effet, pour tout j # i, si # € K alors Q;(f)(z) =0
puisque P;|Q;, et donc K; C ker(U;Q;(f)).

a’) Pour tout i, K; C im(U;Q;(f)k). En effet, si z € K;, alors en évaluant (2.21.1) en z on
obtient

(221.2) v =2 UjQi(Nw) = UiQi(f)(x)

puisque Q;(f)(z) = 0 comme on I'a déja vu. Ainsi « € im(U;Q;(f) k), puisque z € K; C K.

b’) Pour tout 1, ker(UiQi(f)K) - Zj# K. En effet, si x € ker(UiQi(f)K), alors en évaluant
(2.21.1) en 2 on obtient x = 3., U;Q;(f)(z), et donc z € 3., K; puisque im(U;Q;(f)k) C K;
comme on l’a vu en a).

Tout ceci implique 1) : a) et a’) d’une part, et b) et b’) d’autre part, disent que

im(U;Qi(f)x) = Ki et ker(UiQi(f)k) = Z#i K;,
et (2.21.2) dit que U;Q;(f)x agit comme lidentité sur K;, donc U;Q;(f)k est bien le projecteur

de K sur K; dans la direction de 3, ; K.

2) K =@, K.

a) K =) . K;. En effet, pour tout # € K onax =) U;Q;(f)(x) par (2.21.1), et U;Q;(f)(x) €
K; d’apres 1).

b) La somme ), K; est directe. En effet, soit (z1,...,2,) € K1 x---x K, tel que z1+- - -+, = 0.
Alors pour tout i, 'image de ce vecteur par U;Q;(f) est nulle, donc d’apres 1),

UiQi(f) (@1 + -+ + ) = U;Qi(f)(wi) = 2 = 0.
Ceci prouve bien que les K; sont en somme directe.

A présent 1) et 2) sont bien démontrées, et ceci conlut la preuve de la proposition. O
2.22 Corollaire. Si P et QQ sont premiers entre eux, alors P(f)wer () est injectif.

Preuve. Le noyau de P(f)xer(q(r)) est ker(P(f)) Nker(Q(f)). D’apres le lemme des noyaux, et
puisque P et () sont premiers entre eux, cette intersection est réduite a {0}. O

2.23 Exercice. 1) Soit p € L(E) tel que p> = p. Montrer que p est un projecteur, c’est-a-dire
qu’il existe F' et GG sous-espaces supplémentaires de F tels que pour tout zp € F et zg € G :
p(xr +xg) = xp (p est alors le projecteur sur F' dans la direction de G).

2) Soit s € L(E) tel que s? = id. Montrer que s est une symétrie, c’est-a-dire qu'il existe F et G
sous-espaces supplémentaires de E tels que pour tout xp € F et xg € G : s(xp + xg) = 2F — 2¢
(s est alors la symétrie par rapport & F' dans la direction de G).

2.4 — Endomorphismes diagonalisables

2.24 Définition. Un endomorphisme f € L(E) est diagonalisable si E se décompose en somme
directe de sous-espaces propres de f.

Une condition équivalente est qu’il existe une base de E constituée de vecteurs propres pour
f; la matrice de f dans une telle base est diagonale (et pas seulement diagonale par blocs).
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2.25 Notation. Pour tout scalaire a, on note E, = ker(f —a.id) 'espace propre de f relativement
a «. Attention, on dit que « est valeur propre de f seulement si (et si) E, # {0}. On notera
éventuellement E,(f) = FE, en cas de risque de confusion.

2.26 Théoréme. Soit f € L(E). Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Uendomorphisme f est diagonalisable ;

(i) il existe un polynome annulateur de f scindé d racines simples ;

(iii) le polynome minimal uy est scindé da racines simples.

Preuve. Montrons “(i)=-(ii)”. Si f est diagonalisable, il existe une base de E dans laquelle la
matrice de f est diagonale. Notons «aq, ..., a, les scalaires apparaissant sur la diagonale de cette
matrice ; on autorise les répétitions, et suppose ainsi les a; deux a deux distincts. Un calcul direct
montre que (X —aq) -+ (X —a,) annule f. Puisque les «; sont deux a deux distincts, ce polyndme
est scindé a racines simples, et donc (ii) est vérifiée.

L’implication “(ii) = (iil)” est purement algébrique. Soit P polynéme annulateur de f scindé a
racines simples. Alors py divise P, donc py est lui-méme scindé a racines simples, ce qui prouve
(ii).

Nous allons maintenant prouver I'implication “(iii) = (i)”, ce qui concluera la preuve du théo-
réme. Notons py = [[I_, (X — a;), ol les a; sont des scalaires deux & deux distincts. Ainsi les
polynémes X — g, ..., X — a, sont deux & deux premiers entre eux. On peut donc leur appliquer
le lemme des noyaux, ce qui donne

r

ker(us () = @D, Bai(f)-
Puisque py annule f, on a ker(us(f)) = E, et donc I'égalité ci-dessus est une décomposition de E
en somme de sous-espaces propres pour f, ce qui prouve (i). O

2.27 Proposition. Six; est scindé a racines simples, alors f est diagonalisable.

2.27.1 Mise en garde. La réciproque de la proposition 2.27 est notoirement fausse. La diago-
nalisabilité de f implique que X est scindé (c’est un cas particulier du théoréme 2.14!), mais pas
nécessairement a racines simples.

La proposition 2.27 peut s’obtenir comme un corollaire du théoréeme précédent, en utilisant le
théoreme de Cayley—Hamilton, mais on a fait le choix de ne voir le théoreme de Cayley—Hamilton
que comme une conséquence de tout le reste, et donc de ne jamais I'utiliser dans les preuves.

Preuve. Sixy est scindé a racines simples, alors il existe a1, ..., o, € k (n = dim(F)) deux a deux
distincts tels que x; = [ ; (X — a;); en effet, le polynome caractéristique est de degré n. Pour
tout ¢ = 1,...,n endomorphisme f — cy;.id n’est pas inversible donc son noyau E,, est non nul.

D’apres le lemme des noyaux,

ker(xs(f) = €D,

=1

g

donc ker(xs(f)) a dimension au moins n. Pour conclure, on a nécessairement ker(x;(f)) = E et
chaque F,, est de dimension 1. O

2.28 Proposition. Un endomorphisme diagonalisable est semi-simple.

Preuve. Soit f € L(FE) diagonalisable, et (e, ..., e,) une base de E constituée de vecteurs propres.
Posons F; = Vect(e;) pour tout ¢ = 1,...,n. Alors chaque F; est stable par f, et E = @, F;.
Pour tout 4, on a dim(F;) = 1, donc ’endomorphisme induit fg, est simple. O

En vertu du théoreme 1.24, les endomorphismes diagonalisables sont donc également b-semi-
simples (voir définition 1.23). Il est bon toutefois de savoir démontrer cette propriété directement ;
c’est la proposition 2.30 ci-dessous.
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2.29 Proposition. Soit f € L(E) un endomorphisme diagonalisable. Tout sous-espace stable par
f se décompose selon les sous-espaces propres de f ; autrement dit, si F' est stable par f, alors

F= @aesp(f) (FNEa(f)).

2.29.1 Attention. Pour une décomposition en somme directe E = @ E; arbitraire et F' un sous-
espace de E, si les F'N E; sont bien en somme directe, il est grossiérement faux que leur somme
égale F' : en général I'inclusion @,(F N E;) C F N (P, E;) peut étre stricte.. C’est le cas dans la
situation (trés simple) représentée ci-dessous.

E,
F

= E,

FIGURE 2 — Une situation dans laquelle @,(F'NE;) & F N (P, E;)

Preuve du lemme. Puisque F' est stable par f, on peut considérer 'endomorphisme induit fp €
L(F). Ona FNE,(f)=ker(fr —a.idp) pour tout a € k. Le polyndéme minimal 1y est scindé a
racines simples, et annule f donc aussi fr. On en déduit que fr est diagonalisable, et donc

F = @aek ker(fr — a.idp) = @aespm (FNEa(f)).
O

2.30 Proposition. Si f € L(F) est diagonalisable, alors tout sous-espace stable par f posséde un
supplémentaire dans E stable par f lui aussi.

Preuve. Soit F stable par f. On a

F= @aespm (FNEa(f)).

d’aprés la proposition 2.29. Pour chaque o € Sp(f), choisissons F/, supplémentaire de F' N E,(f)
dans E,(f). Alors le sous-espace
F = F’
69Otesp(f) ¢

est un supplémentaire de F' dans E, et il est stable par f. O

2.31 Lemme. Soit f € L(E) un endomorphisme diagonalisable. Pour tout o € k, la dimension
de l’espace propre E, est égale a la multiplicité de o comme racine du polynéme caractéristique

Xf-

Preuve. Puisque f est diagonalisable, on a E = @aesp( ) FE,. Puisque les sous-espaces propres
sont stables par f, on a donc (corollaire ?7)

Xr= Haesp(f) Xfza:

Or pour tout scalaire a, fg, = idg,, donc Xy, = (X —a)d™F) donc

— X — dim(Es)
Xs HaeSp(f)( @) ’

et le résultat est démontré. O
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2.32 Proposition. Soit f,g € L(E) deux endomorphismes diagonalisables. Alors les trois propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(i) f et g sont semblables ;

(i) X5 =Xg -

(iii) pour tout X € k, dim(E\(f)) = dim(Ex(g))-
Preyve. L’implication “(i) = (ii)” a déja été vue ref. L’'implication “(ii) = (iii)” est une conséquence
directe du lemme 2.31.

Nous allons montrer “(iii) = (i)”, ce qui achévera la preuve de la proposition. La condition (i)
nous dit d’ores et déja que f et g ont le méme spectre. De plus, pour toute valeur propre A de f
et g, puisque dim(FEy(f)) = dim(E\(g)), il existe un isomorphisme @y : Ex(f) ~ Ex(g). Puisque
Feain) = 1dpy(s) €t gmy(9) = 1dp,(g), on 2

FBA(F) = A © GBA(g) © Px -
On en déduit que f et g sont semblables en appliquant le lemme 1.18. O

On dit que deux endomorphismes f et g sont simultanément diagonalisables s’il exsite une base
de FE constituée de vecteurs qui sont a la fois propres pour f et pour g.

2.33 Théoréme. Soit f,g € L(E) deur endomorphismes diagonalisables. Les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) f et g sont simultanément diagonalisables ;

(ii) f et g commutent.

Preyve. L’implication “(ii) = (i)” est une conséquence directe du fait que le produit de deux ma-
trices diagonalisables est commutatif : si D = diag(ay, ..., ay) et Dy = diag(By, ..., By), alors

DD, = diag(aB1, ..., anfn) = D2Dy.

Montrons la réciproque. On considére la décomposition de E selon les sous-espaces propres de f,

E= 69AeSp(f) Ex(f)-

Puisque g commute avec f, il résulte du lemme 2.3 que pour tout A € Sp(f), Ex(f) est stable
par g. L’endomorphisme induit gg, (y) € L(Ex(f)) est diagonalisable, car il est annulé par w, qui
est scindé a racines simples. Il existe donc une base By de Ex(f) qui est constituée de vecteurs
propres pour gg, (f), et donc aussi pour g. Ces vecteurs sont des vecteurs de E(f), donc ils sont
automatiquement propres pour f. La concaténation des familles By, A € Sp(f), est une base de
E, qui est constituée de vecteurs propres a la fois pour f et pour g. Ceci prouve que f et g sont
simultanément diagonalisables. O

Il est aussi possible de prouver le théoreme 2.33 directement par le calcul. Ceci prend la forme
suivante.

2.34 Version matricielle de la simultanée diagonalisabilité. Soit n € N*, et p1,...,p, € N*
tels que n = p; + - - - 4+ p,-. Considérons les deux matrices carrées de taille n
Ollldpl Bll Blr
A= et B= _ 5
o ld,, B,y -+ By
A est diagonale, et B est une matrice par blocs ot chaque B;; est de taille p; x p;. On suppose
ai, ..., deux & deux disjoints. Alors A et B commutent si et seulement si B est diagonale par
blocs,
B 0
B= .
0 By
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En effet, il résulte des regles de calcul pour les matrices par blocs que

arByy -+ a1 By, a1By; o+ o DBy
AB = : et BA= : :
arBrl et arBrr alBrl tee aTBr'r

Puisque les «; sont deux a deux distincts, on a donc AB = BA si et seulement si B;; = 0si i # j,
comme il fallait démontrer.

Ceci permet de suivre matriciellement la preuve du critére de diagonalisation simultanée. Soit
f,g € L(E) deux endomorphismes diagonalisables qui commutent. En considérant B une base de
FE diagonalisante pour f, on a d’apres ce qui précede

Oélldpl Bl 0
A = t. . et B = .
a,1d,, 0 B,

ou {ay,...,a.} = Sp(f). Puisque g est diagonalisable, chaque bloc B; est diagonalisable, donc il
existe des matrices inversibles Py, ..., P, de tailles pi,...,p, telles que pour tout ¢, Pi_lBiPi =
A; est une matrice diagonale. Alors P = diag(Py, ..., P.) est une matrice (diagonale par blocs)
inversible, et

alIdpl Al 0
P7lAP = et P7'BP= ]
a,Id,, 0 A,

sont toutes les deux diagonales (pas seulement diagonales par blocs), ce qui prouve que f et g sont
simultanément diagonalisables.

2.35 Exercice. Soit fi,..., fn € L(F) des endomorphismes diagonalisables commutant deux a
deux. Montrer qu’ils sont simultanément diagonalisables dans leur ensemble.

Cette propriété permet de démontrer que les représentations irréductibles complexes d’un
groupe abélien fini sont toutes de dimension 1.

2.5 — Endomorphismes nilpotents

Dans cette section, étant donné un endomorphisme f € £(E), nous noterons K; = ker(f*) pour
tout i € N (ou K;(f) ¢'il y a un risque d’ambiguité), et k; = dim(K;). La proposition suivante ne
nécessite pas que f soit nilpotent.

2.36 Proposition. Soit f € L(FE).
(i) La suite de sous-espaces (K;);>o est croissante.
(ii) La suite (dim K41 — dim K;);>0 est décroissante.

En particulier, il existe g € N tel que :
(i) pour tout i < ig, K;j—1 & K;;
(ii) pour tout i > ig, K; = K.
Autrement dit, la suite des noyaux K; est “d’abord strictement croissante, puis constante”.

Preuve. (i) La suite est croissante.

Supposons K; = K;;1. Montrons que K; 1 = K;2. Puisque la suite est croissante, il suffit de
montrer que KH_Q Q Ki—i—l- Soit = € K»L‘+2. Alors f(l’) € Ki+1 = Ki, donc x € Ki+1.

(ii) On a f(K;41) C K;, donc en composant f avec la projection K; — K;/K;_1, on obtient
une application linéaire ﬁfiﬂ : Kip1 — K;/K,;—1. Son noyau est K :

ﬂf‘i+1(£) =0& f(l‘) eK,_1& f’(x) =0.
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Ainsi, !f;,1 induit une application linéaire injective
(2361) ﬁ+1 : KiJr]/Ki — Ki/Kifl,

et donc ]{31‘4_1 — k’l < ]Ci — ki—1~ O

2.36.1 Remarque. On a des résultats analogues avec la suite des images des itérés de f. On peut
les prouver directement comme ci-dessus, ou bien les déduire sans effort en appliquant 1’énoncé
donné plus haut & 'endomorphisme transposé fT € L(E*).

2.37 Corollaire. Si f nilpotent, alors son indice de nilpotence est < dim F.

2.38 Théoréme. Soit f,g € L(E) deuz endomorphismes nilpotents. Les deux propositions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) | et g sont semblables ;

(ii) pour tout i, dim(ker(f?)) = dim (ker(g")).

2.38.1 Remarque. Pour que I’énoncé ci-dessus contienne le théoreme de Jordan, il manque I'uni-
cité de la forme normale a permutation des blocs pres. Ceci est trés bien expliqué dans les notes
[?]. Une bonne fagon de démontrer 'unicité est de montrer 'injectivité de I'application qui & une
forme réduite de Jordan associe la suite des dimensions des noyaux de ses itérés, voir 2.39.

Avant de se lancer dans la preuve, il est bon de se souvenir qu’elle s’écrit de droite & gauche.

Preuve. (i) = (it) est immédiat. La stratégie pour prouver la réciproque est d’écrire tout endo-
morphisme nilpotent sous une forme normale ne dépendant que des dimensions des noyaux de ses
itérés; ainsi si f et g satisfont & la propriété (i), ils ont une forme normale commune et sont donc
semblables.

Soit donc f nilpotent d’indice de nilpotence p, et notons pour tout ¢, k; = dim K; = dim (ker(fi))
et s; = k;j —k;_1. On commence par choisir une base (e1,...,és,) de K,/K, 1 = E/K, ;. Puisque
I’application linéaire

foiT € Ky/Kyp 1 f(z) € Kp1/Kp—2

de (2.36.1) est injective, (f(e1), ..., f(es,)) est une famille libre de vecteurs de K,_1/Kp_3. On la
compléte en une base

(f(el)’ . "f(esp)aésp-i-la .- -7631,,1),

remarquant au passage que la notation est consistante puisque s, < sp_1.
On obtient ainsi par récurrence des vecteurs

€1y 3€spy Copflyeeens 7)€595 Csp+1s -+ -5 Csy €E

(& nouveau : s, < --- < 52 < s1) tels que pour tout i = 1,...,p, (i) les vecteurs e, 41,...,¢€s
sont dans Kj, et (ii) les classes des vecteurs

fp_i(el)7 MR fp_i(esp)) b -af(esi+2+1)a AR 77f(68i+1>7esi+1+17 b '7eSi

constituent une base de K;/K;_1.
Le Lemme 1.34 du Prologue nous assure alors que la famille

€1, '7esp7
f(el)a"'af(esp)a Cspt1y-+-5€s, 15
fp_l(el)a . 'afp_l(esp)v .fp—Q(esp-‘rl)a e 'afp_2(68p71)7 """ y Csyprt+lse--5 €5
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est une base de E. On obtient une forme normale de Jordan dans la base obtenue en renumérotant
la base ci-dessus en lisant colonne par colonne de gauche & droite et de haut en bas.® Le nombre
de blocs de Jordan de taille ¢ est s; — s;41 (notons que s; = 0 pour ¢ > p), entierement déterminé
par la suite (k;);>0- O

2.39 Unicité de la forme normale de Jordan. (Examen 2019; inspiré par [?]).
1) Soit n > 1. On considére la matrice A,, = (a;j)1<i j<n € M,(Q) définie par

osig <
vij € [1,n] ai; = {J. S
i sij >
a) Montrer que As est inversible et calculer son inverse.
b) Montrer que la matrice
2 -1
-1 1
P, = -1 0 1 € M,(Q)
-1 0 1
est inversible, puis calculer P, x A,.
¢) Montrer que A,, est inversible pour tout n > 1.
2) On considére Fi,. .., F,. sous-espaces vectoriels de E tels que E = @1@@ F;.

a) Soit g € L(E) tel que pour tout ¢ =1,...,r, F; est stable par g. Montrer que

ker(g) = ®1gigr(ker(g) N F7)

b) Soit f € L(E) tel que pour tout ¢ = 1,...,r, F; est stable par f. Montrer que pour tout
P € k[X],
ker(P(f)) = Dicicr (ker(P(f)) N F}).

3) On considére 'endomorphisme f de k™ défini par la multiplication a gauche par la matrice

0

Calculer dim (ker(f?)) pour tout i € N.
4) Soit f € L(E) et by,...,b, (n=dim(FE)) des entiers. On suppose qu’il existe une décomposition
- B @ h
1<r<n 1<a<h,

telle que chaque F;. , est de dimension r et stable par f, et fr, , est semblable a 'endomorphisme
de k" de la question 3.
a) En utilisant les questions 2b et 3, calculer k; := dim (ker(f*)) pour tout i € N. En déduire que

k1 b1

kn, b

6. ceci fournit des blocs de Jordan sous forme de matrice compagnon, avec les ’1’ sous la diagonale; pour les
avoir au dessus, il faut lire les colonnes de bas en haut.
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ou A, est la matrice de la question 1.
b) Conclure que s’il existe une autre décomposition

_ !
E= @D D F.
1<r<n 1<a<hl,

telle que chaque F,f’a est de dimension 7 et stable par f, et fr, est semblable a I'endomorphisme
de k" de la question 3, alors b; = b; pour tout i = 1,...,n. O]

2.40 Curiosité. Quelles valeurs la suite des k; peut-elle prendre ? Les seules contraintes sont celles
imposées par les inégalités du 2.36, qui se réduisent a

O0<ky—kn 1< ... <hka—k1 <ky — kg = k1.
En effet, ces inégalités donnent une condition nécessaire et suffisante pour que

2 -1
ks -1 2 -1 k1

ait toutes ses entrées > 0.

On conclut par le traditionnel énoncé de simultanée propriété-ité.
2.41 Proposition. Sin et n’ sont nilpotents et commutent, alors n+n' est nilpotent.
2.42 Proposition. Un endomorphisme nilpotent est semi-simple si et seulement si il est nul.

Preuve. Soit f € L(F) nilpotent et semi-simple. Alors f est aussi b-semi-simple d’aprés le théo-
reme 1.24. Considérons le noyau de f; il est stable par f, et doit posséder un supplémentaire
F dans F, lui aussi stable par f. Alors 'endomorphisme induit fr € L(F) est injectif, puisque
ker(fr) = ker(f) N F = {0}. D’autre part, puisque pour tout entier N > 0, (fr)N = (fN)r, fr
est lui aussi nilpotent. Ceci impose F' = {0}, et donc ker(f) = F, autrement dit f = 0. O

2.6 — Endomorphismes a polynéme caractéristique scindé

En vertu du Théoreme 2.14, cette section pourrait s’appeler Endomorphismes trigonalisables,
II. Dans toute cette section, on suppose que Xy est scindé, ou de maniere équivalente iy est scindé.

2.43 Notation. Ecrivons

_ o a _ o b
p_H/\GSp(X A)® et X_H/\GSP(X )0

2.44 Définition. Les sous-espaces caractéristiques de f sont les Cy = ker((f — )\.id)‘“) pour
A € Sp(f). On a la décomposition

(2.44.1) E = @Aesp Oy

en somme de sous-espaces stables par f (et par tout g commutant avec f). Les projecteurs spectrauz
pa € L(FE), qui s’écrivent

p)\i(x)\l, oo ,l’)\r) = (07 BRI 15 VI ,0)
dans la décomposition (3.8.1), sont des polynémes en f que 'on sait calculer explicitement, voir le
lemme des noyaux 2.18.
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2.45 Proposition. Soit A € Sp(f).

i) L’entier ay est lindice de stagnation de la suite des K;(\) = ker((f — Aid)?), et Uindice de
nilpotence de fo, — Aide, € L(Cy). En particulier, fo, — Aide, € L(Cy) est nilpotent.

it) L’entier by est la dimension du sous-espace caractéristique C.

On verra plus loin une version un peu plus générale de ce résultat (Proposition 3.9). Les
preuves sont strictement identiques, et en fait la formulation pour 3.9 me semble plus lisible car
moins polluée par les notations.

Preuve. i) D’apreés le lemme des noyaux, f — A.id est inversible sur P, , Cx, donc K;()) =
Canker((f—A.id)?) par le Lemme ?7, et ce noyau s’identifie canoniquement & ker ((fc, — A.idc, )?).

Par définition de Cy, on a K, (A) = Cy. Pour i > ay, on a K,, (A\) C K;(A\) C C) et donc
K;(A) = C,. Il reste & démontrer que pour i < ay, on a K;(\) & C), ce qui est garanti par la
minimalité de p.

Précisons ce dernier point. Notons @ = [/, (X — A)*. Le polynéme @ annule I’endomor-
phisme de @A,#\ C) induit par f, puisque (f — \.id)* o Q(f) = 0 et f — A.id est inversible sur
@/\,#\ Cys. Ainsi si on a K; = Cl, alors le polynéme (X — \)'Q annule f, donc il est divisible par
W, et nécessairement i > ay.

ii) La décomposition @ C est une somme de sous-espaces stables, donc x5 = [], Xfo, - Or
pour chaque valeur propre A, X, = (X — A)dmEN puisque (f — A.id)¢, est nilpotent. On a donc
nécessairement dim(C) = by. O

2.46 Application au théoréme de Cayley—Hamilton. La Proposition 2.45 ci-dessus offre en
corollaire le théoreme de Cayley-Hamilton pour les endomorphismes trigonalisables. Pour démon-
trer le théoreme en général, on se rameéne au cas trigonalisable par un argument d’extension des
scalaires comme en 2.15.

Soit donc f € L(E) trigonalisable, et conservons les notations introduites ci-dessus. Pour chaque
X € Sp(f), ax est indice de nilpotence de fo, —A.id € L(C)), donc ay < dim(C)). Puisque d’autre
part by = dim(Cly), on a donc ay < by pour tout A € Sp(f), et ainsi ps|xy. O

2.47 Théoréme (Décomposition de Jordan—Chevalley, aussi dite de Dunford). Soit f € L(E)
trigonalisable. Il existe une unique paire (d,m) d’endomorphismes de E satisfaisant auz quatre
conditions suivantes :

(i) f=d+n;

(ii) d est diagonalisable ;

(iii) n est nilpotent ;

(iv) dn = nd.
De plus, d et n sont tous les deux des polyndmes en f, qu’on sait calculer explicitement.

La condition (iv) de commutativité est aussi importante que le reste; elle assure que les endo-
morphismes d et n sont “compatibles”. Dans ’exemple 2.48, nous allons voir qu’on perd 'unicité
si on retire la condition de commutativité, et que la décomposition vérifiant cette condition est “la
bonne”. Dans la remarque 2.49, nous allons voir que la condition de commutativité assure qu’on
peut trouver une base de F dans laquelle d et n sont tous les deux sous forme normale.

Nous donnerons la preuve du Théoreme 2.47 apres cet exemple et cette remarque.

11
A= (O 2) .
Elle est diagonalisable puisque son polynéme caractéristique est (X — 1)(X — 2) qui est scindé a

racines simples, donc sa décomposition est

A=A+0

2.48 Exemple. Considérons la matrice

ou A est diagonalisable et 0 est nilpotente.
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2.48.1 Remarque. Cet exemple donne de fagon amusante un exemple de deux matrices triangu-
laires supérieures qui ne commutent pas. En effet, posons

1 0 0 1
T1 = <0 2> et TQ = <0 0> .

On a (i) T} diagonalisable, (ii) T» nilpotente, et (iii) A = T} + T». Par unicité de la décomposition,
T1 4+ T» n’est pas la décomposition de A (puisque c’est A+ 0). On a donc nécessairement 77 x Ty #
T5 x Ty. Bien siir, on peut calculer explicitement les deux produits To77 et T175 et voir de ses
propres yeux qu’ils sont différents.

2.49 Remarque. Il existe une base dans laquelle d a une matrice diagonale et n est sous forme
réduite de Jordan. Une telle base est en particulier trigonalisante pour f = d + n.

En effet, considérons la décomposition de E selon les sous-espaces propres Ey\ = E)(d) de d :
E=6 A€Sp(d) E,. Puisque d et n commutent, ces sous-espaces sont stables par n (et donc aussi
par f = d+ n). Pour chaque valeur propre A de d, considérons une base By de E, dans laquelle
la matrice de I'endomorphisme de Ey est sous forme réduite de Jordan. Alors B = (Bx)xesp(d)
est une base de F comme on voulait. En contemplant les écritures de f,d,n dans cette base, on
constate que Sp(d) = Sp(f), et les sous-espaces propres de d sont les sous-espaces caractéristiques
de f, autrement dit Fy(d) = Ci(f).

Ecrivons tout ceci un peu plus explicitement. Appelons Aq, ..., A, les valeurs propres de d, et
pour tout ¢ = 1,...,7, notons E; l'espace propre Ej,(d), B; la base By, fi, d; et n; les endomor-
phismes de F; induits respectivement par f, d et n. Par construction, on a

Matg, (d;) = Ai-Idp, et Matg, (n;) = diag(Je:,.. -, ']C'éi)7
ol la notation J. désigne un bloc de Jordan de taille ¢. Ainsi
Matg, (f;) = diag(Jei (X)), - - Jei, (N),
ou la notation J, désigne J. + A.Id.. Puisque les F; sont stables par f, on a

Matg(f) = cliag(MatB1 (f1),--- ,Matgr(f,.))

:diag(Jc%()\l),...,Jcél (A1), - JC;(/\T),...,JCQ()\T)).
La multiplicité de A\; comme racine de x; est b; = Z;;l c;’-, et comme racine de py est a; =
max(ci, ..., cg) D’aprés le Théoréme 2.38, les tailles ¢f, ..., cg des blocs de Jordan de n; sont

déterminées par les dimensions des noyaux des n¥ = (f — \;.id)g,, k € N.

Les considérations de la remarque précédente contiennent tous les ingrédients nécessaires a la
construction d’une décomposition de Dunford. La preuve ci-dessous en fait la syntheése. Notons
aussi que la remarque précédente contient les arguments pour démontrer le Théoreme 2.52 plus
loin.

Preuve du Théoréme 2.47. On note py € L(E) les projecteurs spectraux; ce sont des polyndémes
en f.On aidg = Z,\esp(f) Py, et donc

f=1ro Z)\GSp(f) DA = Z)\ Apx+ Z)\(f — Aid) o py .
=:d

=n

Manifestement, d et n satisfont aux propriétés (i)—(iv) du Théoreme 2.47, et 'existence d’une
décomposition est bien démontrée. En outre, les d et n que nous avons construits sont bien des
polynoémes en f.
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Montrons l'unicité de la décomposition. Soit (d’,n') une autre paire satisfaisant aux conditions
(i)—(iv). A priori rien ne dit que d’ et n’ sont des polynémes en f. Cependant, d’ commute a lui-
méme et a n’, donc aussi & f = d’ +n'. Puisque d € k[f], d’ commute aussi & d. De la méme facon,
n' commute & n. On en déduit que d’ — d est diagonalisable, et n — n’ nilpotent. Enfin, puisque
d+n=d +n',onad —d=n—n'. Cet endomorphisme est a la fois nilpotent et diagonalisable,
donc il est nul (puisqu’il est nilpotent, 0 est son unique valeur propre, et puisqu’il est diagonalisable
il est donc nécessairement nul ; on peut aussi appliquer la Proposition 2.42). Ainsi d = d’ et n = n/,
ce qui prouve 'unicité. O

2.50 Exemple. Considérons la matrice

-3 -2 -2
A=[-2 0 -1
10 5 6

Son polynome caractéristique est x = (X —1)3, donc A posséde un seul sous-espace caractéristique
C1 = k?, et la décomposition de Jordan—Chevalley de A est

A=1ds + (A —Ids),

ot Ids est diagonalisable et A —Id3 est nilpotente (on peut vérifier par le calcul que (A —1d)? =0;
voir aussi l'exemple 3.41).

2.51 Proposition. Soit f € L(E) trigonalisable. Alors [ est semi-simple si et seulement si il est
diagonalisable.

Le théoréme suivant permet de décider en pratique si deux endomorphismes trigonalisables sont
semblables, voir 2.53.

2.52 Théoréme (Caractérisation des classes de similitude). Soit f et g deuzx endomorphismes
trigonalisables. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f et g sont semblables ;

(ii) pour tout A € k et tout s € N,

dim (ker(f — A.id)*) = dim (ker(g — X.id)*).

La preuve de ce théoreme est la syntheése d’arguments apparaissant plus haut dans la Re-
marque 2.49.

Preuve du Théoréme 2.52. L’implication “(i) = (ii)” est claire ; nous allons démontrer la réciproque.
Gréace au lemme 1.18, il suffit de savoir le faire sous-espace caractéristique par sous-espace carac-
téristique, et sur chaque sous-espace caractéristique nous allons appliquer le critere 2.38.

Soit A € k. Les endomorphismes (f — Aid)¢, (5) € L(CA(f)) et (g — Aid)¢, () € L(Cx(g)) sont
nilpotents ; puisque

ker(f — Aid)" = Cx(f) Nker(f — Aid)* = ker((f — Aid)e, (5

et de méme ker(g — Aid)’ = ker(g — Aid)g, (4, la condition (i) nous dit que la condition (i) du
théoreme 2.38 est vérifiée pour (f — Aid)c, sy € L(CA(f)) et (g — Aid)¢,(g) € L£(Cr(g)). On en
déduit qu'’il existe un isomorphisme ¢y : Cy(f) ~ C\(g) tel que

(f = M)y (5) = @a 0 (9 — Aid) ey (g) © 25

ce qui implique que fc, (5) = ¥r° gc, () © <p;1. On peut alors conclure grace au lemme 1.18 que f
et g sont semblables. O
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2.53. Le critere de similitude du Théoréme 2.52 permet de décider de maniere algorithmique si
deux endomorphismes trigonalisables sont semblables. Faisons-le directement avec des matrices.

On considere A, B € M, (k) et on se demande si elles sont semblables. On commence par
calculer les polynémes caractéristiques x4 et xp. S’ils sont distincts on peut s’arréter tout de
suite, A et B ne sont pas semblables. Si x4 = Xp, on décompose ce polynéme en produit de
facteurs premiers. S’il n’est pas scindé, pour l'instant on ne sait pas répondre a la question et il
faut utiliser des techniques plus élaborées, voir section 3.6.

Supposons donc que x4 = xp est scindé, et I'ensemble de ses racines est {A1,...,A.}. Si
Aek\{A,...,\}, A—Ad et B — AId sont inversibles, donc

dim (ker(A — A\.Id)*) = dim (ker(B — A.1d)*) =0

pour tout s € N. Il faut donc nous concentrer sur Aq, ..., A.. Pour chaque i = 1,...,r, on calcule
successivement les

ks(Ni, A) = dim (ker(A — ;.1d)*)

jusqu’a trouver un so € N tel que kg, (A, A) = ksy+1(Ai, A). On sait alors par la Proposition 2.36
que ks(A;, A) = ks, (N, A) pour tout s > sg. On fait la méme chose pour les

ks(\i, B) = dim (ker(B — A;.1d)®).

Tl n’y a plus qu’a comparer les valeurs obtenues pour les différents ks (A;, A) et ks(\;, B) pour décider
si A et B sont semblables. On retiendra qu’il suffit de calculer un nombre fini de dimensions de
noyaux pour pouvoir conclure.

2.54 Exercice. Soit A, u € k distincts. Donner un représentant de toutes les classes de similitude
de matrices de M (k) dont le polynéme minimal est (X —\)?(X — ). Bien justifier que les matrices
que vous donnerez sont deux a deux non semblables.

Voir aussi Exercice 3.47 pour des questions du méme goiit.

3 — Synthese

3.1 — Sous-espaces cycliques

3.1 Définition. Soit f € L(FE) et € E. On appelle sous-espace cyclique associé a x, noté F,, le
plus petit sous-espace vectoriel de F stable par f et contenant .

On appelle polynome minimal local de f en z, noté w,, le générateur unitaire de 'idéal {P €
K[X] | P(f)(x) =0}

Pour commencer, notons qu’il existe effectivement un élément minimal pour l'inclusion dans
I’ensemble des sous-espaces stables par f contenant x, puisque “étre stable” et “contenir z” sont
deux propriétés stables par intersection. Ainsi, on a

F, = ﬂ F.

F stable par f
et z€F

3.2 Proposition. Soit f € L(E) et x € E. Le polynome minimal Wy, de ’endomorphisme
fr, € L(F,) induit par | sur le sous-espace cyclique de x est le polyndme W, polynéme minimal
de f en x.

Preuve. On a wy. (fr,) =0, donc uy, (fr,)(x) = wy. (f)(z) =0, et ainsi pg|uy, .
Réciproquement, ker p, (f) est un sous-espace stable par f qui contient z, donc F, C ker p,(f).
Autrement dit, u.(fr,) =0, et wr, |Ho-
On a finalement bien py, = W, puisque ces deux polynomes sont unitaires. O
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3.3 Proposition. Soit x € E. On note p = deg(i,) et
gy = Xp+ap71XP—1 + -+ ap.
Alors la famille (z, f(x),..., fP~1(x)) est une base de F,.

Preuve. On a nécessairement = € F,,. Puisque F, est stable par f, on a donc aussi f(x) € F,
puis f(f(x)) = f?(x) € F,, et ainsi par récurrence f*(x) € F, pour tout k¥ € N. On a donc
Vect(f*(z),k € N) C F,. D’autre part Vect(f*(z),k € N) est manifestement un sous-espace
vectoriel de F, stable par f et contenant x, donc par minimalité de F, on a aussi I'inclusion inverse
F, C Vect(f*(z),k € N), et finalement F, = Vect(f*(z),k € N).

Montrons par récurrence sur k € N que f¥(x) est combinaison linéaire de z, f(x), ..., fP~1(x).
Si k < p—1 cest trivial. Si k > p, on suppose f*~!(z) combinaison linéaire de z, f(z),..., fP~(z)
par hypothése de récurrence. Alors f*(z) = f(f*~!(z)) est combinaison linéaire de f(z), f(z), ..., fP(z).
Puisque

e (F)(@) = f7(@) + apr f7H @) + -+ aoid(z) = 0,

fP(x) est combinaison linéaire de x, f(x),..., fP~1(x), et finalement f*(x) est bien combinaison
linéaire de z, f(x),..., fP~!(x). Ceci démontre que (z, f(z),..., fP~(z)) engendre F,.
Montrons maintenant que cette famille est libre. Soit o, ..., a,—1 € k tels que

QT + -+ ap_ 1 fP ) = 0.

Alors le polyndéme g + - - - + a1 XP~! appartient a 'idéal {P € k[X] | P(f)(z) = 0}, donc il est
divisible par p,. Puisque deg(u,) = p, ceci impose que g = -+ - = a,—1 = 0. O

3.4. Ecrivons la matrice C, de fr, € L(F,) dans la base (z, f(x),..., fP"*(z)) (on conserve les
notations introduites ci-dessus). Pour k < p — 1 on a f(f*(z)) = f¥*(z) (pour k > p — 1 aussi,
d’ailleurs!), tandis que pour k = p on a la relation observée ci-dessus

fP(x) = fap_lfpfl(os) — - — apid(x).
On a donc
0 —ap
=1
0 —Qp—2
1 —ap—1

En particulier, on a pc, = Wy, , et donc d’apres la Proposition 3.2,
(3.4.1) He, = He = XP +ap 1 XP7' 4+ 4 ag.

3.5 Définition. Soit P = XP+a, 1 XP 1+ +a; X +ag € k[X] un polyndome unitaire de degré
p. On appelle matrice compagnon de P la matrice

0 —ap
Comp(P)= |1 C | e M)
' 0 —ap—2
1 —ap—1

3.6 Proposition. On a Xcomp(P) = Hcomp(p) = P-
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Preuve. L’affirmation sur le polyndme minimal a été démontrée ci-dessus, voir (3.4.1). Pour démon-
trer 'autre identité, nous allons calculer explicitement le polyndéme caractéristique de la matrice
Comp(P). On développe det(X.Id, — Comp(P)) par rapport & la derniére colonne :

X
-1 X

-1X 0 -1 X
Xc, = Z(*l)kﬂ’ak—l . 10X + (X +ap_1)-
— -1 X
-1 X
-1

p—1
=Y (=) Pap_y - ()P EXFTN 4 (X +ap) - XPT
k=1

p—2
=> apXF +a, 1 X7+ XP
k=0

comme il fallait. O

Le développement par rapport a la derniére colonne effectué ci-dessus peut éventuellement
nécessiter plusieurs tentatives avant d’étre réussi. Il est un peu moins acrobatique de faire une
récurrence sur p en développant par rapport a la premiere ligne. Nous recommandons plutot cette
seconde méthode en conditions de stress.

3.2 — Sous-espaces caractéristiques

Avant de définir les sous-espaces caractéristiques, nous allons démontrer deux énoncés reliant
les polynoémes caractéristiques et scindés.

Le premier est le fameux théoréme de Cayley—Hamilton. La preuve donnée ici est directe, en ce
qu’elle ne passe pas par un argument d’extension des scalaires pour se ramener au cas trigonalisable.
Cette preuve due a Frobenius est la premiére qui ait été donnée du théoreme de Cayley—Hamilton
en toute généralité : Cayley ne I’avait démontré que pour des matrices de taille 2 ou 3, et Hamilton
pour certaines matrices de taille 4 en utilisant “ses” quaternions.

Le second résultat a lui aussi été démontré précédemment avec I’hypothése supplémentaire que
f est trigonalisable, c’est le Lemme 2.10.

3.7 Proposition. Soit f € L(E).
(i) Le polynome minimal s divise le polynome caractéristique X .
(ii) Les polynomes Wy et Xy ont les mémes facteurs irréductibles.

Preuve. Pour montrer (i) il suffit de démontrer que X, annule f, ou de maniére équivalente que
Xf(f)(z) = 0 pour tout z € E. Soit x € E. On considere le sous-espace cyclique F, associé a x.
Puisqu’il est stable par f, x, divise x; (Proposition 1.45). D’autre part, il résulte des résultats
de la section 3.1 que xf, = W, le polynéme minimal de f en . On a donc x, (f)(z) = 0, et par
suite X ;(f)(z) = 0 comme on voulait.

Pour démontrer (ii), maintenant qu’on sait que py divise Xy, il suffit de démontrer que tout
facteur irréductible de Xy est nécessairement facteur irréductible de py. Faisons-le par récurrence
sur la dimension de E. Si dim(E) = 1 le résultat est vrai car py et xy sont tous les deux de
degré 1. Si dim(F) > 2, considérons 2 € E non-nul et F, le sous-espace cyclique associé. On
aXf = Xfe, Xfp,» €0 Hfp, €0 Hp, divisent tous les deux py (Propositions 1.45 et 2.12). Soit P
polynome irréductible divisant xy. Puisqu’il est irréductible il divise Xy, ou X, - Si P divise
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Xfr,, alors puisque Xy, = Wy, (voir section 3.1), P divise puy, , et donc py comme il fallait
démontrer. Si P divise X, , il divise gz, par hypothese de récurrence (on a choisi « # 0, donc
F, 2 {0}, et ainsi dim(E/F,) < dim(FE)), et donc aussi ;. O

3.8 Sous-espaces caractéristiques. On appelle Irr C k[z] 'ensemble des facteurs irréductibles

de x et/ou p. On note
— ap _ bp
H= HPEIrr P et X= HPEIrr L

Les sous-espaces caractéristiques de f sont les Cp = ker(P‘“’ (f)) pour P € Irr. D’apres le lemme
des noyaux, on a la décomposition

(3.8.1) E= @Pem Cp

en somme de sous-espaces stables par f, et par tout endomorphisme commutant a f. Les projecteurs
spectraux sont les projecteurs relativement a cette décomposition, et ce sont des polynémes en f
que l'on sait calculer explicitement.

3.9 Proposition. Soit P facteur irréductible de x et/ou p. On utilise les notations introduites
ci-dessus.

(i) L’entier ap est caractérisé par le fait que PP est le polynome minimal de ’endomorphisme
induit fo, sur le sous-espace caractéristique Cp.

(ii) L’entier bp est dim(Cp)/ deg(P).

Preuve. On considére pour chaque facteur irréductible P de p 'endomorphisme fo, € L(Cp)
induit sur le sous-espace caractéristique associé a P. Par définition de Cp, le polynéme P®? annule
fcp. Puisque P est irréductible, on en déduit qu’il existe un entier naturel af < ap tel que
Hfcp = per.

Puisque la décomposition en sous-espaces caractéristiques est une décomposition en sous-
espaces stables, on a par la proposition 2.12

ws = ppem(pyse,,, P € Irr)
=11.. P
Peclrr

Par unicité de la décomposition en produit de facteurs irréductibles (c’est la factorialité de k[X]),
on a donc a’» = ap pour tout P € Irr, ce qui prouve (i).

Pour chaque P € Irr on a pg,, = P“/P7 donc il existe b, € N tel que Xfop = Pt par la
proposition 3.7, partie (ii). En regardant le degré, on voit que b, = dim(Cp)/deg(Cp). Enfin,
a nouveau grace a la décomposition en sous-espaces caractéristiques, on a x5 = [[pcp, Xfop =
I perm PbIP7 donc a nouveau par unicité de la décomposition en produit de facteurs irréductibles,
on a by = bp, ce qui prouve (ii). O

3.3 — Simplicité et semi-simplicité

Nous revenons ici sur les notions de simplicité et semi-simplicité (et b-semi-simplicité) intro-
duites et étudiées en section 1.3. Nous allons notamment donner des caractérisations de la simplicité
et semi-simplicité en termes des polynoémes caractéristique et minimal.

Pour mémoire, nous avons convenu en section 1.3 qu'un endomorphisme est semi-simple s’il
est somme directe d’endomorphismes simples, et b-semi-simple s’il possede la propriété que tout
sous-espace stable possede un supplémentaire stable. Nous avons montré que la semi-simplicité et
la b-semi-simplicité sont deux propriétés équivalentes, nous allons le redémontrer ici.

3.10 Proposition. Soit f € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f simple;
(ii) le polynome caractérisique Xy irréductible.
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Preuve. Supposons f simple, et montre que ceci impose a xy d’étre irréductible. Soit S, T € k[X]
tels que x5y = ST. On a S(f)T(f) = 0, donc S(f) ou T'(f) a un noyau non-nul. Disons que c’est
S, et soit x € ker(S(f)) non nul. Par simplicité de f, F} le plus petit sous-espace stable contenant
x est E tout entier, donc deg(p;) = n (on utilise les notations de la section 3.1). Ceci implique
deg S > n, et donc T € k. Ceci prouve que X est irréductible.

Si au contraire f possede un sous-espace stable non-trivial F', alors ¥, est diviseur strict de
X, puisque deg(x ) < deg(xs), donc x n’est pas irréductible. O

3.11. En particulier, la proposition 3.10 nous dit que si k est algébriquement clos, alors les seuls
endomorphismes simples sont les homothéties d’une droite. (En effet, si k est algébriquement clos les
seuls polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1). Dans ce cas, les endomorphismes semi-
simples, qui par définition sont sommes directes d’endomorphismes simples, sont nécessairement
diagonalisables.

Remarquons au passage que Le caractere simple dépend du choix du corps de base. Pour
Iillustrer, considérons I’endomorphisme associé a la matrice

Ry — (cos § —sin 9)

sinf  cos@

(6 € R non congru & 0 modulo 7). L’endomorphisme de R? associé & cette matrice est simple (voir
exemple 1.20, mais I’endomorphisme de C? associé a la méme matrice n’est pas simple (il a deux
sous-espaces propres de dimension 1).

3.12 Proposition. Soit f € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f est b-semi-simple ;
(i) aucun carré non constant ne divise le polynéme minimal piy.

Preuve. Montrons “(i) = (ii)”. Soit 7' facteur irréductible de . Il s’agit de montrer que T ne
divise pas . Pour cela, considérons C% := ker(T(f)).” C’est un sous-espace stable par f. Si f
est b-semi-simple, C% posséde un supplémentaire stable F. L’endomorphisme T'(f)r € L(F) est
injectif puisque

ker(T(f)r) = ker(T(f)) N F = {0} ;

il est donc inversible pour raisons de dimension. On en déduit que 7" et ps, sont premiers entre
eux, et donc 7T ne divise pas y,. Puisque T'- s, annule f, ps divise T - piy,., et donc T2 ne divise
pas s, comme il fallait démontrer.

Montrons que réciproquement, “(ii) = (i)”. Ecrivons wg =Ty --- T}, ot les T; sont irréductibles
deux a deux non proportionnels, et considérons la décomposition en sous-espaces caractéristiques
E=0C & - &C, et les projecteurs spectraux ps,...,p, (pour tout ¢ = 1,...,7, on note C; =
ker(T;(f))). Soit F' un sous-espace stable par f. Puisque les p; sont des polynémes en f d’apres le
lemme des noyaux, chacun laisse F stable. On en déduit la décomposition

(3.12.1) F=FnC)® @ (FnC,).

On va montrer que chaque F N C; posseéde un supplémentaire G; dans C; stable par f, ou de
maniére équivalente par fo,. Alors G := @ G; sera un supplémentaire de F' dans E stable par f,
et on aura gagné.

Pour montrer I’existence d’un supplémentaire stable a F'N C; dans C;, on utilise un argument
un peu baroque. Soit k; := k[X]/(T;) ; puisque T; est irréductible, k; est un corps. L’opération de
composition externe

(A,2) €k x C; = Ax = A(f)(x)

7. attention, en général ce n’est pas le sous-espace caractéristique associé a T'; justement ¢a l’est si et seulement
si T2 ne divise pas p.
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munit le k-espace vectoriel C; d’'une structure de k;-espace vectoriel. On observe que les k;-sous-
espaces vectoriels de C; correspondent ensemblistement aux k-sous-espaces vectoriels de C; qui
sont stables par f. Ainsi F'NC; est un k;-sev de C;. On lui choisit un k;-supplémentaire : ¢’est un
k-sev de C; supplémentaire a F'N C; qui est stable par f, et nous avons donc trouvé notre G;. O

3.13 Remarque. Il est toujours vrai, sans condition sur f, que tout sous-espace stable F' se
décompose selon les sous-espaces caractéristiques comme en (3.12.1).

On peut le voir en appliquant le méme argument que dans la preuve ci-dessus, ou bien de la
maniére suivante. On consideére py = [[ P la décomposition du polynéme minimal en produit
de facteurs irréductibles. Le polyndme s est annulateur aussi pour I’endomorphisme induit fr €
L(F), et donc on obtient par le lemme des noyaux

F= @ker(Piai(fp)),

qui est exactement la décomposition cherchée puisque ker(P/(fr)) = F Nker(P (f)).
En revanche, il est grossiérement faux que pour une décomposition arbitraire £ = @ H; on a
F = @(F N H;). Nous 'avons déja observé en 2.29.1.

3.14 Corollaire. Soit f € L(E) b-semi-simple. Alors pour tout sous-espace F stable par f, l'en-
domorphisme induit fr € L(F) est b-semi-simple.

Preuve. Puisque f est semi-simple, py est sans facteur carré. Comme iy, divise py, il est lui aussi
sans facteur carré, et donc fr est lui-méme b-semi-simple. O

3.15 Proposition. Soit f € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f est semi-simple;
(ii) f est b-semi-simple.

Preuve. Supposons pour commencer que f est semi-simple. Alors par définition il existe une dé-
composition E = @,_, F; en sous-espaces stables telle que pour tout ¢ = 1,...,r, Pendomorphisme
induit fr, € L(F;) est simple. D’apres la proposition 3.10, le polynéme caractéristique Xfr, €st un
polynome irréductible P;. On a donc py, = P; d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton. Pour
conclure,

wy =ppem(pyp .-, Byp ) = ppem (P, ..., B)

est sans facteur carré puisque Py, ..., P, sont irréductibles. D’apres la proposition 3.12, ceci prouve
que f est b-semi-simple comme il fallait démontrer.

Réciproquement, nous allons démontrer par récurrence sur n = dim(E) > 0 que tout endomor-
phisme de F b-semi-simple est semi-simple. Si n = 0, le résultat est trivial. Supposons donc n > 1
et le résultat démontré pour tout n’ < n. Soit f € L(F) b-semi-simple. Si f est simple, il n’y a
rien & démontrer. Sinon il existe F sous-espace stable par f tel que

(3.15.1) 0 < dim(F) < dim(E).

Puisque f est b-semi-simple, il existe un supplémentaire F’ de F stable par f. Les inégalités (3.15.1)
entrainent des inégalités identiques pour dim(F”), et on peut donc appliquer ’hypothése de récur-
rence & fr € L(F) et frr € L(F') qui sont tous les deux b-semi-simples d’apres le corollaire 3.14.
On en déduit qu’il existe des décompositions F = @;_, F; et F' = @;_, F en sous-espaces stables
par fr et fp repectivement, telles que les fr, et fFi/ sont simples. Finalement,

E= (@::1 F)e® (@;1 F)

est une décomposition de F en somme directe de sous-espaces stables par f tels que les endo-
morphismes induits sur chaque terme de la somme sont tous simples. Ceci prouve bien que f est
semi-simple. [
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3.16. Les endomorphismes qui ne sont archétypiquement pas semi-simples sont les nilpotents (non
nuls). Pour ceux-1a, X?|py (sauf si f = 0), et le noyau est un sous-espace stable sans supplémentaire
stable (voir la preuve de la proposition 2.42.

A contrario Varchétype de I’endomorphisme semi-simple est I’endomorphisme diagonalisable.
D’ailleurs, la preuve donnée ci-dessus du fait que si p est sans facteur carré alors f est semi-simple
est parallele a celle du fait que les diagonalisables sont semi-simples; la différence est que dans le
cas diagonalisable, on a k; = k et donc 'argument baroque est invisible (mais bien 1a tapis dans
lombre).

Nous avons évoqué a plusieurs reprises le fait que les endomorphismes semi-simples sont es-
sentiellement ceux qu'’il est possible de diagonaliser quitte a étendre les scalaires. Pour que ce soit
tout-a-fait vrai, il faut faire une hypothese sur le corps de base k.

3.17 Rappel de théorie des corps. Un corps k est parfait si tout polynéme irréductible de
k[X] est scindé & racines simples dans une extension de décomposition.

Pour illustrer la notion, le mieux est sans doute de donner un exemple de corps qui n’est pas
parfait (le lecteur doute peut-étre du fait qu'une telle horreur puisse exister). Soit k un corps de
caractéristique p > 0 tel qu’il existe a € k qui n’est pas une puissance p-ieme : on écrit alors
a & kP.8 Nous allons voir que le polynéme X? — o € k[X] est irréductible, mais que c’est une
puissance p-iéme dans toute extension de décomposition. Considérons une extension k’ de k dans
laquelle o posséde une racine p-ietme 3 € k’. Alors

XP—a=XP—pF = (X —B)

dans k’[X].

Reste & voir que XP — « est irréductible dans k[X]. Dans k'[X], X? — & a un unique facteur
irréductible, X — §. Soit P € k[X] facteur irréductible de X? — . Il existe un entier ¢ € [1,p] tel
que, dans k'[X],

P=(X-p)1=X9—¢3X7  +...

Puisque 8 ¢ k et P € k[X], on a nécessairement ¢ = 0, et donc ¢ = p. Ainsi 'unique facteur
irréductible de X? — o dans k[X] est X? — o lui-méme, comme il fallait démontrer.

Un exemple explicite réalisant la situation ci-dessus est le suivant. On prend k = F,(T), le
corps des fractions rationnelles & coefficients dans F, = Z/pZ, p premier, et o« =T

On retiendra (nous ne le démontrerons pas ici) que les corps parfaits sont exactement les corps
de caractéristique 0, et les corps de caractéristique p > 0 tels que kP = k. Cette derniere catégorie
inclut tous les corps finis.

3.18 Proposition. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie, et f € L(E).

(i) Si k est algébriquement clos, alors [ semi-simple < f diagonalisable.

(ii) Si k est parfait, alors M € M, (k) est semi-simple si et seulement si elle est diagonalisable
dans une extension finie de k.

Preuve. D’apres les propositions 3.12 et 3.15, f est semi-simple si et seulement si son polyndéme
minimal py est sans facteur constant. Si k est algébriquement clos, les irréductibles de k[X] sont
les polynomes de degré 1, et cette condition équivaut a ce que uy soit scindé a racines simples, et
donc & ce que f soit diagonalisable. Ceci prouve (i).

Montrons (ii). S’il existe k’ extension de k telle que le polynéme minimal de M est scindé &
racines simples sur k', alors puys est sans facteur carré dans k’[X] et donc a fortiori dans k[X]. On
en déduit que M est semi-simple.

Réciproquement, si M € M,, (k) est semi-simple, alors il existe Py, ..., P, € k[X] irréductibles
deux & deux non proportionnels tels que pwy; = P; - - - P.. Considérons une extension k' de k dans
laquelle Pi,..., P, sont tous décomposés. Puisque k est un corps parfait, Py,..., P, sont tous

8. attention a ne pas confondre avec le produit cartésien p-fois de k, que nous notons de la méme facon...
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scindés & racines simples sur k’. Comme de plus ils sont deux & deux premiers entre eux, le produit
Py - - P, est lui-méme scindé a racines simples sur k’. On en déduit que M est diagonalisable dans
M., (k’), comme il fallait démontrer. O

3.19 Corollaire. Si M est une matrice définie sur un corps parfait, alors le caractére semi-simple
ou non est invariant par extension des scalaires.

Preuve. D’apres la proposition précédente, la matrice M est semi-simple si et seulement si elle est
diagonalisable sur une cloture algébrique de k. Cette condition ne change pas quand on passe &
une extension k' de k. O

3.20 Exemple. Si en revanche k n’est pas parfait, I’énoncé du corollaire ci-desssus est faux en
général. Considérons par exemple la matrice compagnon

Comp(X? —T) € Mp(Fp(T))

pour p premier. Son polynéme caractéristique est XP — T qui est irréductible (voir 3.17 ci-dessus),
donc cette matrice est simple, et a fortiori semi-simple. En revanche, son polynéme minimal est
(X — S)? dans lextension k' = k[S]/(S? — T) de k, et sur k’ cette matrice n’est pas semi-simple,
et encore moins diagonalisable.

3.4 — Structure de ’algébre k|[f]

3.21 L’algebre k[f]. On a déja vu en 2.5 qu’elle est isomorphe & k[X]/(pf), donc de dimension
finie deg py sur k.

Parmi ses « propriétés globales », outre sa dimension il faut citer son commutant dans L£(FE),
i.e. ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f. Ceci s’identifie naturellement &
Pespace des endomorphismes de F comme k[X]-module :

Comg gy (f) = Endyx) (Mg, f)

(source : [?, Vol. 2, 11.2]).

3.22. La premie¢re chose a dire c’est que, notant py = [[7;" la décomposition en produit de
facteurs irréductible, on a par le lemme chinois

(3.22.1) kf] = D KIX)/(T7),

qui présente un parallele évident avec la décomposition en sous-espaces caractéristiques.
Sans expliciter beaucoup plus cette décomposition, on peut déja prouver les deux énoncés
suivants.

3.23 Semi-simplicité et nilpotents. L’endomorphisme [ est semi-simple ssi l'algébre k[f] n’a
pas d’élément nilpotent non-nul.

Preuve. Le point clef est que semi-simple < aucun carré non constant ne divise . Ainsi, vu
la décomposition (3.22.1), il s’agit de se convaincre que k[X]/ (T“), T irréductible, possede des
nilpotents non-triviaux ssi a > 1.

Si a > 1, T est un nilpotent non-nul. Si @ = 1, soit F un nilpotent : il existe s > 1 tel que

F* =0,i.e. T|F*. Comme T irréductible, par le lemme de Gauss ceci implique T|F, i.e. F =0. O
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3.24 Idempotents et projecteurs sur les sous-espaces caractéristiques. Les idempotents
de Ualgébre K[f] sont les (sommes de) projecteurs sur les sous-espaces caractéristiques.

Autrement dit, pour tout g € k[f] tel que g*> = g, il existe I C [1,7] tel que g = > icr Dis ot
P1,- .., Pr Sont les projecteurs sur les sous-espaces caractéristiques de f.

Preuve. Soit g € k[f] idempotent. Puisque g> = g, g est un projecteur, et puisque g est un polynome
en f, il laisse stable chacun des sous-espaces caractéristiques de f. Nous allons démontrer que pour
chaque T facteur irréductible de ps, ’endomorphisme induit gc,. est 0 ou ide,., ce qui démontrera
le résultat annoncé.

Ainsi, il suffit de démontrer que pour f de polyndéme minimal py = 7%, T irréductible, tout
g € k[f] idempotent est 0 ou id. Il existe A € k[X] tel que g = A(f). Si A est premier & T, alors
il est premier & T* = py, donc g = A(f) est un isomorphisme. Puisque c’est un projecteur, on a
nécessairement g = id. Si a contrario T divise A, alors py divise A* et donc g* = 0. Puisque g est
idempotent, g* = g, et donc g = 0 dans ce cas. O

Il est bon néanmoins d’explorer plus en profondeur les relations entre la décomposition de k[ f]
donnée par 'isomorphisme chinois et la décomposition de E donnée par le lemme des noyaux.

3.25 Isomorphisme chinois. Soit Pi,..., P. des polyndémes deux a deux premiers entre eux.
L’application

k[X]
(P---P,)

K[X]
1<i<r (PZ)

© (A mod P1~-~Pr) S — (A mod Pi)lgigr S H
est un isomorphisme de k-algebres.

Posons Q; = H#i P; pour tout ¢ = 1,...,r. Les polynémes (); sont premiers entre eux dans
leur ensemble comme on ’a vu lors de la preuve du lemme des noyaux. Ils sont donc liés par une
relation de Bezout : il existe Uy, ..., U, € k[X] tels que

U1+ -+ U,.Q, =1.
L’application
’l/) : (A1 mod Pi)lgigr — UlQlAl + -4 UrQrAr mod P1 . 'Pr

est le morphisme de k-algebres réciproque de .

Preuve. On laisse au lecteur le soin de vérifier que 'application ¢ est bien définie, et est un
morphisme de k-algebres. Montrons que ce morphisme est injectif : Soit A € ker(yp). Pour tout
1 =1,...,7r, A mod P; est nul, autrement dit A est divisible par P;. Puisque les P; sont deux
4 deux premiers entre eux, A est donc divisible par Pi,...,P,, autrement dit A = 0. Ceci
suffit pour conclure que ¢ est un isomorphisme, puisque les deux algebres k[X] / (Py---P.) et

[licicr (k[X]/(P;)) sont de dimensions égales
deg(Py -+ Py) = deg(P1) + - -+ + deg(F).

Le fait que ¥ soit le morphisme réciproque de ¢ prouvera explicitement la surjectivité de .
a propos de I'application v, commencons par montrer qu’elle est bien définie : soit A; et B;
deux polynoémes congrus modulo P;. Alors il existe K; € k[X] tel que B; — A; = K, P;, et donc

U;QiB; — U;Q;A; = K;PiQ; = K;P, - P,,

autrement dit U;Q;A; et U;Q;B; sont congrus modulo P --- P. comme on voulait démontrer.
Ensuite montrons que ¥ est un morphisme de k-algebres : toutes les vérifications sont élémentaires
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(donc laissées au lecteur), sauf peut-étre celle de la multiplicativité, qui fonctionne comme suit.
Soit A17Bl, - ,AraBr S k[X] On a?

¢((A1, ooy Ar) - (B, ..., BT)) =¢(A1By,...,A.B,)
= UlQlAlBl + -+ UT’QTA’I‘BT

et
Ay, Ay 0(By,.. . B = Y UiQiA; - U;Q;B;.

1<i, j<r

Sii# j, Q;Q; est nul modulo P; --- P, donc en fait

W(AL,. A (B, B = Y (UiQi)2AB:.

1<igr
Enfin, pour tout ¢ = 1,...,7, en multipliant la relation de Bezout par U;Q; il vient
U;Q; = Z U;Q:U;Q; = (U;Q:)?,

1<gsn

ou la dernicre égalité est donnée a nouveau par le fait que Q;Q; est divisible par P, --- P, si i # j.
Finalement on a donc bien

(AL A) By By = Y (UiQi)*AiBi = ) UiQiAiB;

1<igr 1<igr

=Y((A1,...,4) - (By,..., By)).
Il reste & voir que les morphismes ¢ et ¥ sont réciproques 'un de 'autre. Pour A € k[X] on a
Yop(d)=(UhQi+ - +UQr)A= A,
et pour Ay,..., A, € k[X],

pou(Ar,..., A) = (U1@QiAr + -+ UpQp Ay mod Pi)icic,
= (U;QiA; mod Pi)i<i<r
= (4; mod P,)1<i<r,

ou la derniere égalité est donnée par le fait qu’en réduisant I'identité de Bezout modulo P;, il vient
U,Q; = 1. O

3.26 Projecteurs spectraux. On constate que les projecteurs spectraux sont les éléments de
k[f] qui dans la décomposition (3.22.1) s’écrivent (0,...,1,...,0). Pour cela, on relit 'expression
des projecteurs spectraux comme polynoémes en f fournie par la preuve du lemme des noyaux 2.18,
puis celle du morphisme réciproque 1 ci-dessus.

On en déduit une autre preuve de la caractéristation des idempotents de k[f].

Seconde preuve de 3.24. 1l s’agit de montrer que pour 7" € k[X] irréductible,les idempotents de
K[X]/(T*) sont 0 et 1. A est idempotent ssi

A? = Amod T* & T*|A(A 1)
S TYYAouT(A-1)

car T irréductible et A et A — 1 premiers entre eux. O

9. pour alléger les notations, on confond polyndémes et classes de congruences, c’est dans notre intérét a tous
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3.5 — Endomorphismes cycliques

3.27 Définition. On dit qu'un endomorphisme f € L(FE) est cyclique s'il existe un vecteur = € E
tel que le plus petit sous-espace stable par f contenant x est E tout entier.

On rappelle (voir section 3.1) que le plus petit sous-espace stable par f contenant x s’appelle
le sous-espace cyclique associé a x, et nous le notons F,.

D’apres les résultats de la section 3.1, f est cyclique si et seulement si il existe une base de F
dans laquelle f est donné par une matrice compagnon ; cette matrice compagnon est nécessairement
associée au polyndme caractéristique x .

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme soit cy-
clique, mais avant cela examinons a la main le cas des endomorphismes nilpotents et diagonalisables.

3.28 Exemple. Soit f € L£(F) nilpotent. Pour tout vecteur z € E, soit i le plus petit entier tel
que

x € Ki(f) = ker(f*).
Alors pu, = X', et le sous-espace cyclique F, a dimension i. On en déduit que f est cyclique si et
seulement si son indice de nilpotence est égal a la dimension de E.

Le fait que p, = X° résulte des arguments donnés dans la preuve du Théoréme 2.38 : par mi-
nimalité de ¢, T € K;/K,_1 est non-nulle, donc ﬁ(f) = f(z) € K;—1/K;_o est non-nullesi ¢ > 1. On
montre ainsi par récurrence que T, f(z), ..., fi~1(z) sont tous non-nuls dans K; /K; 1, K;_1/K;_1,.
respectivement. On en déduit par le lemme 1.34 que la famille x, f(z), ..., fi=1(x) est libre, et donc
deg , > 4. Puisque fi(z) =0, on en déduit p, = X* comme on voulait.

3.29 Exemple. Soit f € L(F) diagonalisable. On note A1, ..., A, ses valeurs propres deux & deux
distinctes, et 1, ..., E, les sous-espaces propres correspondants. Pour tout vecteur x € E, on a la
décomposition
r=x1+ -+ x

selon la décomposition E = @)_, E;. Alors F,, = Vect(x1,...,z,) a dimension au plus r (égale au
nombre de x; non-nuls). On en déduit que f est cyclique si et seulement si tous ses sous-espaces
propres sont de dimension 1, autrement dit si son polynéme caractéristique est scindé a racines
simples.

Pour montrer que F, = Vect(xy,...,2,), nous proposons deux méthodes. Dans les deux cas,
Ol commence par remarquer que Vect(ml, ..., ) est un sous-espace stable contenant x, donc on
a l'inclusion F, C Vect(zy,...,z,). La premiére méthode pour montrer 'inclusion inverse est de
se souvenir que d’apres la Proposition 2.29, tout sous-espace F' stable par f est de la forme

}?’:}7169...69}«17

ou chaque F; est un sous-espace arbitraire de 1’espace propre E;. On en déduit que tout sous-
espace stable par f contenant Vect(z1,...,z,) est de la forme Vect(x;,,...,2;,), avec 1 < i1 <
-+ <5 < 7. Siun tel sous-espace est contenu strictement dans Vect(x1, ..., z,), c’est qu’il existe
io € [L,r] \ {ir,... is} tel que z;, # 0, et dans ce cas Vect(z,,...,z;,) € €D, 4, Ei ne peut pas
contenir x, puisque = € €p, 2io Fi car @i, # 0. On en déduit que le plus petit sous-espace stable
par f contenant x est Vect(z1,...,z,) comme il fallait démontrer.

L’autre fagon de faire consiste & démontrer par un calcul explicite que

Vect(z, f(z),..., " (z)) = Vect(z1,...,z,),
ce qui implique Vect(zy,...,2,) C F, et permet donc de conclure. Le calcul est le suivant :

xr = xry+ -+ T
flx)= Mzi+4+-+ Ma,

) =Xty A
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1l implique aussitot I'inclusion Vect (Jc, fx),..., fT_l(x)) D Vect(x1,...,x,), et 'inclusion inverse
vient du fait qu'on peut inverser le systéme ci-dessus, la matrice de Vandermonde V(Aq,..., )
étant inversible dans la mesure ou les valeurs propres Ai,..., A, sont deux a deux disjointes.

3.30 Proposition. Pour tout f € L(E), il existe un vecteur © € E tel que py = py.

Preuve. On écrit la décomposition en produit de facteurs premiers = P™ ... P% du polyndéme
f 1 r
minimal, et on regarde la décomposition en sous-espaces caractéristiques

E=C®---0C,.

Pour chaque ¢ = 1,...,r, il existe un z; € C; tel que p,, = P{"". En effet, pour tout x € C,
Wy | P car P annule I’endomorphisme fo, € £(C;) induit par f, donc il existe a(x) tel que

7

Uy = Pia(m). Si pour tout x € C; on a a(x) < a;, alors Piaifl(fci) = 0, et ceci contredit le fait que
P est le polyndéme minimal de f¢, (voir Proposition 3.9).

Ensuite x = x1 + - -+ 4+ x,- convient car pour tout @ € k[X] :

QUN(@) =Q(f)(@1) + -+ Q(f)(ar) =0 Q(f)(z1) = -+ = Q(f)(zr) =0,

puisque Q(f)(x;) € C; pour tout i, et les sous-espaces caractéristiques sont en somme directe. On
a donc

Q(f)(z) =0 < P",..., P! divisent Q
= PP Q,

autrement dit g, = Pj"* --- P% = gy comme on voulait. O

3.31 Proposition. Soit f € L(E). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f cyclique;
(i) Xs = wy-

Preuve. (i) = (ii). Cette implication est une traduction du fait qu'une matrice compagnon Comp(P)
a polynomes caractéristique et minimal tous les deux égaux a P, voir le lemme 3.6.

(ii) = (i). D’apres la proposition 3.30, il existe x tel que p, = py; on a donc W, = Xy puisque
Xf = 1y. Du coup, dim F; = degu, = degxy = dim F, et donc £ = F. O

On retrouve bien avec ce critére a quelle condition un endomorphisme nilpotent ou diagonali-
sable est cyclique, voir les exemples 3.28 et 3.29.

3.32. Le fait qu'un endomorphisme a polynéme caractéristique scindé a racines simples (en parti-
culier, diagonalisable) soit cyclique nous dit que les deux matrices ci-dessous sont semblables si et

seulement si A1,...,\, sont deux a deux distincts, ce qui ne semble pas évident a priori.
A1 0 (—1)”710%
1 .
et ,
. 0 —02
)\n 1 g1
ou o1,...,0, sont les fonctions symétriques élémentaires en Aq,...,A,. Plus généralement, on

obtient le résultat suivant en appliquant les Propositions 3.30 et/ou 3.31.
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3.33. Soit Q1,...,Q, € k[X]. Les deux matrices

diag(comp(Ql)ﬂ e Comp(Qr)) et Comp(Ql e Qr)

(la premiére est une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont les matrices com-
pagnons Comp(Q1),...,Comp(Q,)) sont semblables si et seulement si @1,...,Q, sont deux a
deux premiers entre eux. Un cas typique ol cette condition est vérifiée est si Q; = P pour tout
t=1,...,r,ou Pp,..., P. sont des polynémes irréductibles deux a deux non proportionnels, et
ai,...,a, € N.

Pour prouver notre affirmation, commencons par observer qu’une matrice est semblable a la
matrice compagnon Comp(Q; ---@,) si et seulement si c’est la matrice d’'un endomorphisme cy-
clique de polynéme minimal Q7 ---Q,. Or la matrice de gauche est la matrice d’'un endomor-
phisme f de kN, N = 2;1 deg(Q;), pour lequel il existe une décomposition en sous-espaces
stables kN = @._, E; telle que pour tout i, 'endomorphisme induit fg, a polyndmes minimal et
caractéristique tous les deux égaux a @);. On a donc

Xf:QlQT et uf:ppcm(Qla"'7Q7‘)7

et les deux matrices diag(Comp(Q1),...,Comp(Q,)) et Comp(Q; ---Q,) sont semblables si et
seulement si

ppcm(Qla" '7QT) = Ql "'QT7

ce qui équivaut a ce que les polynoémes @1, ..., Q, soient deux & deux premiers entre eux.

3.34 Exemple. Illustrons 3.32 par un exemple permettant de faire un joli dessin. Pour tout § € R
non congru a 0 modulo 7, les deux matrices

Ry — <cos€ —Sin9) ot <0 -1 >
sinf  cosf 1 2cos#d
sont semblables. En effet, elles ont toutes les deux x = u = X2 — (2cosf)X + 1; une autre fagon
de le dire est que la matrice de gauche vue a coefficients dans C est diagonalisable de polynome
caractéristique (X — e?)(X — e™) = —(2cos0) X + 1, donc redevable de 3.32. Géométriquement
ces matrices sont les matrices de la rotation d’angle 6 dans deux bases différentes, comme le montre

le dessin ci-dessous (en toute rigueur, pour parler de rotation d’angle 6 il faut au préalable munir
le plan R? d’une structure euclidienne).

Le triangle en pointillés est rectangle puisqu’il s’appuie sur un diametre du cercle. L’angle de gauche
de ce triangle est 6 & cause de la relation entre angle au centre et angle inscrit, et I'hypothénuse a
longueur 2. On a donc bien
2 (ug) = —uo + (2cos6).7(ug).

Si en revanche 6 est congru & 0 modulo 7, la matrice Ry n’est pas cyclique (c’est une homothétie),
et n’est donc pas semblable & une matrice compagnon.

Dans la situation “orthogonale” & celle de 3.32 (c’est-a-dire celle ot le polyndme caractéristique
au lieu d’étre a racines simples est une puissance de X — \), on a le fait suivant.
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3.35. Pour tout A € k, les matrices

A 0 (=D ()A"
1 I
, et Comp((X —-\)") =
A p(( )") o o
) ENGR

sont semblables. En effet, la matrice de gauche a polynéme minimal (X — A\)™ ol n est la taille
de la matrice, et pour raisons de degré c’est aussi son polynéme caractéristique. On en déduit que
c’est une matrice cyclique, et ainsi qu’elle est semblable a Comp((X — )\)")

3.6 — Décomposition de Frobenius et invariants de similitude
Cette section est consacrée a la preuve et a ’étude des conséquences du résultat suivant.

3.36 Théoréme (Décomposition de Frobenius). Pour tout f € L(FE), il existe une unique suite
de polynémes unitaires non constants Py, ..., P. € k[ X] satisfaisant aux deux conditions :
(i) 4l existe une décomposition E = @1@@ F; en sous-espaces stables par f, telle que pour tout
i =1,...,7 Uendomorphisme induit fr, € L(F;) est cyclique de polynéme caractéristique et
minimal P; ; et
(ii) P[Pyl |F;.

Nous allons démontrer a part ’existence et 'unicité de la décomposition de Frobenius, mais
avant de procéder tdchons d’illustrer I'importance de ce résultat. Les points a retenir sont (i) que
la suite de polynémes P; caractérise la classe de similitude de f, et (ii) que ces polynoémes peuvent
se calculer algorithmiquement, en appliquant le pivot de Gauss & la matrice X.Id — A a coefficients
dans 'anneau principal k[X], aprés avoir choisi une base pour écrire la matrice A de f.

Une décomposition E = @, <i<r Fi comme dans ’énoncé du théoreme est appelée une décom-
position de Frobenius de f.

3.37 Définition. Soit f € L(F). Les polynémes Py, ..., P, associés & f comme dans le Théo-
reme 3.36 sont appelés les invariants de similitude de f.

Cette terminologie est justifiée par ’énoncé suivant.

3.38 Corollaire. Deux endomorphismes f,g € L(E) sont semblables si et seulement si ils ont les
meémes invariants de similitude.

Preuve. Notons (Py,...,P.)et (Q1,...,Qs) les invariants de similitude de f et g respectivement. Si
f et g sont semblables, alors toute décomposition de Frobenius pour f est aussi une décomposition
de Frobenius pour g, et donc nécessairement (Py,...,P.) = (Q1,...,Qs).

Réciproquement, s’il existe deux décompositions £ = @Kigr F, et £ = @1@@ G; en sous-
espaces F; stables par f et G; stables par g telles que fr, et gg, sont cycliques de polyndme
caractéristique P;, alors il existe pour tout ¢ = 1,...,r un isomorphisme ¢; : G; = F; tel que
9a, = gpi_l o fr, o p;, donc f et g sont semblables par le Lemme 1.18. O

La partie 'unicité’ du Théoreme 3.36 est une conséquence directe de la Proposition suivante,
que nous démontrerons plus loin. Pour la notion de facteurs invariants d’une matrice a coefficients
dans un anneau principal, nous renvoyons a la section A.

3.39 Proposition. Soit f € L(FE), et A la matrice de f dans une base B de E. Les invariants
de similitude de f sont les facteurs invariants de la matrice X.1d — A a coefficients dans l’anneau
principal K[X] (auzquels il faut retirer les '1’ initiaux).

N

Autrement dit, les facteurs invariants de la matrice X.Id — A sont (1,...,1,P;,..., P.) ol
(Py,...,P.) sont les invariants de similitude de f.
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3.40. Une conséquence particulierement intéressante est qu’on peut déterminer les invariants de
similitude en opérant le pivot de Gauss (des matrices a coefficients dans k[X]) a la matrice X .Id,, —
A, voir section A.

3.41 Exemple. Calculons les invariants de similitude de I’endomorphisme associé a la matrice

-3 -2 =2
A=(-2 0 -1
10 5 6

On calcule X.Id — A, puis on échange les deux premieres lignes, avant d’effectuer une permutation
circulaire sur les colonnes pour mettre un 1 en haut a gauche :

X+3 2 2 0 c iléﬂ:% o 1 2 X
XId— A= 2 X 1 R 2 X+3 2|
-10 -5 X -6 X-6 -10 -5

ensuite on remplace Ly par Ly — 2L; et L3 par Lz — (X — 6)L1, on obtient

1 2 X
0 X-1 —2(X —1) ;
0 —2(X-1) —(X—1)(X —5)

enfin on remplace L3 par L3 + 2L,, on obtient :

12 X
0 X—1 —2(X-1)
0 0 —(X-1)2

On voit déja apparaitre les facteurs invariants de la matrice, il n’y a plus qu’a faire du nettoyage en
opérant sur les colonnes pour arriver a une forme diagonale : on fait tout d’abord Cy <+ Cy — 2C}
et C3 « (3 — X1, ce qui donne la premieére matrice ci-dessous, puis C3 <+ —C3 — 2C5, ce qui
donne la seconde matrice ci-dessous.

1 0 0 1 0 0
0 X-1 —2X-1)| ; 0 X-1 0
0 0 —(Xx-1)2 0 0 (X-1)

On en conclut que les invariants de similitude de la matrice A sont X — 1 et (X — 1)2, donc A est
semblable a la matrice

1

(COmp<X - 1)) Comp((X — 1)2)> B 12

qui d’apres 3.35 (voir aussi plus généralement 3.45 plus loin), est elle-méme semblable & la matrice

ci-dessous,
1

10
11
On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'effectivement ker(A —1d)) et ker(A—1d)?) ont dimension
2 et 3 respectivement.

3.42 Remarque. Les invariants de similitude contiennent I’information des polynémes minimal
et caractéristique. Dans les notations du Théoreme 3.36, on a

uf:Pr et Xf:P1P7
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En effet, toujours dans les notations du Théoreme 3.36, on a pour chaque ¢ =1,...,r, P, = Xfr, =
Hfp, » €6 donc puisque tous les F; sont stables,

Xf=Xfr " Xfm, € Wy =ppem(tse ... Hep)
=P ---P. =ppem(Py, ..., P) = P,

En particulier, on connait désormais un algorithme pour calculer le polynéme minimal (en fait
on en connaissait déja un : calculer les puissances successives de A jusqu’a trouver le plus petit
entier k tel que Id, A, ..., A¥ soient liés comme vecteurs de M, (k), puis chercher une relation de
dépendance linéaire entre ces matrices ; 'algorithme du pivot de Gauss est nettement plus efficace).

3.43 Corollaire. Les invariants de similitude sont invariants par extension des scalaires.

En particulier, puisque le polynéme minimal est I'un des invariants de similitude, il est invariant
par extension des scalaires. Nous renvoyons a ’exemple 3.45.1 plus loin pour une illustration
instructive de ce résultat.

Preuve. Les invariants de similitude se calculent par I'algorithme de Gauss, qui ne fait pas sortir
du corps de départ. Précisément, si on part d’'une matrice A € M, (k), avec donc X.Id — A
a coefficients dans k[X], étendre les scalaires revient & considérer A a coefficients dans k', une
extension de corps de k, et ainsi X.Id — A a coefficients dans k’[X]. Mais si on opére le pivot de
Gauss sur X.Id — A € M, (k'[X]), on fait les mémes opérations que si 'on opérait le pivot de
Gauss sur X.Id — A € M,,(k[X]), et donc le résultat final est le méme! O

Une autre fagon de prouver le corollaire est de dire directement que les facteurs invariants sont
eux-mémes invariants par extension des scalaires. Dans notre contexte, cela s’écrit de la maniere
suivante. Si X.Id — A est équivalente a diag(1,...,1, Py,..., P.) dans M,,(k[X]), alors a fortiori
ces deux matrices sont équivalentes dans M,,(k’[X]), donc les facteurs invariants de X.Id — A vue
dans M, (k’[X]) sont bien 1,...,1,Py,..., P..

3.44 Remarque. Dans le cas des endomorphismes trigonalisables, nous avions déja des invariants
suffisants pour distinguer les classes de similitude (Théoréme 2.52) et calculables algorithmique-
ment, ainsi qu'une forme normale représentant chacune de ces classes (Remarque 2.49). Ce que
I’on gagne dans ce cas, c’est donc une forme un peu plus compacte pour organiser les invariants,
et un algorithme lui aussi plus compact pour les calculer.

Justement, voyons comment déterminer les invariants de similitude d’un endomorphisme trigo-
nalisable a partir de sa forme normale de Jordan.

3.45 Exemple. On considere la matrice diagonale par blocs

A= diag(']al,l(/\l)7 RN Ja1,k1 (/\1)7 s aJarJ(/\T')v ct J(ll,kr ()‘7))’

avec r valeurs propres Ai,..., A, deux a deux distinctes, et pour tout ¢ = 1,...,r, k; blocs de
Jordan associés a la valeur propre \;, de tailles respectives a;1 < ... < a; ;-

Quitte & rajouter formellement des blocs de taille 0, on peut supposer qu’il y a autant de blocs
pour chaque valeur propre, autrement dit k; = ... = k,. ; nous noterons k ce nombre. En permutant
les blocs, on obtient la matrice ci-dessous, semblable & A :

A= dia‘g(‘]al,l (Al)a ey JaT,l ()‘7“)’ cee Ja1,k~ (Al)a ey Jar,k ()‘7"))3

D’aprés 3.35, le bloc de Jordan J,(\) est semblable & la matrice compagnon de (X — A)*; pour
tout s = 1,...,k, les deux matrices ci-dessous sont donc semblables,

diag(Jay . (A1), -5 Ja,.(Ar)) et Ay = diag(Comp((X — A1)?),...,Comp((X — A,)**)).
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Puisque Aq, ..., A, sont deux & deux distinctes, les polyndmes (X — Ap)*0=, ..., (X — A.)%= sont
deux & deux premiers entre eux, donc d’apres 3.33 la matrice A, est cyclique associée au polynéme
[T,_ (X — X;)*= pour tout s =1,...,k.

En conclusion, la matrice A est semblable & la matrice diagonale par blocs dont les blocs
diagonaux sont les matrices compagnons associées aux polynomes [[i_,(X — X;)%= pour s =
1,..., k. Puisque pour tout ¢ = 1,...,r, on a choisi a;1 < ... < a;,, ces polyndmes vérifient les
relations de divisibilité requises de sorte que

T T

H(X — )\i>ai’17 ey H(X — )\z)aLk

i=1 i=1
sont les invariants de similitude de la matrice A.

3.45.1. Le cas particulier ci-dessous de 3.45 est intéressant du point de vue de l'invariance par
extension des scalaires. On considére la matrice

_ (cos 60 —sinf

sinf cosf

) e Mz(R).

Dans M;(C), cette matrice est diagonalisable, semblable & la matrice diagonale diag(e®,e%).

D’apres ce qui précede, elle a un seul invariant de similitude,
(X . 61’0)(X o 671'9)

qui est bien un polynéme a coefficients réels.

3.46 Exercice. Montrer qu’un endomorphisme trigonalisable est cyclique si et seulement si tous
ses sous-espaces propres sont des droites.

3.47 Exercice. 1) Soit g € C. Donner un représentant de chacune des classes de similitude
dans My4(C) constituées de matrices ayant « comme unique valeur propre.

2) Pour chaque classe de similitude comme dans la question précédente, représentée par une matrice
A, calculer :

a) les polyndmes caractéristique et minimal x4 et w4 ;

b) pour tout o € C et i € N, la dimension du noyau de (aldy — A)?;
c) les invariants de similitude de A.

3) On suppose a présent oy € R. Déterminer deux matrices A’, A” € My4(R) qui ne sont pas
semblables, mais qui sont telles que pour A = A’, A” :

. ;. sie <1 i 1 i
(i) dim(ker(a01d4 - A)’) = {Z S% ! ; et (ii) dlm(ker(ald4 — A)Z) =0
2 sinon

pour tout &« € R — {agp} et tout ¢ € N.
(Indication : nous remercions nos aimables lecteurs de chercher A’ et A” non-trigonalisables, pour
éviter de trouver un contre-exemple & notre théoréme 2.52).

Existence d’une décomposition de Frobenius

Le point difficile est le lemme 3.49. Une fois ce point acquis, la preuve est une récurrence sans
grand mystere. La preuve du lemme 3.49 fait intervenir la dualité tres élégamment.
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3.48 Preuve de la partie existence du théoréme 3.36. On raisonne par récurrence sur la
dimension de E. Si dim(F) < 1, le résultat est trivial. Considérons donc E de dimension au moins
2, et supposons l’existence démontrée en dimension plus petite.

D’apres la proposition 3.30 il existe * € E tel que g, = py. Soit F, le sous-espace cyclique
associé a x. D’apres le lemme 3.49 ci-dessous, il existe un supplémentaire G, de F, dans E qui est
stable par f. On a dim(G,) < dim(F), donc par hypothése de récurrence appliquée a ’endomor-
phisme induit fg, € £(G,) il existe des polynémes Py| - - -| P, et une décomposition G, = @._, G;
telle que chaque fg, soit cyclique de polynéme P;. On a alors Ef = F, @@2:1 G, et fr, est cyclique
de polynéme p, = py. On a P, = py. , voir remarque 3.42, donc Py (c’est la proposition 2.12).
Ainsi (Py,..., Py, 1if) est une suite de polynémes comme on voulait. O

3.49 Lemme. Soit v € E tel que n, = py. Alors le sous-espace cyclique associé & x posséde un
supplémentaire dans E stable par f.

3.49.1 Attention. En général il est faux que le sous-espace cyclique associé a = quelconque
possede un supplémentaire stable.

Par exemple, si f est nilpotent cyclique, c’est-a-dire nilpotent d’indice n = dim(F), pour
r € ker(f%) \ ker(f*=1), i < n, le sous-espace cyclique F, n’a pas de supplémentaire stable. En
effet, on a 0 < dim(F,) < n, donc si on avait une décomposition E = F,, & G avec G stable lui
aussi, I'indice de nilpotence serait inférieur & max(dim(F;), dim(G)), donc strictement inférieur a
n. Dans ce cas, U, = X et = X"

Preuve. Notons p le degré de py = p,. Nous allons définir explicitement un supplémentaire stable
A F, par p équations linéaires indépendantes. La famille (x, f(x),..., fP~1(x)) est une base de F.
En particulier c’est une famille libre, et nous pouvons donc licitement considérer une forme linéaire
? € E* telle que £(fi(x)) =0sii<p—1etl(fri(z)) =1

Montrons que les formes linéaires £ o f*, i = 0,...,p — 1 sont linéairement indépendantes. 11
suffit de vérifier que leurs restrictions a F, le sont. Or la matrice de (¢,...,¢ o fP~1) € L(F,,kP)
dans la base (z, f(z),..., fP~1(x)) est de la forme

0O ... 0 1
(3.49.1) S

0 . .t .

1 % ... %
donc elle est inversible, et ainsi les restrictions des £o f? (i =0,...,p — 1) & F, sont linéairement
indépendantes comme il fallait.

On définit G = (¢,..., 0o fP~1)L. Puisque ¢, ..., ¢o fP~! sont linéairement indépendantes, c’est
un sous-espace de dimension n — p de E. Montrons que c’est un supplémentaire de F}. Il suffit de
montrer que F,, N G = {0}. Or un vecteur z € F, est dans (¢,..., 0o fP~1)L si et seulement si ses
coordonnées dans la base (z, f(x),..., fP~!(z)) sont dans le noyau de la matrice (3.49.1). Celle-ci

étant inversible, on a bien F, N G = {0}.
Il reste a montrer que G est stable par f. Soit z € G. On a

U(z) = U(f(2)) = = L(f""(2) = 0.
(

Puisque deg(tf) = p, fP(z) est une combinaison linéaire de z, f(z), ..., fP~!(z)). Ceci implique que
{(fP(z)) est une combinaison linéaire de ¢(z), (f(2)),...,¢(fP~1(2))), et donc que £(fP(z)) = 0.
Finalement on a donc

Uf(2) = =U(fP7(2)) = L(fP(2)) = 0
= U(f(2) = = UP2(f(2) = €PN f(2) = 0
et ainsi f(z) € G comme il fallait démontrer. O
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3.50 Remarque. On peut comprendre la preuve ci-dessus un peu plus conceptuellement. En fait,
le ¢ € E* qu'on considere est tel que pg = pyr : le polyndme minimal local de fT € L(E*) égale le
polyndme minimal de f7. En effet f et f7 ont méme polyndme minimal, '° de degré p, et on montre

dans la preuve que £, o f = fT(f),..., Lo fP~1 = (fT)P~1(¢) sont linéairement indépendantes,
donc deg py > p, et finalement w, = pyr.
Alors

Vect(l, ..., Lo fP~1) = Vect (£, fT(£),...,("f)P1(0) = F,

est le sous-espace cyclique de fT associé & £. Il est donc automatiquement stable par f, et de
dimension p.

Enfin ¢ a été choisi de sorte qu’en plus F,, C E et F;, C E* sont naturellement en dualité, au
sens ou par le morphisme de restriction ¢ € E* — |, € F}, Fy est isomorphe a F};. Si on préfere
(mais j’en doute), Fy est un supplémentaire de F-, donc il est isomorphe au quotient E*/F;-, qui
lui est canoniquement isomorphe & F (voir ref).

3.50.1 Attention. La famille des restrictions de ¢, ...,¢0 fP~! & F, n’est en général pas la base
duale de (fP~(x),..., f(x),z) (et encore moins celle de (x, f(x),..., fP~1(x))). & titre d’exercice,
on pourra écrire explicitement la matrice (3.49.1) en fonction des coefficients du polyndéme minimal

He = Hy.

Unicité de la décomposition de Frobenius

Comme nous ’avons annoncé plus haut, la partie unicité du théoreme 3.36 est une conséquence
directe de l'identification des invariants de similitude de f aux facteurs invariants non triviaux
de la matrice X.Id — A € M,,(k[X]), ot A est la matrice de f dans une base arbitraire (c’est la
proposition 3.39). Nous allons donc ici démontrer cette proposition. Avant de le faire, nous attirons
I’attention du lecteur sur une subtilité de I’énoncé du théoreme 3.36.

3.51 Mise en garde. Si les invariants de similitude de f sont bien uniques, en général la décom-
position en somme de sous-espaces cycliques elle ne 1’est pas.

Par exemple, si f est une homothétie n’importe quelle décomposition de F en somme directe
de droites est une décomposition de Frobenius de f.

Un autre exemple : si f est nilpotent avec k blocs de Jordan tous de la méme taille a, de
maniére équivalente si f est nilpotent d’indice a tel que dim(ker f%) — dim(ker f*=1) = k pour tout

i=1,...,a, alors pour toute famille de vecteurs 1, ...,z telle que (Z1,...,Tx) est une base de
E/ker(fe=1), les sous-espaces cycliques F,, ..., F,, fournissent une décomposition de Frobenius
de f.

Nous prouvons la proposition 3.39 par une mise en oeuvre explicite du pivot de Gauss sur
X.Id — A pour une matrice A sous forme décomposée de Frobenius.

3.52 Preuve de la proposition 3.39. Soit Pi,...,P. des polynémes comme dans le théo-
reme 3.36. Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs

A = diag(Comp(P),...,Comp(P,)) € M, (k).
D’aprés le lemme 3.53 ci-dessous, pour chaque ¢ = 1,...,r la matrice X.Id,,, — Comp(P;) est
équivalente dans M, (k[X]), n; = deg(F;), a la matrice diagonale diag(1,...,1, ;). On en déduit
que la matrice X.Id,, — A est équivalente dans M,,(k[X]) & la matrice diagonale

diag(L,...,...,1,Py,..., P) € Mu(k[X)).

O

10. on peut s’en convaincre directement & titre d’exercice; sinon les matrices de f et fT dans des bases duales
I’une de l’autre sont transposées 'une de l'autre, donc elles ont méme polynéme minimal.
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3.53 Lemme. Soit P € k[X] unitaire non constant. Les facteurs invariants de la matrice X.Id —
Comp(P) sont (1,...,1,P).

Preuve. On écrit P = X™ + ap—1X + -+ + ag. On effectue les opérations élémentaires suivantes
sur les lignes de la matrice

X ap

-1 al
X.Id — Comp(P) = N : ,

-1 X Ap—2
—1 X —|—an_1

qu’on appelle Lq,..., L, : on effectue la permutation circulaire L,, = L,,_1 — --- — L1 — L,, on

obtient
-1 X aq

-1 X Ap—2 )
-1 X+ap
X Qg

puis on remplace L,, par
L,+XLi+X?Lo+---4+X""1L, .,

ce qui donne
-1 X aq

-1 X Ap—2
-1 X+4+a,
P(X)

Il ne reste alors plus qu’a faire du nettoyage automatique en opérant sur les colonnes pour arriver
a la matrice diagonale diag(1,...,1, P(X)).

Précisément, on remplace Cy par Cs + XCp et C,, par C,, + a1C7 pour mettre des 0 sur la
premiere ligne, puis C3 par C3 + XC5 et C,, par C, + a3Cs pour mettre des 0 sur la seconde
ligne, et ainsi de suite jusqu’a remplacer C,, par C, + (X + a,—1)Cp—1 pour mettre un 0 sur

Pavant-derniére ligne. On a alors obtenu la matrice diag(—1,...,—1, P(X)) qui convient a notre
bonheur, qu’on peut transformer en diag(1,...,1, P(X)) en multipliant les n — 1 premiéres lignes
par —1. O

3.7 — Interprétation en termes de k[X]-modules

3.54 Modules. Définition d’'un module. Ce qui change par rapport aux espaces vectoriels : il n’est
pas toujours possible de résoudre les systemes d’équations linéaires, en particulier ciao la théorie
de la dimension. Dans la catégorie des espaces vectoriels, (i) E de dimension n posséde des sev de
toutes les dimensions < n, (ii) F sev posséde toujours un supplémentaire, et (iii) toute suite exacte
est scindée. Dans la catégorie des modules ces trois énoncés sont faux (on verra qu'ils le sont aussi
dans la catégorie des groupes).

3.55 k[X]-module associé a un endomorphisme. Le k[X]-module Mg ¢. Ceci revient & consi-
dérer que la donnée de f € L(F) induit une représentation de 'algébre k[X]. La recherche de
décompositions de ces représentations est exactement la théorie de la réduction des endomor-
phismes.
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3.56 Proposition. Les k[X]-modules isomorphes & Mg ; sont exactement les Mgy pour lesquels
qu’il existe ¢ : E =X E' tel que f =@ 1o fop..

Preuve. Soit ¢ : Mg ; = M isomorphisme de k[X]-modules. Je définis £’ := M muni de la

structure de k-ev sous-jacente, et f’ := mx € L(E’). La relation f = p~! o f' o ¢ est offerte
par le fait que ¢ est un isomorphisme de k[X]-modules, donc commute & la multiplication par
X € k[X]. O

3.57 Sous-modules. Les sous modules de Mg ¢ sont les Mp ., F' stable par f. Ceci dicte les
définitions :

(i) f simple s’il n’a pas de sev stable non trivial ;

(ii) f semi-simple si tout stable posséde un supplémentaire stable.

Invariants de similitude : on les a définis plus haut, et on sait qu’on peut les trouver de la
maniere suivante : on prend une base, on fabrique X - Id,, — M, et on la met sous forme réduite.

3.58 Théoréme. Deux matrices sont semblables ssi elles ont les mémes invariants de similitude.

3.58.1. Le k[X]-module Mg ¢ est isomorphe au quotient E[X]/im(X -id — f) via

I Zele — Zfl(el)

Preuve. on vérifie que 7((Xid — f)(3 e;X")) = 0, et réciproquement si Y e; X* € ker 7 alors

deX =Y eX'—0
= ZeiXi - Zfi(ei)
=D (X'id = f)(es),
et chaque X‘id — f% = (Xid)’ — f* se factorise par Xid — f. O

3.58.2 Conclusion.
E[X]
im(X-id—f)  (P) (P

2
5]
2]

O

3.59 Remarque. On a démontré que les invariants de similitude peuvent étre définis a partir du
k[X]-module Mg f, en utilisant le fait qu’il est de type fini.

3.60 Décomposition de Frobenius. Chaque E; = k[X]/(F;) est un sev stable par f et f; := fg,
est cyclique avec Xy, = 1y, = F;. La décomposition

ME,f:EIEB"'EBEn

est une somme directe de sous-espaces cycliques pour f.

On en déduit x5 = Xz, Xy, = P1--- Py, et uy = P,. Ceci dévoile le Théoreme de Cayley—
Hamilton (je ne dirais pas que ga le trivialise...), y compris sa version améliorée “x et p ont les
mémes facteurs irréductibles”.

3.60.1 Exercice. f cyclique < tous les P; sauf le dernier sont égaux a 1.
[En particulier, on fait remarquer qu’en général il y a un certain nombre d’invariants égaux a 1, et
que ceux-ci donnent des facteurs triviaux dans la décomposition cyclique.]
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3.61 Décomposition de Dunford—Jordan d’un bloc cyclique.

k[X] L KX k]
(X =)o (X —A)e) (X —Ap)m (X = \.)ar

par le lemme chinois ; pour chaque morceau de la décomposition de droite, la multiplication par X
s’écrit

(3.61.1)

dans la base ((X — A X =, 1), puisque
X (X =N = (X =N A(X =\

(3.61.1) est un bloc de Dunford—Jordan de taille a.

3.62 Exercice. Soit P € k[X]. On considére le k-espace vectoriel Ep = k[X]/(P) (il se trouve
que c’est aussi une k[X]-algebre), et 'endomorphisme mp € L(Ep) de multiplication par X :

VH € k[X], mp(H)=X-H.

1) On note n = deg(P). Montrer que Ep est de dimension n, muni de la base canonique (1, X, ..., X*~1).

2) Démontrer que ,,, = P.

3) Ecrire la matrice de mp dans la base canonique. En conclure que le polyndéme minimal de la
matrice compagnon associée a P est P lui-méme.

A — Facteurs invariants

A.1 Théoréme (Théoreme des facteurs invariants). Soit A un anneau principal, M € M, m(A)
(n < m disons). La matrice M est équivalente dans My, ., (A) d une matrice

a 0 --- 0
(A.1.1) : :
am 0 -+ 0

ot a1l -+ |am. Les a; sont uniquement déterminés d multiplication par un inversible de A prés.
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