Groupes Th. Dedieu

Exercices a maitriser

Exercice 1. Donner des exemples de :

— groupes abéliens finis non-cycliques;

— groupes monogenes non-cycliques ;

— groupes abéliens infinis non-monogenes ;
— groupes infinis non-abéliens.

Exercice 2. Montrer que Z? n’est pas monogene. En déduire que Z? et Z sont deux groupes
non-isomorphes. Sont-ils isomorphes en tant qu’ensembles ?

Exercice 3. 1) Démontrer le théoréme de Lagrange : soit G un groupe fini. Pour tout sous-
groupe H < G, 'ordre de H divise 'ordre de G.

2) En déduire le théoreme d’Euler : soit n > 0 un entier. Pour tout entier x premier avec n, on
a

2™ =1 mod n,
ol ¢(n) = Card{i € [1,n] : pged(i,n) = 1} est la fonction indicatrice d’Euler.
3) En déduire le petit théoréeme de Fermat : pour tout entier p premier, et tout entier a, on a
a? =a mod p.

Exercice 4. 1) Soit G un groupe, K < G un sous-groupe distingué. Montrer que l’ensemble
quotient G/K est muni d’une structure de groupes canoniquement induite par la structure de
groupe de G. Montrer que I'application z € G — & € G/K est un morphisme de groupes.

2) Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes. Montrer que le noyau K = ker(¢) est un sous-
groupe distingué de G. Montrer que ¢ induit un morphisme injectif G/K — H.

3) Soit G un groupe, K < G un sous-groupe distingué. Soit H un groupe, et ¢ : G — H
un morphisme. On suppose que ¢(K) = {1z}. Montrer qu’il existe un unique morphisme de
groupes ¢ : G/K — H tel que ¢ = ¢ o, ou 7 est le morphisme canonique G — G/K.

4) Soit G un groupe. On considére
D(G) = {aba ‘b, a,b € G)

(sous-groupe dérivé de G).

a) Montrer que D(G) est un sous-groupe distingué de G, et que le groupe quotient G* :=
G/D(G) est abélien.

b) Soit A un groupe abélien, ¢ : G — A un morphisme de groupes. Montrer qu’il existe un
unique morphisme ¢ : G** — H tel que ¢ = ¢ o, oul 7 est le morphisme canonique G — G2P.

Exercice 5. Donner un morphisme de Z/3Z x Z/17Z dans GL,(C).

Exercice 6. 1) Démontrer que tout sous-groupe de Z est monogene. Exhiber un sous-groupe
de R qui n’est pas monogene.

2) Soit a,b € Z. Démontrer que

aZ + bZ = pged(a,b)Z et aZNbZ = ppem(a, b)Z.
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3) a) Démontrer le théoréme de Bezout : deux entiers a et b sont premiers entre eux si et
seulement si il existe u,v € Z tels que au + bv = 1.

b) Soit d € Z. Est-il vrai que pged(a,b) = d si et seulement si il existe u,v € Z tels que
au+bv=4d7?

4) Soit a et b deux entiers. On note d = pged(a,b) et m = ppem(a, b).
a) Montrer qu’il existe a’, b’ € Z tels que a = da’ et b = db'.

b) Montrer que m = ab’ = a’b.

¢) Montrer que md = ab.

Exercice 7. 1) Démontrer que Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre premier.
2) Montrer que 18 est inversible pour la multiplication dans Z/55Z, et déterminer son inverse.
3) a) Soit x = a € Z/nZ. On note d = pged(a,n). Montrer que (z) (le sous-groupe de Z/nZ
engendré par x) est égal & (d).

b) Déterminer le sous-groupe engendré par 1038 dans Z/1 000 000Z.

4) Déterminer tous les générateurs du groupe additif Z/247Z.

5) Montrer que l'ensemble des éléments non nuls de Z/19Z constitue un groupe pour la multi-
plication. Vérifier que ce groupe est cyclique, et trouver tous ses générateurs.

Exercice 8. Soit a,b € Z.

1) Déterminer le noyau du morphisme de groupes (ou d’anneaux)
n€Z— (nmoda,n modb) € Z/aZ x Z/bZ.

En déduire qu’il existe un morphisme injectif Z/ppcm(a, b)Z — Z/aZ x Z/bZ.
2) Si a et b sont premiers entre eux, déduire de la question précédente qu’il existe un isomor-
phisme Z/abZ = Z/aZ x Z/bZ. (Indication : utiliser un argument de cardinalité).
3) On suppose a et b premiers entre eux, et on considére u,v € Z tels que au + bv = 1. Montrer
que 'application

(z,9) € Z/aZ x Z/VZ — xbv + yau € Z/abZ
est bien définie, et que c’est un morphisme de groupes (d’anneaux en fait). Vérifier que ce
morphisme est I'inverse du morphisme Z/abZ = Z/aZ x Z/bZ des questions précédentes.

4) On ne suppose plus a et b premiers entre eux, et on considére leurs décompositions en
produits de facteurs irréductibles : soit pq,...,p, des nombres premiers deux & deux distincts,
et ar,...,ap,b1,...,b, € N tels que a = pi*---pir et b = pll’1 --pbr (certains des b; ou a;
peuvent étre nuls).

a) Montrer que

Z/aZ X ZIVZ = (Z)pPZ x -+ x Z)p*Z) x (Z)pV'Z % - - x Z/pirZ)

b) En déduire que Z/aZ x Z/bZ = Z/pgcd(a,b)Z x Z/ppem(a, b)Z.

Exercice 9. Déterminer la signature de la permutation o, ainsi que 61990 dans les cas suivants :

G oo (L 2345678
“\8 715 246 3)°
5

6
(ﬁ)az<1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12>.
11 5 7 12 10 3 6 4 2 1 9 8)’
(111)0(123456789>
2 8539 176 4)
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Exercice 10. Soient n € N* 0 € &, a1, as,...,a; k éléments deux & deux distincts de [1,n].
Montrer que
oolai,as,...,ax) oot =[o(ar),o(as),...,o(ar)].

Exercice 11. 1) Déterminer tous les sous-groupes des groupes symétriques S3 et &4. Lesquels
sont des sous-groupes distingués ?

2) Déterminer un morphisme non constant du groupe &4 dans le groupe Gs.

3) Vérifier que le groupe alterné 25 posséde deux sous-groupes isomorphes & 24 et Z/5Z respec-
tivement, et tels que I’application de multipliciation

(o',0") €Ay x Z/5Z +— o' 00" € Us

réalise une bijection. Les groupes 204 x Z/5Z et 25 sont-ils isomorphes ?

4) Vérifier I'existence des suites de sous-groupes distingués suivantes :
a) {1} :9[2462 = Z/2Z7

b) {1} <3 =Z/3Z < S3;

c) {1} <Z/2Z <V, a4 a &y (Vg est le groupe de Klein Z /27 x Z/2Z).

Exercice 12. On considére le plan euclidien orienté E?, muni d’un repére orthonormal direct.
On note pour tout « € R/(27Z), r, la rotation vectorielle d’angle «, et pour tout v € R/(7Z),
s la réflexion orthogonale par rapport a la droite D, formant un angle v avec I’axe des abscisses.
1) Montrer que R : o € R/(27Z) — r, € GL(E) est un morphisme de groupes. Montrer que
Iimage de R est le noyau du morphisme det : u € O(E) — det(u) € R. En déduire que I'image
de R est un sous-groupe distingué de O(E). Est-ce un sous-groupe distingué de GL(E)?

2) a) Soit v,7" € R/(7Z). Montrer que s,/ 0 5, = 75(,/_~). Faire un dessin.

b) L’ensemble R/(7Z) des réflexions orthogonales est contenu dans GL(E). L’injection corre-
spondante R/(7Z) — GL(E) est-elle un morphisme de groupes ?

3) Calculer ry 0 s, et sy 01y pour tout & € R/(27Z) et v € R/(wZ). (Indication : écrire
Ta = Sa /24 O 8y €6 T = 5405, _q/2).

4) Soit « € R/(27Z), v, € R/(wZ). Vérifier les relations (faire des dessins) :

) SyTaSy =T—q};

) TaSyT—a = Syta;

oo

C) 848415 ~1 = 89, (réflexion orthogonale par rapport & la droite s (D).

)
5) On considére ’ensemble Dy & huit éléments

D, = {TO,Tﬂ/Zvrﬂ',TSﬂ'/Q; 50y S7/4)S7/2) 8371'/2}'

a) Montrer que Dy est le groupe des isométries du carré formé des points d’affixe une racine
4-¢me de I'unité dans I'identification E? =2 C donnée par le choix de notre repére.
b) On note 7 = /3 et s = s9. Montrer que

Dy = {1,r,7%,13 s, sr, 872 sr°}).

¢) Montrer que Dy est le groupe donné par générateurs et relations

(rys:s? =rt =srsr =1).

d) Déterminer les cing classes de conjugaison de Dy.
e) Déterminer tous les sous-groupes de Dy. Lesquels sont distingués ?



