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Chapitre 1

Pivot de Gauss et applications

Cette partie est consacrée à l’étude du Pivot de Gauss pour des matrices à coefficients
dans un corps : k désigne un corps arbitraire (par définition, un corps est commutatif).
1.0.1 notation. Dans cette section on note parfois [n] l’ensemble des entiers compris
entre 1 et n, noté [[1, n]] d’habitude.

1.1 – Produits de matrices

On commence par reprendre les formules bien connues du produit matriciel, sous une
forme peut-être méconnue bien qu’instructive et souvent fort utile. En particulier elles
sont parfaitement adaptées à l’interprétation des opérations élémentaires sur les lignes
et colonnes comme multiplication à gauche et à droite respectivement par des matrices
inversibles. On donne les formules sans preuve, estimant que le public auquel est destiné
ce livre saura s’en débrouiller.
1.1.1. La première règle élémentaire est la suivante. Soit A = (A1, . . . , Aq) ∈ Mp,q(k),
cette notation signifiant que A est la matrice constituée des colonnes A1, . . . , Ar ∈ kp =
Mp,1(k). Pour tout x1, . . . , xq ∈ k, on a

A×

x1
...
xq

 =

A1 · · · Aq

×
x1...
xq

 = x1.A1 + · · ·+ xq.Aq ∈Mp,1(k).

Cette règle détermine le produit de deux matrices de tailles compatibles arbitraires par la
seconde règle suivante. Pour tout B = (B1, . . . , Br) ∈Mq,r(k), on a

A×

B1 · · · Br

 =

AB1 · · · ABr

 ∈Mp,r(k).

Bien entendu on a la version transposée de ces deux règles élémentaires. Soit A =
(A1, . . . , Ap)T ∈ Mp,q(k), cette notation signifiant que A est la matrice constituée des
lignes A1, . . . , Ap ∈ (kq)T =M1,q(k). Pour tout x1, . . . , xp ∈ k, on a

(
x1 · · · xp

)
×A =

(
x1 · · · xp

)
×


A1

...
Ap

 = x1.A
1 + · · ·+ xp.A

p ∈M1,q(k).

1
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Pour tout B = (B1, . . . , Br)T ∈Mr,p(k), on a
B1

...
Br

×A =


B1A
...

BrA

 ∈Mr,q(k).

1.1.2 Exemple. En particulier, on a les identités suivantes :d1
. . .

dn

×


A1

...
Ad

 =


d1A

1

...
dnAn


et A1 · · · An

×
d1

. . .
dn

 =

d1A1 · · · dnAn

 .
En conjuguant ces deux identités, on peut obtenir une autre identité utile :d1

. . .
dn

A
d1

. . .
dn


−1

=
(
di
dj
aij
)

16i,j6n
.

1.1.3. On a aussi les règles suivantes, utiles en particulier dans le contexte des formes bili-
néaires (voir notamment dans cette section le théorème 1.3.6 à propos de la décomposition
de Cholesky). Pour x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ k, on a

(x1 · · ·xn)×

y1
...
yn

 = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Soit

A =

A1 · · · Aq

 =

 A1

...
Ap

 et B =

B1 · · · Bp

 =

 B1

...
Bq


deux matrices de tailles p× q et q × p respectivement. On a

A×B =

A
1B1 · · · A1Bp
...

...
ApB1 · · · ApBp

 ∈Mp(k) et B ×A =

B
1A1 · · · B1Aq
...

...
BqA1 · · · BqAq

 ∈Mq(k).

Ceci permet de calculer

Tr(AB) =
p∑
i=1

AiBi =
p∑
i=1

q∑
j=1

aijbji =
q∑
j=1

p∑
i=1

bjiaij =
q∑
j=1

BjAj = Tr(BA).

Si en revanche A et B sont toutes les deux de taille p× q, on a

Tr(ATB) =
p∑
i=1

q∑
j=1

aijbij ,

qui donne la forme quadratique canonique surMp,q(k).
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1.2 – Transvections, dilatations, permutations

Ces règles de calcul permettent d’interpréter agréablement les opérations élémentaires
sur les lignes (resp. les colonnes) du pivot de Gauss comme des multiplications à gauche
(resp. à droite) par des matrices inversibles particulières.

1.2.1 Définition. Soit λ ∈ k. Une transvection élémentaire (ou simplement transvection,
si le contexte est clair) de rapport λ est une matrice de la forme

Tij(λ) = Idn + λ.Eij ∈ GLn(k) (i 6= j)

où Eij = (δij)16i,j6n est la matrice avec des 0 partout, sauf un 1 à l’entrée sur la i-ème
ligne et la j-ème colonne.

Soit λ ∈ k∗. Une dilatation élémentaire (ou simplement dilatation, si le contexte est
clair) de rapport λ est une matrice de la forme

Di(λ) = diag(1, . . . , λ, . . . , 1) ∈ GLn(k),

matrice diagonale avec des 1 partout sur la diagonale, sauf un λ en i-ème position.
Soit σ ∈ Sn. La matrice de permutation associée à σ est

P (σ) = (δi,σ(j))16i,j6n ∈ GLn(k).

Autrement dit, pour chaque j, la j-ème colonne a des 0 partout sauf un 1 en σ(j)-ème
position.

1.2.2 Multiplication à gauche par une transvection (resp. dilatation, permuta-
tion). Soit A ∈Mn,p(k). Pour tout λ ∈ k et i 6= j dans [[1, n]], la matrice A′ = Tij(λ)×A
est obtenue en effectuant l’opération élémentaire

L′i = Li + λLj

sur les lignes de A (on remplace la i-ème ligne par la somme de la i-ème ligne et de λ fois
la j-ème ligne). En effet, il résulte des règles de calcul énoncées ci-dessus que pour i′ 6= i
la i′-ème ligne de A′ est (

0 · · · 1 · · · 0
)
×A = Li′ ,

tandis que la i-ème ligne est(
0 · · · 1 · · · λ · · · 0

)
×A = Li + λLj .

De la même façon, pour tout λ ∈ k∗ et i ∈ [[1, n]] la matrice A′ = Di(λ)×A est obtenue
en effectuant l’opération élémentaire

L′i = λLi.

Enfin pour tout σ ∈ Sn la matrice A′ = P (σ)×A est obtenue en effectuant l’opération
élémentaire

∀i ∈ [[1, n]] : L′i = Lσ−1(i) ;

en effet, la i-ème ligne de P (σ) est (
0 · · · 1 · · · 0

)
avec le 1 en σ−1(j)-ème position.
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1.2.3 Multiplication à droite. En appliquant les règles de multiplication transposées,
on a de la même façon que les matrices A× Tij(λ), A×Di(λ) et A× P (σ) sont obtenues
en effectuant les opérations élémentaires sur les colonnes de A : C ′j = Cj +λCi, C ′i = λCi,
et ∀ : Cj = Cσ(j) respectivement.

1.2.4 Sous-groupes de GLn(k). Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes
introduites ci-dessus sont manifestement inversibles. On en déduit que les transvections,
dilatations, et permutations sont des matrices inversibles comme nous l’avions annoncé
sans preuve dans la définition. Précisément, on a

Tij(λ)−1 = Tij(−λ), Di(λ)−1 = Di(λ−1), et P (σ)−1 = P (σ−1)

pour tout i 6= j dans [[1, n]]. On vérifie de la même façon que les applications

λ ∈ (k,+) 7→ Tij(λ) ∈ GLn, λ ∈ (k∗,×) 7→ Di(λ) ∈ GLn, et σ ∈ Sn 7→ P (σ) ∈ GLn

sont des morphismes de groupes pour tout i 6= j.
Plus généralement, pour tout j ∈ [[1, n+ 1]] l’application

Tj : (a1, . . . , an) ∈ kn 7−→



1 a1
. . . ...

1 aj−1
1
aj 1
... . . .
an 1


∈Mn+1(k)

est un morphisme de groupes de (kn,+) dans GLn+1(k), ou mieux dans PGLn+1(k).
Multiplier à droite par la matrice Tj(a1, . . . , an) revient à effectuer l’opération sur les
colonnes

C ′j = Cj + a1C1 + · · ·+ aj−1Cj−1 + ajCj+1 + · · · anCn+1,

qui se décompose en n opérations élémentaires

C ′j = Cj + aiCi (i < j), et C ′j = Cj + aiCi+1 (i > j)

qu’on peut effectuer dans l’ordre qu’on veut. On a donc

Tj(a1, . . . , an) = Tj1(a1) · · ·Tj,j−1(aj−1)Tj,j+1(aj) · · ·Tj,n+1(an),

et les n matrices de transvection du membre de droite commutent deux à deux.
Encore plus généralement (après on arrête, promis), l’application

(A,B) ∈ GLn(k)× kn 7−→
(
A B
0 1

)
∈Mn+1(k)

réalise un plongement du groupe affine Affn ∼= (GLn(k),×) n (kn,+) dans le groupe
GLn+1(k), ou plutôt dans le groupe PGLn+1(k). Le groupe affine se comprend très bien
sans utiliser le produit semi-direct : par définition (A,B) ∈ GLn(k)× kn agit sur l’espace
affine kn par “application linéaire et translation” :

∀X ∈ kn : (A,B).X = AX +B.
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Pour (A,B) et (A′, B′) ∈ GLn(k)× kn , on a donc

∀X ∈ kn : (A,B).(A′, B′).X = A(A′X +B′) +B = AA′X +AB′ +B,

d’où la loi de groupe dans le groupe affine :

(A,B) · (A′, B′) = (AA′, AB′ +B).

Maintenant le produit de matrices par blocs(
A B
0 1

)
×
(
A′ B′

0 1

)
=
(
AA′ AB′ +B

0 1

)

permet de vérifier que l’application ci-dessus est effectivement un morphisme de groupes.

1.2.5 Théorème. Soit A ∈ Mpq(k). La matrice A est équivalente dans Mpq(k) à la
matrice Jr = diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0), où r est le rang de A.

Dans l’énoncé ci-dessus, on s’autorise à parler de matrice diagonale même pour une
matrice qui n’est pas carrée ; les coefficients de la matrice Jr sont donnés par

∀i ∈ [[1, p]], ∀j ∈ [[1, q]] : (Jr)i,j =
{
δij si i 6 r
0 si i > r.

On va démontrer ce théorème en utilisant le pivot de Gauss, ce qui nous permettra d’en
tirer des corollaires intéressants. Toutefois avant de se lancer, il est bon de se souvenir que
ce résultat se démontre très simplement en adoptant un point de vue géométrique.

Preuve géométrique. Considérons l’application linéaire f : X ∈ kq 7→ AX ∈ kp. Soit
(Y1, . . . , Yr) une base de l’image de f , r = rg(A). On la complète par (Yr+1, . . . , Yp)
en une base de kp. Pour tout i = 1, . . . , r, il existe Xi ∈ kq tel que AXi = Yi. La
famille (X1, . . . , Xr) est libre, puisque son image par f l’est ; on peut donc la compléter
par (Xr+1, . . . , Xq) en une base de kq. La matrice de f dans les bases (X1, . . . , Xq) et
(Y1, . . . , Yp) est égale la matrice Jr ∈Mpq(k).

Ainsi, si P et Q sont les matrices de passages des bases canoniques de kp et kq dans
les bases (Y1, . . . , Yp) et (X1, . . . , Xq) respectivement, on a Jr = P−1AQ, ce qui prouve le
résultat annoncé.

Preuve par pivot de Gauss. On commence par démontrer par récurrence sur min(p, q) que
la matrice A est équivalente à une matrice diagonale diag(d1, . . . , dmin(p,q)) égale à

d1 0 . . . 0
. . . ...

...
dp 0 . . . 0

 ou



d1
. . .

dq
0 . . . 0
...

...
0 . . . 0


selon que p 6 q ou q 6 p.



6 Chapitre 1. Pivot de Gauss et applications

Si p = 0 ou q = 0 le résultat est trivial. Supposons min(p, q) > 0, et montrons que A
est équivalente à une matrice 

a 0 . . . 0
0
... A′

0


où A′ ∈ Mp−1,q−1(k). Si tous les coefficients de A sur la première ligne et la première
colonne sont nuls, A est elle-même du type cherché. Sinon, quitte à ajouter une ligne à la
première ligne ou une colonne à la première colonne, (ce qui revient à remplacer A par
T1i(1)A ou ATj1(1), respectivement), on peut supposer que le coefficient a11 est non nul.
Alors on effectue les opérations élémentaires

∀i > 1 : L′i = Li − ai1
a11
L1, puis ∀j > 1 : C ′j = Cj − a1j

a11
C1

pour obtenir une matrice du type annoncé ; autrement dit, la matrice

T1p(−ap1
a11

) · · ·T12(−a21
a11

)×A× T21(−a12
a11

) · · ·T1q(−a1q
a11

)

est du type voulu. Elle est équivalente à A, puisque les matrices de transvection sont
inversibles.

Par hypothèse de récurrence, la matrice A′ est équivalente à une matrice diagonale :
il existe donc P,Q inversibles de tailles p− 1 et q− 1 respectivement telles que PA′Q soit
diagonale. Alors (

1
P

)(
a

A′

)(
1

Q

)
est diagonale et équivalente à A, ce qui conclut notre récurrence.

Enfin pour arriver à la matrice Jr, on permute les lignes et les colonnes de notre
matrice diagonale pour arriver à diag(d1, . . . , dmin(p,q)) où d1, . . . , dr sont non nuls et
dr+1, . . . , dmin(p,q) sont nuls ; comme précédemment, ces opérations ne font pas sortir de la
classe d’équivalence de A. La matrice diagonale obtenue est de rang r, on a donc néces-
sairement r = rg(A) puisque le rang est constant sur les classes d’équivalence de matrices.
On arrive ensuite à la matrice Jr en appliquant les bonnes dilatations :

D1(d−1
1 ) · · ·Dr(d−1

r )× diag(d1, . . . , dr, 0, . . . , 0) = Jr.

1.2.6 Corollaire. Le groupe GLn(k) est engendré par les transvections élémentaires et
les dilatations élémentaires. Le groupe SLn(k) des matrices de déterminant 1 est engendré
par les transvections élémentaires.

Preuve. Soit A ∈ GLn(k). En suivant la preuve par le pivot de Gauss du théorème 1.2.5, on
voit qu’on a trouvé des matrices T1, . . . , TN et S1, . . . , SM qui sont toutes des transvections
élémentaires, telles que

TN · · ·T1 ×A× S1 · · ·SM = diag(d1, . . . , dn).

Puisque A est inversible, les di sont nécessairement tous non nuls, donc

diag(d1, . . . , dn) = D1(d1) · · ·Dn(dn)
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est un produit de dilatations élémentaires, et

A = T−1
1 · · ·T−1

N ×D1(d1) · · ·Dn(dn)× S−1
M · · ·S

−1
1

est bien un produit de transvections et dilatations élémentaires, puisque l’inverse d’une
transvection élémentaire est une transvection élémentaire.

Si A est de déterminant 1, alors on a dans les mêmes notations d1 · · · dn = 1. En
appliquant le lemme 1.2.7 ci-dessous de manière répétée, d’abord aux lignes et colonnes
numéros 1 et 2, puis aux lignes et colonnes numéros 2 et 3, et ainsi de suite jusqu’aux
lignes et colonnes numéros n − 1 et n (voir application 1.2.8), on trouve des matrices de
transvection TN+1, . . . , TN+2(n−1), SM+1, . . . , SM+2(n−2) telles que

TN+2(n−1) · · ·TN+1×diag(d1, . . . , dn)×SM+1 · · ·SM+2(n−2) = diag(1, . . . , 1, d1 · · · dn) = Idn.

On a donc

TN+2(n−1) · · ·TN+1 × TN · · ·T1 ×A× S1 · · ·SM × SM+1 · · ·SM+2(n−2) = Idn,

ce qui permet d’exprimer A comme un produit de transvections, puisque l’inverse d’une
transvection est une transvection.

1.2.7 Lemme. Soit a, b ∈ k∗. Il existe des matrices de transvections T1, T2, T3, T4 telles
que

T4 × T2 ×
(
a

b

)
× T1 × T3 =

(
1

ab

)
.

Preuve. Il s’agit de trouver des opérations de transvection sur les lignes et les colonnes de
diag(a, b) qui la transforment en diag(1, ab). On peut faire(

a 0
0 b

)
C′1=C1+C2−−−−−−−→

(
a 0
b b

)
L′1=L1+b−1(1−a)L2−−−−−−−−−−−−−→

(
1 1− a
b b

)
C′2=C2+(a−1)C1−−−−−−−−−−−→

(
1 0
b ab

)
L′2=L2−bL1−−−−−−−→

(
1 0
0 ab

)
.

On a donc(
1 0
−b 1

)
×
(

1 b−1(1− a)
0 1

)
×
(
a 0
0 b

)
×
(

1 0
1 1

)
×
(

1 a− 1
0 1

)
=
(

1 0
0 ab

)
,

ce qui donne le résultat annoncé.

1.2.8 Application. Dans la preuve du corollaire 1.2.6, on utilise le lemme pour transfor-
mer une matrice diag(d1, . . . , di, di+1, . . . , dn) en diag(d1, . . . , 1, didi+1, . . . , dn) ; on donne
ici quelques détails sur cette opération. Le calcul ci-dessus nous dit qu’il existe quatre
transvections T1, T2, T3, T4 ∈ GL2(k) telles que

T4 × T2 × diag(di, di+1)× T1 × T3 = diag(1, didi+1).

Pour chaque k = 1, . . . , 4, on considère la matrice diagonale par blocs

T̃k =

Idi−1
Tk

Idn−i−1

 ,
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qui est une transvection élémentaire de taille n. On vérifie alors qu’on a

T̃4 × T̃2 ×


∗

di
di+1

∗

× T̃1 × T̃3 =


∗

1
didi+1

∗

 .
1.2.9 Exemple. On donne ici une preuve indépendante du fait que les matrices de permu-
tation sont des produits de transvections et dilatations élémentaires. Le groupe symétrique
Sn est engendré par les transpositions, donc toute matrice de permutation est produit de
matrices de transposition, c’est-à-dire de matrices P (τ) où τ est une transposition (ij),
i 6= j. Il suffit donc de montrer que toute matrice de transposition est produit de matrices
de transvection et de dilatations.

Pour celà, on trouve un moyen astucieux (ou laborieux, selon les goûts) d’échanger
deux lignes en ne faisant que des opérations de transvection et de dilatation. On peut faire(

Li
Lj

)
→
(
Li + Lj
Lj

)
→
(

Li + Lj
Lj − (Li + Lj)

)
=
(
Li + Lj
−Li

)
→
(
Lj
−Li

)
→
(
Lj
Li

)

(pour i 6= j). Ceci prouve que

P (τ) = Dj(−1)× Tij(1)× Tji(−1)× Tij(1),

pour τ = (ij), comme on voulait démontrer.

1.2.10 Une méthode magique pour inverser les matrices. Voici une recette per-
mettant de calculer l’inverse d’une matrice A ∈ GLn(k) : effectuer les mêmes opérations
élémentaires sur les lignes de A et de Idn, jusqu’à avoir transformé A en l’identité ; la
matrice obtenue en transformant Idn est A−1. Nous allons donner deux preuves du fait
que cet algorithme fonctionne, confiants quant au fait que démonter les tours de magie de
votre enfance ne diminuera pas votre émerveillement pour les mathématiques.

Preuve 1. Chaque opération élémentaire effectuant sur les lignes revient à une multipli-
cation à gauche par une matrice de transvection, dilatation, ou permutation. On produit
ainsi une suite de telles matrices P1, . . . , PN telles que

PN · · ·P1 ×A = Id.

On a alors
A−1 = PN · · ·P1 = PN · · ·P1 × Id,

cette dernière étant la matrice obtenue en effectuant la même suite d’opérations élémen-
taires sur les lignes de Id.

Il y a une façon tristement plus élémentaire de comprendre cette méthode.

Preuve 2. L’inverse de A est la matrice B telle que AX = Y ⇔ X = BY pour tout
X,Y ∈ kn. On obtient donc l’inverse en résolvant le système

(1.2.10.1)


a11x1 + · · ·+ a1nxn = y1

...
...

... . . .
an1x1 + · · ·+ annxn = yn
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où A = (aij)16i,j6n, les xi sont les inconnues, et les yj sont des variables. La solution de
ce système donnera chaque xi en fonction des variables yj , sous la forme

(1.2.10.2)


x1 = b11y1 + · · ·+ b1nyn

. . . ...
...

...
xn = bn1y1 + · · ·+ bnnyn,

et la matrice (bij) est l’inverse de A.
La méthode proposée consiste simplement à résoudre ce système en le présentant sous

forme de tableau de nombre, en n’écrivant plus ni les inconnues ni les variables et en
réservant une colonne pour chacune d’entre elles. Ainsi, (1.2.10.1) est représenté par le
tableau

(1.2.10.3)

 a11 · · · a1n 1 · · · 0
...

... . . .
an1 · · · ann 0 · · · 1

 .
On résout le système par le pivot de Gauss, en opérant sur les lignes du système (1.2.10.1),
ce qui se traduit par des opérations sur les lignes du tableau (1.2.10.3). À la fin de l’algo-
rithme on arrive à la solution (1.2.10.2), dont la représentation sous forme d’un tableau
de nombres est

(1.2.10.4)

 1 · · · 0 b11 · · · b1n
. . . ...

...
0 · · · 1 bn1 · · · bnn

 .
La matrice (bij) a ainsi été obtenue en effectuant les opérations sur la partie droite du
tableau, qui au départ est la matrice identité.

1.3 – Décompositions LU

On appelle matrice unitriangulaire une matrice triangulaire dont tous les coefficients
diagonaux sont égaux à 1. Pour toute matrice A ∈ Mn(k) et p ∈ [[1, n]], on note A[p] la
sous-matrice de A obtenue en gardant les coefficients ai,j avec i, j ∈ [[1, p]]. Les déterminants
detA[p] s’appellent les mineurs principaux de A.

1.3.1 Lemme. Soit L,U ∈ Mn(k) des matrices unitriangulaires inférieure et supérieure
respectivement, et A ∈Mn(k). Alors les mineurs principaux de A et LAU sont égaux.

Preuve. Il suffit de montrer l’assertion pour LA, la multiplication à droite par U se ra-
menant à ce cas par transposition. En terme d’opérations élémentaires, toute ligne de LA
s’obtient comme somme de la ligne de A de même indice avec une combinaison linéaires
des lignes d’indices inférieurs, ce qui donne le résultat. Formellement : Si B = LA, et
p ∈ [[1, n]], nous avons

B[p] = L[[1,p]],[[1,n]] ×A[[1,n]],[[1,p]]

=


1 0 . . . . . . . . . . . . 0

∗ 1 . . . ...
... . . . . . . . . . ...
∗ . . . ∗ 1 0 . . . 0

×


A1
[p]
...
...

An[p]


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où Ai désigne la i-ème ligne de A, et Ai[p] ses p premiers coefficients. En considérant le
déterminant d’une matrice comme forme multilinéaire alternée sur ses lignes, on obtient

detB[p] = det
(
A1

[p], ∗A1
[p] +A2

[p], . . . , ∗A1
[p] + · · ·+ ∗Ap−1

[p] +Ap[p]

)
= det

(
A1

[p], A
2
[p], . . . , A

p
[p]

)
= detA[p].

1.3.2 Théorème. Soit A ∈ GLn(k). Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout p = 1, . . . , n, le mineur principal detA[p] est non nul ;

(ii) Il existe une unique factorisation A = LU , avec L triangulaire supérieure, et U
unitriangulaire supérieure.

1.3.3 Remarque. Par un souci de symétrie on peut aussi énoncer l’assertion (ii) du
théorème sous la forme équivalente suivante :

(ii′) Il existe une unique factorisation A = LDU ′, avec L unitriangulaire supérieure, U ′
unitriangulaire supérieure, et D diagonale.

L’identité U = DU ′ permet de faire le lien entre les deux versions.

Preuve. L’implication (ii′) ⇒ (i) découle directement du lemme 1.3.1, en remarquant que
l’hypothèse A inversible implique que les coefficients diagonaux de D sont tous nous nuls,
et donc également ses mineurs principaux.

Montrons à présent (i) ⇒ (ii), en commençant par la partie existence d’une factori-
sation LU . Le principe est d’appliquer le pivot de Gauss pour trouver L′ unitriangulaire
inférieure telle que L′A soit triangulaire supérieure ; on commence par ajouter des mul-
tiples de la ligne A1 aux lignes suivantes pour mettre des 0 sur la première colonne, puis
on recommence avec la (nouvelle) ligne A2 et la seconde colonne, etc. À chaque étape la
condition sur les mineurs principaux nous assure qu’on a un coefficient non nul au bon
endroit.

Pour formaliser cet argument, on procède par récurrence sur la taille de la matrice
A, le cas d’une matrice de taille 1 étant clair. Dire que le premier mineur principal de
A = (aij) est non nul revient à dire que le coefficient a1,1 est non nul, on peut donc s’en
servir comme pivot. A l’aide de n−1 opérations élémentaires sur les lignes on peut mettre
à zéro tous les coefficients a1,j , j > 2. Explicitement :

(1.3.3.1)


1
−a21
a11

1
... . . .
−an1
a11

1

A =


a1,1 ∗ . . . ∗
0
... B
0


pour une certaine matrice B de taille (n − 1) × (n − 1). Par le lemme 1.3.1, les mineurs
principaux de B sont les mineurs principaux de A divisés par a1,1, et sont donc tous
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strictement positifs. Par hypothèse de récurrence on écrit B = LBUB, et on obtient

A =


1
a21
a11

1
... . . .
an1
a11

1



a1,1 ∗ . . . ∗
0
... LBUB
0



=


1
a21
a11

1
... . . .
an1
a11

1




1 0 . . . 0
0
... LB
0



a1,1 ∗ . . . ∗
0
... UB
0


= LU

(voir 1.2.4 pour le calcul de l’inverse de la matrice la plus à gauche de (1.3.3.1)).
Finalement nous montrons l’unicité de la décomposition. Si A = L1U1 = L2U2, on

écrit J = L−1
2 L1 = U2U

−1
1 . Alors J est diagonale car à la fois triangulaire inférieure

et supérieure, et égale à l’identité car L−1
2 L1 est unipotente. On conclut L1 = L2 et

U1 = U2.

1.3.4 Remarque. La preuve précédente fournit un algorithme récursif pour calculer la
décomposition LU : à chaque étape, il faut mémoriser la matrice

T =


1
−a21
a11

1
... . . .
−an1
a11

1

 ,

calculer récursivement LB, puis effectuer le produit T−1 × diag(1, LB) pour trouver L.
En pratique il peut être plus judicieux de procéder de manière itérative, sans jamais rien
avoir à garder en mémoire — à part bien sûr une matrice obtenue en transformant A dont
la dernière version sera U , et une autre matrice qui peu à peu va devenir L. La preuve
ci-dessus montre que L = T−1

1 T−1
2 · · ·T−1

n−1, où chaque Ti est de la forme

Ti =



1
. . .

1
αi+1,i 1

... . . .
αn,i 1


,

et ainsi L s’obtient simplement en calculant successivement les produits T−1
1 T−1

2 · · ·T−1
i

pour i = 1, . . . , n− 1.
La version itérative de l’algorithme prend donc la forme suivante. On définit des suites

(Li) et (Ui) par récurrence, en posant{
U0 = A

L0 = Idn
et

{
Ui = TiUi−1

Li = Li−1T
−1
i

pour i > 0.
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Les matrices L et U qui nous intéressent sont respectivement Ln−1 et Un−1. Concrètement,
la matrice Ui−1 est échelonnée jusqu’à la (i− 1)-ème colonne, c’est-à-dire de la forme(

U V
0 W

)

avec U triangulaire supérieure de taille i− 1 ; on obtient Ui en effectuant les opérations

(1.3.4.1) R′i+s = Ri+s − ai+s,i
aii

Ri, s = 1, . . . , n− i,

sur les lignes de Ui−1 (on appelle ici R les lignes pour éviter les conflits de notation, et
ast les entrées de Ui−1 pour éviter de surcharger les formules) pour mettre des 0 où il faut
sur la i-ème colonne ; pour obtenir Li il faut au fur et à mesure effectuer les opérations
correspondantes

(1.3.4.2) C ′i = Ci + ai+s,i
aii

Ci+s s = 1, . . . , n− i,

sur les colonnes de Li−1, avec le même coefficient ai+s,i
aii

dans (1.3.4.1) et (1.3.4.2) (mais
’−’ dans la première et ’+’ dans la seconde). On effectue des opérations sur les lignes dans
un cas et sur les colonnes dans l’autre car on multiplie par Ti à gauche dans un cas, et par
T−1
i à droite dans l’autre.

1.3.5 Remarque. On peut donner une preuve brutale de l’unicité en donnant une formule
pour chacun des coefficients des matrices L,D,U ′ en fonction de déterminants extraits de
A. On a pour tout i > j :

di =
|A[i]|
|A[i−1]|

; `ij =
|A[j−1]∪{i},[j]|
|A[j]|

(pour i > j) ; u′ij =
|A[i],[i−1]∪{j}|
|A[i]|

(pour j > i) ;

Pour obtenir ces formules, on applique la formule de Binet–Cauchy 2.2.5 à A = LU ,
avec U = DU ′ comme plus haut. Les coefficients diagonaux de U sont alors ceux de D,
qu’on note d1, . . . , dn. On a pour commencer

|A[i]| =
∑

Card(H)=i
|L[i],H | · |UH,[i]| = |L[i]| · |U[i]| = d1 · · · di,

qui donne aussitôt la formule pour di (dans la somme, seul le terme correspondant àH = [p]
est non nul, car L est triangulaire inférieure — ou car U est triangulaire supérieure).
D’autre part,

|A[j−1]∪{i},[j]| =
∑

Card(H)=j
|L[j−1]∪{i},H | · |UH,[j]| = |L[j−1]∪{i},[j]| · |U[j]| (pour i > j)

|A[i],[i−1]∪{j}| =
∑

Card(H)=i
|L[i],H | · |UH,[i−1]∪{j}| = |L[i]| · |U[i],[i−1]∪{j}| (pour j > i)

(dans le premier cas on voit que la somme a un seul terme non nul car U est triangulaire
supérieure, et dans le second car L est triangulaire inférieure).

Pour i > j, la matrice L[j−1]∪{i},[j] est triangulaire inférieure avec coefficients diagonaux
1, . . . , 1, `ij donc |L[j−1]∪{i},[j]| = `ij ; d’autre part la matrice U[j] est triangulaire supérieure
de coefficients diagonaux d1, . . . , dj . On a donc finalement

|A[j−1]∪{i},[j]| = `ij · d1 · · · dj = `ij · |A[i]|
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qui est la formule cherchée pour `ij .
De la même façon pour j > i, U[i],[i−1]∪{j} est triangulaire supérieure de coefficients

diagonaux d1, . . . , di−1, di ·u′ij , et L[i] est unitriangulaire inférieure, ce qui donne finalement

|A[i],[i−1]∪{j}| = d1 · · · di−1 · di · u′ij = |A[i]|,

qui est la formule cherchée pour u′ij .

Pour les matrices symétriques réelles, on a la spécialisation suivante de la décomposi-
tion LDU évoquée ci-dessus. L’équivalence (i) ⇔ (ii) s’appelle le critère de Sylvester.

1.3.6 Théorème (Décomposition de Cholesky). Soit S une matrique symétrique réelle
de taille n. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout p = 1, . . . , n, le mineur principal |S[[1,p]]| est strictement positif ;
(ii) S est définie positive ;
(iii) il existe une unique factorisation S = TT × T avec T triangulaire supérieure à coef-
ficients diagonaux strictement positifs.

Preuve. Montrons que (iii) ⇒ (ii). Pour tout i = 1, . . . , n, notons `i la forme linéaire
donnée par la i-ème ligne de T : notant T = (uij), on a

`i(x1, . . . , xn) = uiixi + ui,i+1xi+1 + · · ·+ uinxn.

Puisque uii 6= 0 pour tout i, ces n formes linéaires sont linéairement indépendantes (de
manière équivalente, T est inversible). Pour X ∈ Rn, on a

XTSX = (TX)T(TX) =
∑n

i=1
`i(X)2 > 0.

Si X 6= 0, puisque les `i forment une base de Řn il existe un i0 tel que `i0(X) 6= 0, et ainsi
XTSX > 0 comme il fallait démontrer.

Montrons réciproquement que (ii) ⇒ (iii). Il s’agit dans un premier temps de montrer
que toute forme quadratique définie positive s’écrit comme somme de carrés de formes
linéaires, ce que l’algorithme de Gauss permet de voir. On raisonne par récurrence sur n ;
pour n = 1 l’énoncé est trivial. Notons S = (aij), et q la forme quadratique associée : pour
X = (x1, . . . , xn)T ∈ Rn on a

q(x1, . . . , xn) = XTSX =
∑
ij

aijxixj =
∑
i

aiix
2
i + 2

∑
i<j

aijxixj .

On a a11 = q(1, 0, . . . , 0) > 0 puisque q est définie positive par hypothèse ; on peut donc
poser

`1(x1, . . . , xn) = 1
√
a11

(a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn),

de sorte que
q̃1(x1, . . . , xn) := q(x1, . . . , xn)− `1(x1, . . . , xn)2

est une forme quadratique indépendante de x1. Montrons que sa restriction q1 à l’hyperplan
{x1 = 0} est définie positive. Soit (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1 non nul. Puisque a11 6= 0, il existe
un unique x̃1 ∈ R tel que `1(x̃1, x2, . . . , xn) = 0, et on a

q1(x2, . . . , xn) = q̃1(x̃1, x2, . . . , xn) = q(x̃1, x2, . . . , xn) > 0,
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ce qui prouve bien que la restriction de q1 est définie positive (la première égalité est donnée
par le fait que q1 est indépendante de x1, et la seconde parce que `1(x̃1, x2, . . . , xn) = 0).
On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence à q1, ce qui donne l’existence d’une
matrice triangulaire supérieure T1 à coefficients diagonaux strictement positifs telle que

q1(x2, . . . , xn) =

T1

x2
...
xn




T

× T1

x2
...
xn

 .
Alors

q(x1, x2, . . . , xn) = `1(x1, . . . , xn)2 +

T1

x2
...
xn




T

× T1

x2
...
xn

 =

T
x1

...
xn




T

× T

x1
...
xn


avec

T =


1√
a11

a12√
a11

. . . a1n√
a11

T1

 .
On a donc bien S = TTT avec T du type demandé. Ainsi la proposition (ii) implique
l’existence d’une décomposition TTT .

Montrons d’autre part qu’une telle écriture est toujours unique, indépendamment de
l’hypothèse (ii). Soit T1 et T2 deux matrices triangulaires supérieures à coefficients dia-
gonaux strictement positifs, telles que S = TT

1 T1 = TT
2 T2. Alors (TT

2 )−1TT
1 = T2(T1)−1

est une matrice à la fois triangulaire supérieure et inférieure, donc diagonale. Notons
d1, . . . , dn et d′1, . . . , d′n les coefficients diagonaux de T1 et T2 respectivement. Alors les
coefficients diagonaux de (TT

2 )−1TT
1 et T2(T1)−1 sont respectivement d1/d

′
1, . . . , dn/d

′
n et

d′1/d1, . . . , d
′
n/dn, et on a donc

(TT
2 )−1TT

1 =

d1/d
′
1

. . .
dn/d

′
n

 = T2(T1)−1 =

d′1/d1
· · ·

d′n/dn

 .
Ceci implique que d2

i = (d′i)2 pour tout i, et donc di = d′i puisque les coefficients diagonaux
de T1 et T2 sont positifs. Finalement T2(T1)−1 = Id et T1 = T2 comme il fallait démontrer.

Montrons que (iii) ⇒ (i). Soit T triangulaire supérieure inversible, et p ∈ [[1, n]]. On
s’intéresse aux mineurs principaux de S = TT × T . En écrivant T par blocs

T =
(
T[p] T ′

0 T ′′

)

on voit que S[p] = TT
[p] × T[p], et donc |S[p]| = |T[p]|2 > 0.

Enfin montrons que (i)⇒ (iii). Nous sommes dans les hypothèses du théorème 1.3.2, il
existe donc L,D,U unitriangulaire inférieure, diagonale, et unitriangulaire supérieure res-
pectivement telles que S = LDU . Puisque S est symétrique on a aussi S = ST = UTDLT,
donc par unicité de la décomposition LDU on a L = UT. D’autre part les coefficients
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diagonaux d1, . . . , dn de D sont les mineurs principaux de S, qui sont strictement positifs
par hypothèse. On peut donc poser

T =


√
d1

. . . √
dn

× U,
qui est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux

√
d1, . . . ,

√
dn strictement positifs,

et telle que S = TT × T . L’unicité d’une telle décomposition a déjà été démontrée plus
haut.

1.3.7 Remarque. On a donné ci-dessus une preuve indirecte du critère de Sylvester (i)
⇔ (ii), puisqu’on a montré indépendamment (i) ⇔ (iii) en utilisant la décomposition LU ,
et (ii)⇔ (iii) en utilisant l’algorithme de Gauss pour les formes quadratiques. Voyons com-
ment démontrer directement ce critère en supposant connue a priori l’orthogonalisation
des formes quadratiques.

On commence par démontrer que le déterminant d’une matrice S définie positive est
strictement positif. En orthogonalisant la forme quadratique associée à S, on obtient une
matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que D = PTSP . Puisque S est défi-
nie positive, les coefficients de D sont tous strictement positifs. Puisque det(S) ·det(P )2 =
det(D), on a donc que det(S) > 0.

Montrons maintenant que (ii) ⇒ (i). Soit p ∈ [[1, n]]. La matrice extraite S[p] est la
matrice de la restriction au sous-espace engendré par les p premiers vecteurs de la base
canonique de la forme quadratique définie par S ; elle donc elle aussi définie positive. En
vertu de ce qui précède, on a donc |S[p]| > 0 comme il fallait démontrer.

Réciproquement montrons que (i) ⇒ (ii), par récurrence sur n. Pour n = 0, le résultat
est trivial. Pour n > 0, soit q la forme quadratique associée à S, et Fn−1 le sous-espace
de Rn engendré par les n − 1 premiers vecteurs e1, . . . , en−1 de la base canonique. La
restriction de q à Fn−1 est donnée par la matrice extraite S[n−1], donc par hypothèse de
récurrence elle est définie positive. Ceci prouve en particulier que Fn−1 est totalement
non-isotrope, ce qui implique que Fn−1 � F⊥n−1 = Rn. Soit e un vecteur non nul de F⊥n−1.
La famille (e1, . . . , en−1, e) est une base de Rn, dans laquelle la matrice de q est

0

S[n−1]
...
0

0 . . . 0 α

 = PTSP,

où P est la matrice de passage de la base canonique dans (e1, . . . , en−1, e). On a donc

α = det(S) · det(P )2

det(S[n−1])
> 0,

et donc q est bien définie positive : pour X ∈ Rn non nul, de coordonnées (x1, . . . , xn−1, x)
dans la base (e1, . . . , en−1, e), on a

q(X) = q|Fn−1
(x1, . . . , xn−1) + αx2 > 0

puisque q|Fn−1
est définie positive et α > 0.
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Chapitre 2

Déterminant

2.1 – Polynôme déterminant, déterminant d’une matrice

2.1.1 Définition (polynôme déterminant). Soit n ∈ N∗. On considère l’anneau Z[Xij ]
des polynômes à coefficients entiers en les n2 indéterminées Xij, 1 6 i, j 6 n. Le polynôme
déterminant de taille n est l’élément

det
n

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)Xσ(1),1 · · ·Xσ(n),n ∈ Z[Xij ].

On notera souvent simplement det au lieu de detn par abus de notation.
2.1.2. Soit A un anneau commutatif unitaire. Le morphisme naturel Z→ A est défini par

n ∈ Z 7→ 1A + · · ·+ 1A︸ ︷︷ ︸
n fois

∈ A

(avec l’adaptation habituelle si n < 0). Ce morphisme s’étend en un morphisme Z[Xij ]→
A[Xij ].

2.1.3 Définition (déterminant d’une matrice). Soit A un anneau commutatif unitaire, et
M = (aij) ∈Mn(A) une matrice carrée de taille n à coefficients dans A. Le déterminant
de M est l’élément det(M) ∈ A obtenu en évaluant le polynôme déterminant de taille n
en les coefficients de M , autrement dit

det(M) :=
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n ∈ A.

2.2 – Interprétation comme forme multilinéaire alternée et
applications

Le déterminant des matrices induit une forme sur l’espace des colonnes.

2.2.1 Proposition. Soit A anneau commutatif. Le déterminant des matrices dansMn(A)
définit une forme n-linéaire alternée

(An)n → A.

La bonne façon de calculer un déterminant c’est d’utiliser le pivot de Gauss. Explica-
tion par le caractère n-linéaire alterné de la formule pour le déterminant d’une matrice
triangulaire : c’est le même calcul qu’en 2.6.6 !

17
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2.2.2 action des opérations élémentaires.

2.2.3 déterminant d’une matrice triangulaire.

2.2.4 calcul du déterminant par pivot de Gauss. Ça fonctionne sur un anneau sans
problème il me semble, mais à ce moment-là il faudra renvoyer au chapitre traitant le pivot
de Gauss sur un anneau, qui est plus loin (et qui parle lui aussi de déterminants).

2.2.4.1 Exercice. Évaluer la complexité d’un tel calcul.

2.2.5 Proposition (Formule de Binet–Cauchy). Soit A et B des matrices à coefficients
dans k de tailles m × n et n × p respectivement. Le produit AB est de taille m × p. Soit
I et J des sous-ensembles de même cardinal k de [[1,m]] et [[1, p]] respectivement. On a
l’identité ∣∣(AB)IJ

∣∣ =
∑

H⊆[[1,n]]
Card(H)=k

|AIH | · |BHJ |.

Preuve. En extrayant les lignes d’indices I de A × B de nos formules pour le produit de
matrices, on obtient

(A×B)I,[[1,n]] = AI,[[1,n]] ×B.

On ne regarde que les colonnes d’indices J , ce qui nous donne à nouveau grâce à nos
formules pour le produit de matrices

(A×B)IJ = AI,[[1,n]] ×B[[1,n]],J .

Notons X1, . . . , Xn les colonnes (de taille k) de AI,[[1,n]], et Y1, . . . , Yk celles (de taille k
aussi) de (A× B)IJ . D’après ce qui précède (et toujours nos formules pour le produit de
matrices), on a pour tout s = 1, . . . , k

Ys = b1jsX1 + · · ·+ bnjsXn

où J = {j1 < · · · < jk}.
En voyant le déterminant comme une forme sur les colonnes, on a donc∣∣(A×B)IJ

∣∣ = det(Y1, . . . , Yk)

= det
( n∑
i=1

bij1Xi, . . . ,
n∑
i=1

bijkXi

)
=

∑
i1,...,ik

bi1j1 · · · bikjk det(Xi1 , . . . , Xik)

=
∑

H⊆[[1,n]]
H={i1<···<ik}

∑
σ∈Sk

biσ(1),j1
· · · biσ(k),jk det(Xiσ(1) , . . . , Xiσ(k))

=
∑

H⊆[[1,n]]
H={i1<···<ik}

∑
σ∈Sk

biσ(1),j1
· · · biσ(k),jk · ε(σ) det(Xi1 , . . . , Xik)

=
∑

H⊆[[1,n]]
H={i1<···<ik}

det(Xi1 , . . . , Xik)
∑
σ∈Sk

ε(σ)biσ(1),j1
· · · biσ(k),jk

qui est précisément l’identité recherchée.
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2.2.6 Corollaire. Si A et B dont carrées de même taille, on a

det(AB) = det(A) det(B).

Nous proposons plusieurs preuves de cette formule : ici en conséquence de la formule de
Binet–Cauchy, un peu plus loin en conséquence de la formule de Laplace ; ces deux preuves
fonctionnent sans problème sur un anneau commutatif. Nous en donnons une troisième
plus simple, qui fonctionne a priori seulement sur un corps ; il est toujours possible de
s’en servir pour obtenir la formule en termes du polynôme déterminant , en utilisant le
processus standard d’extension des identités algébriques.

2.3 – Développement de Laplace et applications

2.3.1 Théorème (Formule de Laplace). A = (aij)16i,j6n, J = {j1 < · · · < jp} fixé :

det(A) =
∑

I={i1<···<ip}
(−1)|I|+|J | det(AIJ) det(AĪJ̄),

où |I| = i1 + · · ·+ ip.

La formule de Laplace généralise la formule de développement par rapport à une co-
lonne (celle-ci est le cas p = 1). Cette dernière peut se démontrer soit par un calcul direct
sur le polynôme déterminant (c’est le plus agréable) ; sinon on peut la montrer directement,
comme dans la preuve par récurrence sur n du théorème énoncé dans 2.6.1.

Je repousse la preuve de la formule de Laplace à la sous-section suivante 2.4, la lecture
de la présente sous-section pouvant utilement préparer le lecteur à cette preuve. On peut là
aussi procéder par un calcul direct sur le polynôme déterminant, la principale difficulté par
rapport au cas p = 1 consistant alors en un calcul (un peu fin) de signature de permutation.
Sinon on peut procéder par récurrence sur p, le cas de base étant alors le développement
par rapport à une colonne. Une nouvelle fois il est possible de donner une preuve un peu
plus simple en se limitant à des matrices à coefficients dans un corps, en tirant parti du
théorème 2.6.1 ; voir 5.3.1.

2.3.2 Exemple. Développement d’une matrice 4× 4 par rapport à deux colonnes.

2.3.3 Application 1 : déterminant des matrices triangulaires par blocs. Soit
M ∈Mp+q(A) une matrice triangulaire supérieure par blocs,

M =
(
A B′

0 B

)

avec A ∈Mp(A), B ∈Mq(A), et B′ ∈Mp,q. On a l’égalité det(M) = det(A) · det(B).

2.3.3.1. Mise en garde dans le cas général = non-triangulaire (si on y réfléchit deux
secondes, un tel résultat n’a pas lieu d’être car les blocs n’ont a priori aucune raison d’être
carrés tous les quatre).

Preuve. On fait un développement de Laplace par rapport aux p premières colonnes de
M (ou aux p premières lignes, cela revient au même). Dans les notations de 2.3.1, on
choisit J = [[1, p]]. Alors la matrice p × p extraite MIJ possède une ligne nulle, sauf si
I = J = [[1, p]]. Il y a donc un seul terme non nul dans la somme de 2.3.1, qui est
précisément det(A) · det(B).
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En fait la formule pour les déterminants triangulaires par blocs est un cas particulier
plus simple de la formule de Laplace. On va en donner ci-dessous une preuve directe suivant
les mêmes idées, dont la lecture pourra aider ensuite à suivre la preuve de la formule de
Laplace.

Preuve de 2.3.3 sans formule de Laplace. On note M = (mij), A = (aij), B = (bij),
B′ = (b′ij). Puisque mij = 0 si j 6 p et i > p, on a

det(M) =
∑

σ([[1,p]])⊆[[1,p]]
ε(σ) ·mσ(1)1 · · ·mσ(p+q),p+q,

par quoi on veut dire qu’on somme sur toutes les permutations σ ∈ Sn telles que σ([[1, p]]) ⊆
[[1, p]]. Ces permutations sont exactement les

(σ′, σ′′) =
(

1 . . . p p+ 1 . . . p+ q
σ′(1) . . . σ′(p) p+ σ′′(1) . . . p+ σ′′(q)

)
,

où σ′ ∈ Sp et σ′′ ∈ Sq. Ainsi on a

det(M) =
∑
σ′∈Sp

∑
σ′′∈Sq

ε(σ′, σ′′) · aσ′(1)1 · · · aσ′(p)p · bσ′′(1)1 · · · bσ′′(q)q.

Il nous reste à démontrer que ε(σ′, σ′′) = ε(σ′) · ε(σ′′), ce qui donnera directement le
résultat cherché. On écrit σ′ et σ′′ comme des produits de transpositions

∏I′
k=1

(
a′k b

′
k

)
et∏I′′

k=1
(
a′′k b

′′
k

)
respectivement ; alors (σ′, σ′′) =

∏I′
k=1

(
a′k b

′
k

)
◦
∏I′′
k=1

(
p+ a′′k p+ b′′k

)
, et donc

ε(σ′, σ′′) = (−1)I′+I′′ = ε(σ′) · ε(σ′′).

2.3.3.2 Variante. Pour calculer ε(σ′, σ′′), on peut aussi calculer le cardinal de l’ensemble

I(σ) =
{
(i < j) ∈ [[1, p+ q]]2 : σ(i) > σ(j)

}
pour σ = (σ′, σ′′). Pour (i < j) ∈ [[1, p+ q]]2 on a les trois configurations suivantes :
(a) i, j 6 p, et alors (i < j) ∈ I(σ′, σ′′) ssi (i < j) ∈ I(σ′) ;
(b) i 6 p et j > p, et alors on a toujours (σ′, σ′′)(i) < (σ′, σ′′)(j) ;
(c) i, j > p, et alors (i < j) ∈ I(σ′, σ′′) ssi (i < j) ∈ I(σ′′).
On a donc une bijection I(σ′, σ′′) ' I(σ′)

∐
I(σ′′), et par l’expression de la signature en

termes de nombre d’inversion cette bijection nous donne

ε(σ′, σ′′) = (−1)Card(I(σ′,σ′′)) = (−1)Card(I(σ′)+Card(I(σ′′)) = ε(σ′) · ε(σ′′).

2.3.4 Proposition. Soit M,N ∈Mn(A), A un anneau commutatif. On a det(M ×N) =
det(M) · det(N).

Preuve. On noteM = (aij) etN = (bij). Par la formule pour les déterminants triangulaires
par blocs, on a

det(M) · det(N) = det
(
M 0
−Idn N

)
,

où la matrice à droite est triangulaire par blocs avec tous ses blocs de taille n.
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On effectue sur cette matrice par blocs les opérations élémentaires

L′i = Li +
∑

16j6n aijLn+j

pour tout i = 1, . . . , n. La matrice obtenue est(
0 MN
−Idn N

)
.

Elle aussi est triangulaire par blocs, et la formule pour les déterminants de ce type donne

det
(

0 MN
−Idn N

)
= (−1)n det(−Idn) · det(MN) = det(MN).

2.3.5 Différentielle du déterminant.
2.3.6 Irréductibilité du polynôme déterminant.

2.4 – Preuve de la formule de Laplace

2.4.1 Notations. Soit n un entier naturel. Pour tout p ∈ [[1, n]], on note Pp l’ensemble
des parties à p éléments de {1, . . . , n}. Pour I = {i1 < · · · < ip} ∈ Pp, on note Ī le
complémentaire de I dans [[1, n]], ı̄1 < · · · < ı̄n−p les n− p entiers tels que

{i1, . . . , ip, ı̄1, . . . , ı̄n−p} = {1, . . . , n}.

Étant donné une matrice A = (aij)i∈I,j∈J , où I et J sont deux ensembles ordonnés
finis, on note pour tout I ′ ⊆ I et J ′ ⊆ J AI′,J ′ la matrice (aij)i∈I′,j∈J ′ extraite de A en
retenant les lignes dont l’indice est dans I ′ et les colonnes dont l’indice est dans J ′.

2.4.2 Proposition. Soit A = (aij)16i,j6n, matrice carrée à coefficients dans k anneau
commutatif (oui !). On fixe un ensemble de colonnes J = {j1 < · · · < jp}. On a

det(A) =
∑

I={i1<···<ip}
(−1)|I|+|J | det(AIJ) det(AĪJ̄),

où |I| = i1 + · · ·+ ip.

On peut aussi noter AI′J ′ la matrice extraite de A obtenue en excluant les lignes dont
l’indice est dans I ′ et les colonnes dont l’indice est dans J ′ ; autrement dit AI′J ′ = AĪJ̄ .
2.4.3 Complément. On notera ε(J, I) = (−1)|I|+|J | ; c’est la signature de la permutation
ρJ,I définie par {

∀s ∈ [[1, p]] : ρJ,I(js) = is
∀t ∈ [[1, n− p]] : ρJ,I(̄s) = ı̄s.

La permutation ρJ,I est ainsi l’unique permutation induisant deux bijections croissantes
de J sur I et de J̄ sur Ī respectivement.

La preuve par calcul sur le polynôme déterminant est essentiellement semblable à celle
du développement par rapport à une seule colonne, sauf qu’il y a un lemme sur la signature
qui est un peu plus complexe.
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2.4.4 Preuve par calcul sur le polynôme déterminant. On a

(2.4.4.1) det(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n =
∑

I⊆[[1,n]]
Card(I)=p

∑
σ∈Sn
σ(J)=I

ε(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n.

Soit I un sous-ensemble de [[1, n]] de cardinal p, et notons [I] l’ensemble des permutations
σ ∈ Sn telles que σ(I) = J . Manifestement [I] est en bijection avec le produit S(J, I) ×
S(J̄ , Ī), où S(E , E ′) désigne l’ensemble des bijections entre deux ensembles E et E ′ de
même cardinal. Puisque les ensembles J, I (resp. J̄ , Ī) sont étiquetés de cardinal p (resp.
n− p), on a donc une bijection ΦI

J obtenue par la composition

Sp ×Sn−p

ΦIJ

&&
∼= S(J, I)×S(J̄ , Ī) ∼=[I] ;

autrement dit pour tout (σ′, σ′′) ∈ Sp×Sn−p, ΦI
J(σ′, σ′′) est la permutation ϕ définie par

les deux conditions

∀s = 1, . . . , p : ϕ(js) = iσ′(s) et ∀t = 1, . . . , n− p : ϕ(̄t) = ı̄σ′′(t).

Avec cette description pour I, on a

(2.4.4.2) det(A) =
∑
I

∑
σ′∈Sp

σ′′∈Sn−p

ε
(
ΦI
J(σ′, σ′′)

)
· aσ′(j1)j1 · · · aσ′(jp)jp · aσ′′(̄1)̄1 · · · aσ′′(̄p)̄p .

Tenant compte du Lemme 2.4.6 donnant la signature ε
(
ΦI
J(σ, σ′)

)
, on obtient finalement

det(A) =∑
I

(−1)|I|+|J |
( ∑
σ′∈Sp

ε(σ′)aiσ′(1)j1 · · · aiσ′(p)jp

)( ∑
σ′′∈Sn−p

ε(σ′′)aı̄σ′′(1) ̄1 · · · aı̄σ′′(n−p) ̄n−p

)

=
∑
I

(−1)|I|+|J | det(AIJ) · det(AĪJ̄).

comme il fallait démontrer.

2.4.5 Remarque. Le point clef de la preuve est la partition Sn =
∐
I [I], qui n’est autre

que la partition du groupe Sn par ses classes de congruences modulo le sous-groupe

[J ] = {σ ∈ Sn : σ(J) = J}.

Le quotient Sn/[J ] s’identifie à l’ensemble des sous-parties de cardinal p de [[1, n]] ; il n’est
en général pas muni d’une structure canonique de groupe, puisque [J ] n’est pas un sous-
groupe distingué. Nous recommandons de déterminer les cardinaux de [J ] et Sn/[J ], et
de vérifier le théorème de Lagrange dans ce cas.

On prendra garde au fait que [I] n’est pas un sous-groupe de Sn, et que ΦI
J n’est pas

un morphisme de groupes.

2.4.6 Lemme. On a ε
(
ΦI
J(σ′, σ′′)

)
= (−1)|I|+|J |ε(σ′)ε(σ′′).
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Preuve. A tout (σ′, σ′′) ∈ Sp ×Sn−p, on associe une permutation Ψ(σ′, σ′′) ∈ Sn définie
par

Ψ(σ′, σ′′) =
(

1 · · · p p+ 1 · · · p+ (n− p)
σ′(1) · · · σ′(p) p+ σ′′(1) · · · p+ σ′′(n− p)

)
.

Pour tout I ⊆ [[1, n]] de cardinal p, on définit une permutation

ρI =
(

1 · · · p p+ 1 · · · p+ (n− p)
i1 · · · ip ı̄1 · · · ı̄n−p

)
∈ Sn.

Je prétends que

(2.4.6.1) ΦI
J(σ′, σ′′) = ρI ◦Ψ(σ′, σ′′) ◦ ρ−1

J ,

et je laisse au lecteur le soin de le démontrer.
On va maintenant pouvoir montrer l’identité voulue sur les signatures en calculant des

nombres d’inversions. D’une part, ε(Ψ(σ′, σ′′)) = ε(σ′)ε(σ′′) car

I(Ψ(σ′, σ′′)) =
(
I(σ′)

)∐(
(p, p) + I(σ′′)

)
(I désigne l’ensemble des inversions, dont il faut calculer le cardinal pour définir le nombre
d’inversions, voir [?]). D’autre part,

I(ρI) =
{
(r, s′) ∈ [[1, p]]× [[p+ 1, n]] : ir > ı̄s′−p

}
'

∐
16r6p

{
s ∈ [[1, n− p]] : ı̄s < ir

}
'

∐
16r6p

Ī ∩ [[1, ir − 1]]

'
∐

16r6p
[[1, ir − 1]] \ {i1, . . . , ir−1}

donc
I(ρI) =

∑
16r6p

(
ir − 1− (r − 1)

)
=

∑
16r6p

ir −
∑

16r6p
r = |I| − p(p+ 1)

2 .

2.4.6.1 Variante. On peut aussi calculer ces signatures en termes de produits de trans-
position. Pour Ψ(σ′, σ′′) c’est assez transparent, on le fait pour ρI . La permutation(

1 2 . . . . . . . . . n

i1 1 . . . î1 . . . n

)

(qui place i1 en tête puis laisse [[1, n]] − {i1} dans l’ordre croissant ; comme d’habitude le
chapeau signifie qu’il faut omettre i1) est un produit de i1−1 transpositions, puisque c’est
le i1-cycle [i1, i1 − 1, . . . , 2, 1]. Ensuite pour “mettre i2 après i1” il faut i2 − 2 nouvelles
transpositions : la permutation(

1 2 3 . . . . . . . . . . . . n

i1 i2 1 . . . î1 î2 . . . n

)
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s’obtient en composant la précédente avec le (i2 − 1)-cycle [i2, . . . , î1, . . . , 2, 1]. On raison-
nant ainsi de proche en proche, on obtient l’égalité

ρI = [ip, . . . , îp−1, . . . , î1, . . . , 2, 1] ◦ [i2, . . . , î1, . . . , 2, 1] ◦ [i1, . . . , 2, 1],

qui permet d’écrire ρI comme un produit de
∑p
k=1(ik−k) transpositions ; on retrouve bien

la signature de ρI .
2.4.7. Preuve du complément 2.4.3. Il apparaît dans la preuve ci-dessus que ε(J, I) est la
signature de la permutation ρI ◦ρ−1

J . Le résultat suit, en observant que ρI ◦ρ−1
J = ρJ,I .

2.4.8 Preuve par récurrence sur p. On laisse l’initialisation de la récurrence au lecteur.
Supposons par récurrence la formule connue pour p′ 6 p− 1 colonnes. On commence par
développer par rapport à la colonne j1 :

det(A) =
∑

16i6n
(−1)i+j1ai,j1 det(Aı̂,̂1).

Ensuite on développe chacun des déterminants de taille n − 1 par rapports aux colonnes
correspondant aux colonnes j2, . . . , jp de A. Attention, il y a un décalage de numérotation,
elles sont devenues les colonnes numéros j2 − 1, . . . , jp − 1 de la matrice Aı̂,̂1 . On a un
décalage du même type dans la numérotation des lignes ; pour I ′ ∈ [[1, n]]p−1 ne contenant
pas i, on note s(i, I ′) le nombre de i′ ∈ I qui sont > i (c’est le nombre de lignes dont
l’indice va être décalé par la suppression de la ligne i). On obtient

det(Aı̂,̂1) =
∑
I′3| i

(−1)|I′|−s(i,I′)+|J ′|−(p−1) det(Aı̂,̂1I′J ′) det(AĪJ̄),

où on a posé J ′ = {j2 < · · · jp}, et Aı̂,̂1I′J ′ est la matrice de taille p− 1 obtenue en extrayant
de Aı̂,̂1 les lignes I ′ et les colonnes J ′ de A.

Reste à recombiner ces déterminants p − 1 entre eux, à nouveau avec la formule de
développement par rapport à une colonne, utilisée à l’envers. Le point sur lequel il faut se
fixer est que chaque I = {i1 < · · · < ip} apparaît sous les p formes (ir, I ′r) avec I ′r = I−{ir},
r = 1, . . . , p ; notons au passage que s(ir, I ′r) = p− r.

det(A) =
∑
i

∑
I′3| i

(−1)i+j1+|I′|−s(i,I′)+|J ′|−(p−1)ai,j1 det(Aı̂,̂1I′J ′) det(AĪJ̄)

=
∑
I

(−1)|I|+|J |
( p∑
r=1

(−1)−s(ir,I′r)−p+1ai1,j1 det(Aı̂1,̂1I′J ′ )
)

det(AĪJ̄).

Le terme entre parenthèses est le développement de det(AIJ) par rapport à sa première
ligne, puisque (−1)−s(ir,I′r)−p+1 = (−1)r+1 (voir ci-dessous).
2.4.8.1 Remarque. On a utilisé la formule diabolique

∀ε1, . . . , εr = ±1 : (−1)ε1a1+···+εrar = (−1)a1+···+ar ,

qui vaut en vertu de la non moins diabolique identité (−1)−1 = −1.

2.5 – Caractérisation de l’inversibilité et calcul du rang

2.5.1 Proposition (Formules de Cramer). Soit R un anneau commutatif, et A = (aij) ∈
Mn(R). On considère sa comatrice Com(A) =

(
(−1)i+jAij

)
. On a

A× Com(A)T = Com(A)T ×A = det(A).Id.
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Preuve. On utilise la formule pour développer un déterminant par rapport à une ligne
(resp. colonne) pour calculer A× Com(A)T (resp. Com(A)T ×A).

Le coefficients d’indice i, j de A× Com(A)T est

n∑
k=1

aik(−1)k+jAjk = det



L1
...

Lj−1
Li

Lj+1
...
Ln


= δij det(A)

(ici Li est la i-ème ligne de A, et la matrice ci-dessus est obtenue à partir de A en mettant
la i-ème ligne à la place de la j-ème). De la même façon, Le coefficients d’indice i, j de
Com(A)T ×A est

n∑
k=1

(−1)k+iAkiakj = det

 C1 · · · Ci−1 Cj Ci+1 · · · Cn

 = δij . det(A).

2.5.2 Corollaire. Soit A un anneau commutatif, et M ∈ Mn(A) une matrice carrée de
taille n. La matrice M est inversible si et seulement si son déterminant est un élément
inversible de A.

Preuve. Supposons MN = Id. Alors par 2.6.13 on a det(M) ·det(N) = 1 donc det(M) est
inversible. Réciproquement, si det(M) est inversible on pose M ′ = det(M)−1.Com(M).
On a

M ×M ′ = M ′ ×M = det(M)−1 det(M).Id = Id
par les formules de Cramer, donc M est inversible.

2.5.3 Exemple. Une matriceM ∈Mn(Z) (resp.Mn(k[X])) est inversible si et seulement
si det(M) = ±1 (resp. det(M) ∈ k∗).

2.5.4 Corollaire. On considère R un anneau commutatif arbitraire. Soit A,B ∈Mn(R).
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) AB = BA = Id ;
(ii) AB = Id ;
(iii) BA = Id.

Si R est un corps, on peut utiliser la théorie de la dimension pour démontrer cet énoncé.
Nous encourageons le lecteur à tâcher de se remémorer comment faire. Voici une preuve
directe basée sur les formules de Cramer.

Preuve. SupposonsAB = Id. Alors det(A)·det(B) = 1, donc en posantA′ = det(B).Com(A),
on a

A×A′ = A′ ×A = det(B) det(A).Id = Id
par les formules de Cramer. Ainsi A est inversible. Ensuite AB = Id implique (en multi-
pliant à gauche par A−1) que B = A−1. Ceci prouve (ii) ⇒ (i). L’implication (iii) ⇒ (i)
se démontre de manière analogue.
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2.5.5 Exercice. Déterminer le rang de la comatrice Com(A) en fonction du rang de A.

2.5.6 Proposition. Le rang d’une matrice est la taille de son plus grand mineur non-nul.

Preuve. On va démontrer l’énoncé équivalent :

∀r ∈ N : rang < r ⇔ tous les mineurs de taille r sont nuls.

Montrons⇒. Soit A ∈Mm,n une matrice de rang < r. Pour tout 1 6 j1 < · · · < jr 6 n,
il existe une relation de dépendance linéaire entre les colonnes de A d’indices j1, . . . , jr.
Celle-ci induit pour tout 1 6 i1 < · · · < ir 6 n une relation de dépendance linéaire entre
les colonnes de la matrice extraite AIJ , et on a donc det(AIJ) = 0, comme il fallait.

Montrons maintenant ⇐ par contraposée. Soit donc A ∈ Mm,n une matrice de rang
> r, et montrons qu’elle possède un mineur de taille r non-nul. D’après le théorème de
la base extraite il existe r colonnes de A qui sont linéairement indépendantes. Je choisis
r telles colonnes, et je les complète en une base de km, en invoquant le théorème de la
base incomplète. J’ai alors sous les yeux m colonnes dans km, et je considère la matrice
Ã ∈ Mm(k) obtenue en les concaténant. Par construction, on a det(A) 6= 0. D’après la
formule de Laplace, ce déterminant est une combinaison linéaire de déterminants de taille
r extraits des r premières colonnes de Ã, et ainsi une combinaison linéaire de mineurs de
taille r de A. Puisque det(A) 6= 0, il est nécessaire que ces mineurs ne soient pas tous
nuls.

2.5.7 Remarque. Si on sait déjà que le rang d’une matrice est égal au rang de sa trans-
posée (voir 4.4.4 pour deux arguments n’utilisant pas le déterminant), on peut argumenter
de la façon suivante. Si les colonnes de A forment une famille de rang r, on peut trouver r
colonnes Cj1 , . . . , Cjr linéairement indépendantes ; en ne gardant que celles-ci, on obtient
une matrice extraite de taille m × r et de rang r. Le rang de cette matrice étant égal au
rang de sa transposée, ses lignes forment une famille de rang r, donc on peut trouver r
d’entre elles Li1 , . . . , Lir qui sont linéairement indépendantes. En ne gardant que celles-ci,
on trouve la matrice extraite AIJ de A (I = {i1, . . . , ir}, J = {j1, . . . , jr}), de taille r × r
et de rang r. On a donc det(AIJ) 6= 0 est qui un mineur non nul de taille r.

D’autre part si A est de rang r, pour tout r′ > r, toute famille de r′ colonnes de A est
liée, et donc tout mineur de taille r′ de A est nul.

On peut au contraire faire le choix d’utiliser la caractérisation du rang par les mineurs
pour démontrer l’invariance du rang par l’opération de transposition.

2.5.8 Application : invariance du rang par extension de corps. Soit A ∈Mmn(k).
Pour toute extension de corps k′/k, on peut voir A comme une matrice à coefficients dans
k′ ; notons ici A′ cette matérialisation de A. Le rang de A est la dimension du sev de km
engendré par les colonnes de A, celui de A′ la dimension du sev de (k′)m engendré par ces
mêmes colonnes. A priori il n’y a rien d’évident à ce que ces deux rangs coïncident.

Il est cependant bien vrai que rg(A) = rg(A′), et ceci se voit bien avec l’énoncé 2.5.6.

2.6 – Formes multilinéaires alternées et volumes

2.6.1 Théorème. Les formes n-linéaires alternées sur E constituent un k-ev de dimen-
sion 1. Soit B une base. Définition : detB est l’unique forme n-linéaire alternée f telle que
f(B) = 1.
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Preuve. Il y a plusieurs façons de démontrer le fait que toutes les formes n-linéaires alter-
nées sur E sont proportionnelles.

Une première voie est de montrer que toute forme n-linéaire alternée est proportionnelle
au polynôme déterminant. Ça se fait par un calcul assez naturel : soit (e1, . . . , en) une base,
f n-linéaire alternée. On a

f
(∑

i

ai,1ei, . . . ,
∑
i

ai,nei
)

=
∑

(i1,...,in)
ai1,1 · · · ain,n · f(ei1 , . . . , ein)

=
∑
σ∈Sn

aσ(1),1 · · · aσ(n),n · f(eσ(1), . . . , eσ(n))

=
∑
σ∈Sn

aσ(1),1 · · · aσ(n),n · ε(σ) · f(e1, . . . , en)

(la première égalité est un développement par n-linéarité ; pour la seconde, on observe
que par le caractère alterné seuls les n-uplets (i1, . . . , in) avec les is deux à deux distincts
contribuent non trivialement, et ces n-uplets sont en bijection avec Sn ; pour la troisième
on utilise à nouveau le caractère alterné pour réordonner les arguments de f).

Une autre façon de faire est de procéder par récurrence sur n, en démontrant le carac-
tère nécessaire de la formule de développement par rapport à une colonne. C’est techni-
quement moins agréable que la première approche.

2.6.2 Proposition (). Soit k un corps, et u : kn → k une forme n-linéaire alternée. Alors
u = λ det pour un certain λ ∈ k.

Preuve. Soit (ei) la base canonique de Kn. On va montrer que λ = u(e1, . . . , en) convient.
Par n-linéarité, pour tout choix de n vecteurs vj =

∑
i aijei, on a

u(v1, . . . , vn) =
∑
(ji)

a1j1 . . . anjnu(ej1 , . . . , ejn).

Si l’application i 7→ ji est non injective, alors u(ej1 , . . . , ejn) = 0. Donc seules les bijections
contribuent à la somme ci-dessus, et on peut donc la reécrire en indiçant par les éléments
du groupe symétrique Sn, ce qui fait apparaître la formule du déterminant :

u(v1, . . . , vn) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1) . . . anσ(n)u(eσ(1), . . . , eσ(n))

=
∑
σ∈Sn

(−1)na1σ(1) . . . anσ(n)u(e1, . . . , en)

= u(e1, . . . , en) det(v1, . . . , vn)

comme attendu.

2.6.3 Définition (déterminant d’une famille de vecteurs). E de dimension n. detB(u1, . . . , un)
défini relativement à la base B par la condition det(B) = 1.

2.6.4 Interprétation géométrique. Slogan : « un déterminant c’est un volume (orienté) ».
Aire orientée : A(v, u) = A(−u, v) = −A(u, v).
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Axiomes d’un volume orienté :
— homogénéité par rapport à chaque facteur : A(λu, v) = λA(u, v) ;

— additivité par rapport à chaque facteur : A(u+ u′, v) = A(u, v) +A(u′, v) ;

— caractère alterné : A(u, u) = 0.

2.6.4.1. En profiter pour distinguer déterminants d’une famille de vecteurs, d’un endo-
morphisme, d’une matrice.
2.6.5 Cas euclidien. Si E est un espace euclidien, on a un choix canonique pour l’unité de
volume, à savoir le volume orienté défini par une base orthnormée directe. Le déterminant
dans une telle base ne dépend pas du choix de ladite base, et s’appelle le produit mixte.
2.6.6 Exemple. Aire d’un parallèlogramme = base × hauteur.

2.6.7 Proposition (Calcul du déterminant d’une famille de vecteurs comme déterminant
d’une matrice).

detB(u1, . . . , un) = det
(
MatB(u1, . . . , un)

)
En particulier : Soit M = (aij) ∈ Mn(k) une matrice carrée de taille n à coefficients

dans un corps k. Notons M1, . . . ,Mn ∈ kn les colonnes de M . Le déterminant de M est
le déterminant de la famille de vecteurs (M1, . . . ,Mn) dans la base canonique de kn.

2.6.8 Proposition. Pour f ∈ L(E), l’application f∗ :
∧nE? → ∧nE? définie par

f∗∆(u1, . . . , un) = ∆
(
f(u1), . . . , f(un)

)
pour tout ∆ ∈

∧nE? est linéaire.
Il existe un unique scalaire λ ∈ k tel que

Mat(∆1)(f∗) =
(
λ
)
∈M1(k)

pour tout choix d’une base (∆1) de
∧nE?.

2.6.9 Définition (déterminant d’un endomorphisme). Le scalaire λ comme dans la pro-
position 2.6.8 est le déterminant de f .

2.6.10 Remarque. Le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas du choix d’une
base.
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2.6.11 Interprétation en termes de volume. C’est un rapport de volumes, donc il
est sans unité, ce qui explique qu’il ne dépende pas du choix d’une base.
2.6.12 formule de changement de variables dans les intégrales.

2.6.13 Proposition. Soit A un anneau. Pour toute matrice M,N ∈ Mn(A), on a
det(MN) = det(M) det(N).

Preuve. Si A est un corps, on considère l’application M 7→ det(MN). C’est une forme
n-linéaire alternée, donc de la forme M 7→ λ · det(M) par 2.6.2. En évaluant en M = id,
on trouve λ = det(N) ce qui donne la formule attendue.

2.6.14 Proposition. Pour f ∈ L(E),

det(f) = det
(
MatB(f)

)
pour n’importe quel choix d’une base B.

Les deux propositions ci-dessus sont étroitement liées l’une à l’autre.
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Chapitre 3

Matrices sur un anneau

3.1 – Classes d’équivalence de matrices à coefficients dans un
anneau principal, facteurs invariants

Rappelons que deux matrices M,N ∈ Mmn(A) sont équivalentes s’il existe P ∈
Mm(A), Q ∈Mn(A) toutes deux inversibles telles que

N = PMQ.

Le résultat principal de cette sous-section donne un représentant canonique pour toute
classe d’équivalence de matrices à coefficients dans un anneau principal A. Ceci permet en
particulier de lister toutes les classes d’équivalence dansMmn(A). Si A est un corps, on se
souvient que deux matrices dansMmn(A) sont équivalentes si et seulement si elles ont le
même rang ; lorsque A est un anneau principal ce n’est plus suffisant, et il faut considérer
ce qu’on appelle les facteurs invariants de la matrice. Comme le rang, ceux-ci peuvent être
calculés par le pivot de Gauss.

Il sera utile pour la lecture de ce chapitre qu’une matrice carrée à coefficients dans un
anneau A est inversible si et seulement si son déterminant est inversible dans A, voir 2.5.2.

3.1.1 Théorème (Théorème des facteurs invariants). Soit A un anneau principal, M ∈
Mn,m(A) (n 6 m disons). La matrice M est équivalente dansMn,m(A) à une matrice

(3.1.1.1)

a1 0 · · · 0
. . . ...

...
am 0 · · · 0


où a1| · · · |am. Les ai sont uniquement déterminés à multiplication par un inversible de A
près.

En général, les premiers ai sont égaux à 1 et les derniers à 0. Les ai sont appelés les
facteurs invariants de la matrice M . On appellera par abus de langage matrice diagonale
une matrice comme en (3.1.1.1) (sans condition sur les facteurs diagonaux), et on la notera
diag(a1, . . . , am) — ou éventuellement diagmn(a1, . . . , am).

Deux mots sur la démonstration. L’existence d’une forme normale (3.1.1.1) s’obtient
par un avatar du pivot de Gauss : c’est le pivot de Gauss authentique si A est euclidien,
sinon il faut rajouter les opérations élémentaires de type Bezout. Tout ceci est discuté
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dans la sous-section 3.2. Le pivot de Gauss ne donne aucunement l’unicité. Celle-ci est
démontrée à part ci-dessous.

Les preuves qu’on trouve en général dans la littérature utilisent des techniques plus
sophistiquées de théorie des modules, notamment la décomposition des modules de torsion
selon les composantes primaires.
3.1.2. Pour M ∈Mmn(A), on introduit pour k = 0, . . . ,min(m,n) le pgcd δk(M) de tous
les mineurs k × k de M ,

δk(M) := pgcdI∈Pk(m),J∈Pk(n)

(
det(MIJ)

)
où Pk(n) désigne l’ensemble des parties de cardinal k de [[1, n]], et MIJ la sous-matrice de
M obtenue en extrayant les lignes dont l’indice est dans I et les colonnes dont l’indice est
dans J .

3.1.3 Proposition. Les quantités δk introduites ci-dessus sont constantes le long des
classes d’équivalence deMmn(A).

Autrement dit, les δk sont des “invariants d’équivalence” de M . On en déduit immé-
diatement l’unicité des facteurs invariants : puisque δk

(
diag(a1, . . . , am)

)
= a1 · · · ak, si M

est équivalente à diag(a1, . . . , am), on a nécessairement

ak =
{
δk(M)/δk−1(M) si k 6 rg(M)
0 sinon.

En principe cette formule permet le calcul des facteurs invariants sans avoir à appliquer le
pivot de Gauss, mais il devrait être clair qu’il est déraisonnable d’espérer mettre ce calcul
en œuvre en pratique.

Preuve de la Proposition 3.1.3. Soit k ∈ [[0, n]]. Montrons que pour toute matrice P ∈
Mm(A), δk(M) divise δk(PM). Les lignes de la matrice PM sont des combinaisons li-
néaires des lignes de M , donc par multi-linéarité du déterminant, chaque mineur k× k de
PM est une combinaison linéaire de mineurs k × k de M , et à ce titre est divisible par
δk(M). Le résultat annoncé suit.

Lorsque P est inversible, on a aussiM = P−1(PM), et donc de la même façon δk(PM)
divise δk(P−1PM) = δk(M). On a ainsi l’égalité δk(M) = δk(PM).

En raisonnant de la même façon sur les colonnes plutôt que sur les lignes, on montre
que pour tout Q ∈ Mn(A), δk(M) divise δk(MQ), puis que δk(M) = δk(MQ) si Q est
inversible.

3.2 – Algorithme de Gauss

Cette sous-section est consacrée à la partie existence du Théorème 3.1.1, basée sur
l’algorithme de Gauss (on se limitera au cas où A est euclidien, qui est le seul cas dont
nous aurons besoin en pratique).

Comme dans le cas classique, il s’agit d’appliquer une suite d’opérations élémentaires
aux lignes et aux colonnes de notre matrice pour la transformer en une matrice diagonale
(on rappelle qu’on utilise ce terme même pour une matrice qui n’est pas carrée). La
principale différence sur un anneau est que l’opération Li ← aLi + bLj n’est autorisée que
si a est inversible dans A (si A = Z, seulement si a = ±1, et si A = k[X], seulement si a
est constant non-nul).
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3.2.1 Principe de l’algorithme. On part d’une matrice M = M0 ∈ Mmn(A). On va
produire une suite de matrices M1, . . . ,MN ∈ Mmn(A) telle que MN est diagonale, et
pour tout i = 0, . . . , N − 1 il existe ou bien Pi ∈ GLm(A) telle que

Mi+1 = PiMi

ou bien Qi ∈ GLn(A) telle que Mi+1 = MiQi. Dans les deux cas Mi+1 est équivalente à
Mi, et puisque l’équivalence des matrices est une relation d’équivalence (!) on en déduit
que MN est équivalente à M0.

Si Mi+1 = PiMi, chaque ligne de Mi+1 est la combinaison linéaire des lignes de Mi

dont les coefficients sont donnés par la ligne correspondante de Pi. On passe donc de Mi à
Mi+1 « en effectuant des opérations sur les lignes ». De manière analogue, siMi+1 = MiQi,
on passe de Mi à Mi+1 « en effectuant des opérations sur les colonnes ».
3.2.2 Opérations élémentaires. En pratique on se limite à prendre des matrices Pi et
Qi de certains types, qui correspondent à des opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes de la matrice. Ici (sans doute par léger abus de langage vis à vis de la termino-
logie officielle), on appelle opération élémentaire sur les lignes (resp. sur les colonnes) la
multiplication à gauche (resp. à droite) par une matrice du type

P =



λ1 µ1
. . . ...

λi0
... . . .
µm λm


, resp. Q =



λ1
. . .

µ1 · · · λi0 · · · µn
. . .

λn


,

avec λi inversible pour tout i.
La multiplication à gauche par P revient à effectuer les opérations suivantes sur les

lignes :

Li0 ← λi0Li0 ,

∀i 6= i0, Li ← λiLi + µiLi0 .

On laisse au lecteur le soin d’écrire les opérations sur les colonnes correspondant à la
multiplication à droite par Q.

On considérera aussi des permutations des lignes ou des colonnes. On peut les obte-
nir formellement comme combinaisons d’opérations élémentaires comme-ci-dessus mais en
pratique il est plus agréable de les effectuer directement.
3.2.3 Opération de Bezout. En pratique il est commode de considérer des opérations
supplémentaires sur les lignes et colonnes.

Soit a, b ∈ A, d = pgcd(a, b), et considérons une relation de Bezout : soit u, v ∈ A tels
que

(3.2.3.1) au+ bv = d ⇐⇒ a′u+ b′v = 1

où l’on a écrit a = a′d et b = b′d, avec a′, b′ ∈ A. La matrice(
u v
−b′ a′

)
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est inversible dansM2(A) car de déterminant 1.
On en déduit qu’effectuer simultanément les deux opérations{

Li ← uLi + vLj

Lj ← −b′Li + a′Lj

(
resp.

{
Ci ← uCi + vCj

Cj ← −b′Ci + a′Cj

)
(avec i 6= j) ne fait pas sortir de la classe d’équivalence : en effet cela revient à multiplier la
matrice modifiée à gauche (resp. à droite) par une matrice inversible dansMm(A) (resp.
Mn(A)) qu’on laisse au lecteur le soin d’écrire. Ces opérations transforment les lignes

Li =
(
a ∗ · · · ∗

)
Lj =

(
b ∗ · · · ∗

) en
L′i =

(
d ∗′ · · · ∗′

)
L′j =

(
0 ∗′ · · · ∗′

)
.

On les appelle opérations de Bezout.
3.2.3.1 Remarque. Dans le cas A euclidien — qui est celui considéré dans ce texte —,
les opérations de Bezout sont inutiles en théorie car elles sont équivalentes à un nombre fini
d’opérations élémentaires, grâce au fait que la relation (3.2.3.1) s’obtient par l’algorithme
d’Euclide (voir Exemple 3.2.4 ci-dessous).

Le Théorème 3.1.1 est valable pour tout anneau A principal. Pour le démontrer dans
ce cas, il est nécessaire de considérer les opérations de Bezout en plus des opérations
élémentaires.
3.2.4 Exemple..−2 −11 −7

5 18 11
−6 −20 −12

 ∼ L2 + 2L1
L1
L3 − 3L1

 1 −4 −3
−2 −11 −7
0 13 9


∼ L2 + 2L1

1 −4 −3
0 −19 −13
0 13 9

 ∼
1 0 0

0 19 13
0 13 9


∼ −2L2 + 3L3

13L2 − 19L3

1 0 0
0 1 1
0 0 −2

 ∼
1 0 0

0 1 0
0 0 2


C’est plus intéressant comme ça qu’en étant malin pour fabriquer un 1 au premier coup
avec L2 et L3, car on voit ainsi un vrai algorithme d’Euclide en cours de route :

19 = 13× 1 + 6 6 = 19− 13
13 = 6× 2 + 1 1 = 13− 2 · 6

= 13− 2(19− 13) = −2 · 19 + 3 · 13.

3.2.5 Résolution pratique d’un système à coefficients dans un anneau. Plus haut
je prétends qu’on arrive à la forme normale (3.1.1.1) par un pivot de Gauss. C’est vrai,
mais il faut bien préciser qu’il faut autoriser les opérations élémentaires aussi bien sur les
lignes (multiplication à gauche par P ∈ GLm) que sur les colonnes (multiplication à droite
par Q ∈ GLn).

Si on se trouve concrètement en face d’un système d’équations linéaires, les opérations
sur les lignes sont parfaitement banales, mais celles sur les colonnes reviennent à opérer
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des changements de variables sur les inconnues. En théorie ces changements de variables
ne sont en aucun cas une obstruction à la résolution du système, mais en pratique leur
accumulation s’avère rapidement douloureuse. Il existe d’autres méthodes de résolution
plus habiles en pratique, pour lesquelles on renvoie à la section 3.3.
3.2.6 Stathme euclidien. On note note

ϕ : A− {0} → N

le stathme euclidien, qu’on étend à A tout entier avec la convention ϕ(0) = −∞. L’exis-
tence d’une division euclidienne assure que pour a, b ∈ A, si b 6= 0 alors il existe q, r ∈ A
tels que

a = bq + r et ϕ(r) < ϕ(b).
Nous considérerons seulement les deux anneaux euclidiens emblématiques Z et k[X].

3.2.6.1 Exemples. L’anneau Z muni du stathme ϕ défini par

∀a ∈ Z∗, ϕ(a) = |a|

est euclidien.
L’anneau k[X], avec k un corps, muni du stathme ϕ défini par

∀P ∈ k[X], ϕ(P ) = deg(P )

est euclidien.

3.2.7 Lemme. Soit m,n ∈ Z>2 et M ∈Mmn(A). Il existe une matrice M ′ équivalente à
M de la forme

(3.2.7.1)


a 0 · · · 0
0
... N
0

 .
Preuve. Pour M = (aij), on pose

ϕ(M) := min
aij 6=0

ϕ(aij) ;

on a donc ϕ(M) = −∞ si et seulement si M = 0, et dans le cas contraire seuls les
coefficients non nuls de M entrent en compte dans le calcul de ϕ(M).

Montrons alors le résultat par récurrence sur ϕ(M) ∈ N∪{−∞}. Si ϕ(M) = −∞ alors
M = 0 et le résultat est vrai. Supposons donc ϕ(M) ∈ N. Dans ce cas ϕ(M) est calculé
par un coefficient non nul de M , et quitte à permuter les lignes et les colonnes on peut
supposer que ϕ(M) = a11.

Pour tout i = 2, . . . ,m on écrit une division euclidienne ai1 = a11qi + ri de ai1 par a11,
et on effectue l’opération élémentaire Li ← Li − qiL1. De même pour tout j = 2, . . . , n
on écrit une division euclidienne a1j = a11pi + si de a1i par a11, et on effectue l’opération
élémentaire Cj ← Cj−pjC1. On obtient ainsi une matriceM ′ équivalente àM de la forme

M ′ =


a11 s2 · · · sn
r2
... N
rm

 .
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Si tous les ri et sj sont nuls, c’est une matrice M ′ de la forme voulue. Sinon on a

ϕ(M ′) 6 min
(
min
ri 6=0

ϕ(ri),min
si 6=0

ϕ(si)
)
< ϕ(a11) = ϕ(M)

et on conclut en appliquant l’hypothèse de récurrence à la matrice M ′.

3.2.8 Lemme. Soit a, b ∈ A euclidien, d = pgcd(a, b) et m = ppcm(a, b). Les deux
matrices (

a 0
0 b

)
et

(
d 0
0 m

)
sont équivalentes dansM2(A).
Preuve. On commence par effectuer l’opération C1 ← C1 + C2, qui donne(

a 0
b b

)
.

Ensuite on effectue une opération de Bezout comme en 3.2.3 (dont on reprend les nota-
tions), on obtient (

d bv
0 a′b

)
.

Il reste alors à faire C2 ← C2 − b′vC1 pour arriver à(
d 0
0 a′b

)
.

qui est la matrice cherchée puisque a′b = da′b′ = ppcm(a, b).

3.2.9 Preuve de l’existence des facteurs invariants dans le cas euclidien. Mon-
trons par récurrence sur m+n ∈ N que toute matrice M ∈Mmn(A) possède une matrice
de la forme (3.1.1.1) dans sa classe d’équivalence. Quitte à raisonner sur la transposée, on
peut supposer m 6 n. Si m = 1, on obtient directement le résultat en raisonnant comme
dans la preuve du Lemme 3.2.7.

Supposons donc m > 2. Alors il existe une matrice diagonale par blocs comme en
(3.2.7.1) équivalente à M . Par hypothèse de récurrence appliquée au bloc N , on obtient
une matrice M0 = diag(a, a2, . . . , am) équivalente à M avec a2| · · · |am.

On se ramène alors à une matrice du type voulu par application répétée du Lemme 3.2.8.
On commence par l’appliquer aux deux premières lignes : on obtient une matrice équiva-
lente M1 = diag(a′1, ã2, a3, . . . , am) avec a′1 = pgcd(a, a2) et ã2 = ppcm(a, a2). Ensuite on
définit par récurrence Mi = diag(a′1, . . . , a′i, ãi+1, ai+2, . . .) pour tout i = 2, . . . ,m − 1 en
appliquant le lemme aux lignes d’indices i et i+ 1 de Mi−1 ; ainsi

a′i = pgcd(ãi, ai+1) et ãi+1 = ppcm(ãi, ai+1).

Montrons par récurrence sur i = 1, . . . ,m − 1 que a′1| · · · |a′i|ãi+1. Pour i = 1 il s’agit
de démontrer que a′1|ã2, c’est-à-dire pgcd(a, a2)|ppcm(a, a2), ce qui est bien vrai. Soit
i > 1 et supposons établi que a′1| · · · |a′i−1|ãi. Par définition a′i−1 divise ai, qui lui-même
divise ai+1 par construction de M0. Ainsi a′i−1 divise ãi et ai+1, et donc a fortiori aussi
pgcd(ãi, ai+1) = a′i. Enfin a′i divise ãi+1 car pgcd(ãi, ai+1)|ppcm(ãi, ai+1). Ceci conclut
notre récurrence.

À l’arrivée, on a la matrice Mm−1 = diag(a′1, . . . , a′m−1, ãm) qui est équivalente à M et
telle que a′1| · · · , a′m−1|ãm : elle satisfait ainsi à toutes les propriétés requises.

Pour finir, on donne un résultat utile sans lien direct avec ce qui précède.
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3.2.10 Complétion d’un vecteur primitif en une matrice inversible. On démontre
ici le résultat suivant : soit a ∈ An ; il existe une matrice A ∈ GLn(A) dont la première
colonne est a si et seulement si les coordonnées de a sont premières entre elles dans leur
ensemble. Voir aussi 3.3.12 et ??. La preuve présentée ici est tirée de [?, II.1.39].

Un sens s’obtient rapidement : si

A =

a1 ∗ ∗
...

...
...

an ∗ ∗


est inversible, alors en développant le déterminant de A par rapport à la première colonne
on trouve v1, . . . , vn ∈ A tels que

v1a1 + · · ·+ vnan ∈ A×,

et donc a1, . . . , an sont premiers entre eux dans leur ensemble par le théorème de Bezout.
Réciproquement, montrons par récurrence sur n ∈ N∗ que si a1, . . . , an sont premiers

entre eux dans leur ensemble, alors il existe une matrice A comme ci-dessus qui est in-
versible. Pour n = 1 le résultat est trivial. Supposons donc n > 1 et le résultat démontré
pour tout n′ < n. On considère a1, . . . , an−1 : on note d = pgcd(a1, . . . , an−1), et on pose
a′i = ai/d pour i = 1, . . . , n− 1. Par hypothèse de récurrence, il existe une matrice

B′ =

 a′1
... B0

a′n−1

 ∈ GLn−1(A).

On pose u = det(B′) ∈ A×. On considère la matrice

B =

 a1
... B0

an−1


dont le déterminant est ud. Puisque a1, . . . , an−1, an sont premiers entre eux, d et an sont
premiers entre eux, et donc (puisque u est inversible) il existe v0, v1 ∈ A tels que

v0 det(B) + v1an = 1.

La matrice

A =


a1 −u−1a′1v1
... B0

...
an−1 −u−1a′n−1v1

an 0 · · · 0 v0


répond à notre problème. En effet, en développant le déterminant de A par rapport à la
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dernière ligne on obtient

det(A) = (−1)n+1an det

 −u−1a′1v1

B0
...

−u−1a′n−1v1

+ v0 det(B)

= (−1)n+1(−1)n−2(−u−1v1)an det

 a′1
... B0

a′n−1

+ v0 det(B)

= v1an + v0 det(B) = 1,

donc A est bien inversible.
Le lecteur consciencieux vérifiera qu’en appliquant la construction ci-dessus à un vec-

teur primitif a ∈ A2 on obtient une matrice de Bezout similaire à celle de 3.2.3.

3.3 – Forme normale de Hermite

3.3.1 Lemme. Soit a, b ∈ Z non tous deux nuls, et d un PGCD de a, b. Alors il existe
une matrice U ∈ SL2(Z) tel que

(
a b

)
U =

(
0 d

)
.

Preuve. On trouve une relation de Bézout au + bv = d grâce à l’algorithme d’Euclide
étendu ??. En posant a = a′d, b = b′d, on a donc a′u+ b′v = 1, et

U =
(
b′ u
−a′ v

)
∈ SL2(Z)

convient.

3.3.2 Remarque. L’argument marche également quand a ou b est nul. Si a = 0 on prend
U = ±I2, et si b = 0 on prend U = ±

( 0 1
−1 0

)
.

3.3.3 Proposition. Soit n > 2, a1, . . . , an ∈ Z, et d un PGCD des ai. Alors il existe une
matrice U ∈ SLn(Z) tel que(

a1 . . . an
)
U =

(
0 . . . 0 d

)
Preuve. Par récurrence, en utilisant le lemme 3.3.1.

3.3.4 Exemple. Considérons le vecteur (2 3 5). En utilisant le procédé du lemme on
obtient :

(2 3)
(

3 −1
−2 1

)
= (0 1), (1 5)

(
5 1
−1 0

)
= (0 1).

D’où

(2 3 5)

 3 −1 0
−2 1 0
0 0 1


1 0 0

0 5 1
0 −1 0

 = (0 1 5)

1 0 0
0 5 1
0 −1 0

 = (0 0 1).
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Noter que la matrice U obtenue n’est pas unique, par exemple on a aussi

(2 3 5)

−4 −3 −1
1 2 1
1 0 0

 = (0 0 1).

Noter aussi que ce procédé de multiplications successives par matrices avec un bloc 2× 2
n’est certainement pas l’algorithme le plus efficace .

Voici un analogue sur Z de la notion de matrice co-échelonnée en colonnes réduite :

3.3.5 Définition. Une matrice rectangulaire H =
(
hij
)
à m lignes et n colonnes et à

coefficients dans Z est sous forme normale de Hermite s’il existe s > 0 et une fonction
strictement croissante f : [[s+ 1, n]]→ [[1,m]] tels que
(i) les s premières colonnes de H sont nulles,
(ii) pour tout j ∈ [[s+ 1, n]] on a hf(j),j > 1,
(iii) hi,j = 0 pour i > f(j),
(iv) 0 6 hf(j),k < hf(j),j pour tout k > j.

Les coefficients hf(j),j > 1 sont appelés les pivots de la matrice, chaque colonne non
nulle contient un tel pivot par définition. La définition signifie que tous les coefficients
sous un pivot sont nuls, et ceux à droite d’un pivot sont positifs ou nuls et inférieurs au
pivot. Une matrice vérifiant seulement les conditions (i) à (iii) de la définition sera dite
co-échelonnée en colonnes.

3.3.6 Exemple. Les matrices
6 −8 −9
2 1 0
0 4 3
0 0 3

 ,
0 2 1

0 0 −5
0 0 1

 , (
0 1
0 0

)

sont sous forme normale de Hermite, avec les pivots encadrés.

3.3.7 Théorème. Soit A une matrice rectangulaire m× n à coefficients dans Z. Alors il
existe une matrice H de taille m × n et une matrice U ∈ GLn(Z) tel que H = AU et H
soit sous forme normale de Hermite. De plus H est unique (mais pas U).

Preuve. On commence par regarder la dernière ligne de la matrice. Si elle n’est pas nulle,
par la proposition 3.3.3 on peut multiplier à droite par une matrice dans SLn(Z) (ou dans
GL1(Z) quand n = 1) pour avoir un seul coefficient positif non nul en dernière position.

Supposons maintenant que les k > 1 dernières lignes de A forme une matrice k × n
sous forme normale de Hermite, avec premier pivot en position j. Autrement dit A s’écrit
par bloc de la façon suivante, où H ′ est sous forme normale de Hermite avec k lignes et
première colonne non nulle, et les ai sont des coefficients que l’on va maintenant chercher
à simplifier :

A =

 ∗ ∗
a1 . . . aj−1 ∗

0 H ′


Si j = 1 ou k = m, la matrice est déjà sous forme normale de Hermite. Si a1 = · · · =

aj−1 = 0, les k + 1 dernières lignes de A forment déjà une matrice sous forme normale
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de Hermite, avec indice j du premier pivot inchangé. Si j > 1, k < m, et que les ai ne
sont pas tous nuls, par la proposition 3.3.3 il existe une matrice U ′ ∈ SLj−1(k) (ou dans
GL1(Z) si j = 2) telle que

(
a1 . . . aj−1

)
U ′ =

(
0 . . . 0 d

)
, et donc le produit

A

(
U ′ 0
0 Ik

)
=

 ∗ ∗
0 . . . 0 d bj . . . bn

0 H ′


nous donne une matrice dont les k + 1 dernières lignes sont co-échelonnées en colonnes,
avec pivot d en colonne j−1. Reste à normaliser les coefficients bi à droite du pivot d pour
obtenir une forme normale de Hermite sur les k + 1 dernières lignes. Pour chaque l > j,
on écrit la division euclidienne bl = qld + rl avec 0 6 rl < d. En multipliant à droite par
une matrice élémentaire, on remplace la colonne Cl par Cl − qlCj−1, ce qui remplace bl
par rl, sans affecter la matrice H ′.

Unicité : Si H et H ′ sont deux formes normales de Hermite, on montre leur égalité
colonne par colonne, en partant de la colonne de droite (celle avec le pivot le plus bas), en
exprimant chaque colonne de H ′ comme une combinaison linéaire des colonnes de H.

3.3.8 Exemple. Plus de détails sur la preuve de l’unicité, sur l’exemple de la matrice

H =


6 −8 −9
2 1 0
0 4 3
0 0 3


Supposons qu’on ait une autre forme normale

H ′ =


∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

 = HU

avec U ∈ GL3(Z). Le pivot de la troisième colonne de H ′ est forcément à la dernière ligne,
sinon la quatrième ligne de H ′ serait identiquement nulle et la dernière colonne de H ne
pourrait être une combinaison entière des colonnes de H ′. On a donc

H ′ =


∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 *

 = HU

Mais les deux zéros à gauche du pivot impliquent que U est triangulaire par bloc :

H ′ =


∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 *

 = HU =


6 −8 −9
2 1 0
0 4 3
0 0 3


u1,1 u1,2 u1,3
u2,1 u2,2 u2,3
0 0 ±1


De plus comme un pivot est positif par définition, on doit avoir le coefficient u3,3 de U égal
à 1. En procédant de même pour les autres colonnes on obtient déjà que U est triangulaire
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supérieure avec des 1 sur la diagonale :

H ′ =


∗ ∗ ∗
2 1 + 2u1,2 . . .

0 4 3 + 4u2,3
0 0 3

 = HU =


6 −8 −9
2 1 0
0 4 3
0 0 3


1 u1,2 u1,3

0 1 u2,3
0 0 1


Comme par définition le coefficient 3 + 4u2,3 doit être positif et plus petit que le pivot 4,
on en déduit u2,3 = 0. De même on obtient u1,2 = 0, puis u1,3 = 0 avec le coefficient . . .
que l’on laisse au lecteur le soin d’expliciter.

3.3.9 Application (Trouver une base). Avec les notations du théorème, les colonnes non
nulles de la matrice H forment une base du groupe abélien libre engendré par les colonnes
de A. On pourra méditer l’exemple simple donné par

A =
(

2 3
0 0

)
, H =

(
0 1
0 0

)
,

où l’on peut constater qu’aucune des colonnes initiales ne formait une base.

3.3.10 Application (Tester l’appartenance à un groupe). Soit

H =


6 −8 −9
2 1 0
0 4 3
0 0 3

 V =


−7
1
−1
3

 .
Le vecteur V est-il combinaison entière des colonnes Ci de la matrice H ?

Réponse : on cherche V sous la forme V = a1C1 + a2C2 + a3C3. On trouve successive-
ment a3 = 1, a2 = −1, a1 = 1, et on vérifie que le premier coefficient −7 est compatible
avec ces contraintes.

3.3.11 Application (Résoudre un système linéaire à coefficient entier). On veut résoudre
l’équation 2x+ 3y + 5z = 0. Sous forme matricielle :

(2 3 5)

xy
z

 = (0).

On met la matrice A = (2 3 5) sous forme normale de Hermite AU = H :

(2 3 5)

−4 −3 −1
1 2 1
1 0 0

 = (0 0 1)

Les colonnes de U forment une base de Z3. Les 2 premières colonnes de la matrice U
forment donc une base de l’espace Sol des solutions, c’est à dire

Sol =

Z

−4
1
1

+ Z

−3
2
0


 ' Z2.
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3.3.12 Application (Compléter une base). On veut compléter le vecteur (2 3 5) en une
base de Z3 (c’est possible car les coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble).
On considère cette fois l’inverse de la matrice qui amène à la forme normale de Hermite : 0 0 1

−1 −1 −3
2 3 5


−4 −3 −1

1 2 1
1 0 0

 = I3

Les 3 lignes de la première matrice donnent la base souhaitée.

• Selon les sources la forme normale de Hermite est échelonnée en lignes, en colonnes,
ou co-échelonnée en colonnes. J’ai suivi Cohen sur ce dernier choix, et adapté des
exemples de Coste qui échelonne en lignes.

• La forme normale de Smith pourrait aussi être abordée. Et en fait on peut aussi
résoudre les systèmes linéaires avec cette autre forme normale.



Chapitre 4

Dualité

INTRODUCTION À ÉCRIRE.

1) dualité tout court, sens géométrique, encore mieux en projectif.
. importance du bidual pour avoir une forme symétrique.

2) un aspect particulièrement remarquable est qu’on peut faire de la géométrie sur
les espaces d’équations ; en particulier on peut considérer des lieux définis par des
équations linéaires, et un truc frappant est que le dual de l’espace des équations
linéaires est l’espace de départ (ça ne fonctionne qu’en dimension finie)

3) version matriciellle de la dualité : une matrice peut être vue comme une suite de
colonnes, ou une suite de lignes !

4) la preuve du thorème de bidualité est très simple, on appelle ça théorème pour
l’importance de ses implications.

5) dualité par rapport à une FQ.

4.1 – Formes linéaires, espace dual

4.1.1 Définition. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie n. Une forme linéaire
est une application linéaire E → k.

L’ensemble de toutes les formes linéaires sur E est un k-espace vectoriel de dimension
finie n que l’on connaît bien : L(E,k). On l’appelle l’espace dual de E, et on le note E?.
(On peut aussi trouver la notation E∨ , mais nous ne l’utiliserons pas dans ce texte ).

Avant d’introduire la notion de base duale, rappelons un fait bien connu d’algèbre
linéaire. Si E, F sont deux k-espaces vectoriels munis de bases respectives (e1, . . . , en) et
(f1, . . . , fm), alors il existe une unique famille d’applications linéaires

(
ϕsi
)
16i6n,16s6m de

E dans F telle que

∀i, j ∈ [[1, n]], ∀s ∈ [[1,m]] : ϕsi (ej) = δij .fs,

et cette famille constitue une base de L(E,F ). Matriciellement, c’est juste le fait que
les matrices avec un seul coefficient égal à 1 et des 0 partout ailleurs forment une base
de l’espace des matrices rectangulaires m × n. En appliquant ce fait à E? = L(E,k) on
obtient :

43
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4.1.2 Définition. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E. Il existe une unique famille
(e?1, . . . , e?n) de formes linéaires sur E telle que

∀i, j ∈ [[1, n]] : e?i (ej) = δij .

Cette famille est une base de E?, on l’appelle la base duale de B et on la note B?.

Attention, la notation pour la base duale peut être trompeuse : chaque forme e?i dépend
de l’ensemble des vecteurs de la base B. Par contre si on se donne un seul vecteur e ∈ E,
il n’y a pas de forme e? bien définie. En effet il existe en général plein de formes linéaires
` telles que `(e) = 1 (en fait une infinité, dès que k est infini et n > 1).

Dans le système de coordonnées (x1, . . . , xn) défini par la base B, e?i est simplement la
fonction linéaire qui à tout vecteur x ∈ E associe sa i-ème coordonnée xi ∈ k. Ainsi une
fois une base de E choisie, l’espace dual E? s’identifie à l’espace vectoriel des polynômes
homogènes de degré 1 en les n variables x1, . . . , xn, c’est-à-dire aux polynômes de la forme

a1x1 + · · ·+ anxn, a1, . . . , an ∈ k.

La famille (x1, . . . , xn) forme une base de cet espace vectoriel, et correspond à la base
duale via cette identification.

De la même façon, on verra plus loin que l’espace vectoriel des formes quadratiques sur
E s’identifie aux polynômes homogènes de degré 2 en x1, . . . , xn, qui sont les polynômes
de la forme ∑

16i6j6n
aijxixj , aij ∈ k.

4.1.3 Lemme. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E, et ` ∈ E?. Alors

` = `(e1).e?1 + · · ·+ `(en).e?n,

autrement dit les coordonnées de ` dans la base duale sont
(
`(e1), . . . , `(en)

)
∈ kn.

Preuve. Soit x ∈ E, de coordonnées (x1, . . . , xn) ∈ kn dans la base B. On a

`(x) = `(x1.e1 + · · ·+ xn.en) = x1`(e1) + · · ·+ xn`(en)
= e?1(x)`(e1) + · · ·+ e?n(x)`(en)
=
(
`(e1).e?1 + · · ·+ `(en).e?n

)
(x).

Ainsi les deux formes linéaires ` et `(e1).e?1 + · · ·+ `(en).e?n prennent les mêmes valeurs en
tout x ∈ E, et sont donc égales.

4.1.4 Exemple. Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un ouvert U ⊆ Rn,
différentiable en un point p ∈ U . La différentielle de f en p, dfp est une forme linéaire sur
Rn. 1 Dans ce contexte, on a l’habitude de noter (dx1, . . . , dxn) la base duale de la base
canonique de Rn. On a alors

dfp = ∂f
∂x1

(p).dx1 + · · ·+ ∂f
∂xn

(p).dxn,

ainsi les coordonnées de dfp dans la base canonique de (Rn)? sont
( ∂f
∂x1

(p), . . . , ∂f∂xn (p)
)
.

1. Plus généralement, si f est une fonction à valeurs réelles définie sur un ouvert U d’une variété
différentiable M , différentiable en un point p ∈ U , la différentielle de f en p est une forme linéaire sur
l’espace tangent TpM , qui est un R-espace vectoriel de dimension dim(M).
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4.1.5 Lemme (changement de base). Soit B1 et B2 deux bases de E. On a

MatB?1 (B?2) = (MatB1(B2)T)−1.

Preuve. Nous allons démontrer la formule MatB?2 (B?1) = (MatB1(B2))T, dont on déduit
aussitôt la formule voulue. Notons B1 = (e1, . . . , en), B2 = (ε1, . . . , εn), et MatB1(B2) =
(aij)16i,j6n, de sorte que pour tout j = 1, . . . , n on a εj =

∑
i aij .ei. On calcule MatB?2 (B?1)

en utilisant le lemme 4.1.3. Soit j ∈ [[1, n]]. On a

e?j = e?j (ε1).ε?1 + · · ·+ e?j (εn).ε?n
= aj1.ε

?
1 + · · ·+ ajn.ε

?
n,

puisque e?j (εi) est la j-ème coordonnée de εi dans la base (e1, . . . , en), c’est-à-dire aji. On
a donc bien

MatB?2 (B?1) = (aji)16i,j6n = MatB1(B2)T

comme annoncé.

4.1.6 Exemple. Soit E une droite (c’est le cas n = 1), et e 6= 0 un vecteur de E. Alors
e constitue à lui seul une base de E, et pour tout λ ∈ k∗, (λ.e) est une autre base de E.
On a :

(λe)? = 1
λ
e?.

En effet :
(λe)?(e) = 1

λ
(λe)?(λe) = 1

λ
= 1
λ
e?(e).

4.1.7 Définition. Soit E,F deux k-espaces vectoriels, et u : E → F une application
linéaire. La transposée de u est l’application linéaire

uT : F ? −→ E?

` 7−→ ` ◦ u.

Remarquons que la transposition renverse le sens des flèches. Il faut faire avec, il est
dans la nature de la dualité de tout renverser.

4.1.8 Lemme. Dans les notations de la définition 4.1.7, supposons E et F tous deux de
dimension finie, et soit BE et BF des bases de E et F respectivement. On a

MatB?F ,B?E (uT) = MatBE ,BF (u)T.

Autrement dit, la matrice de l’application transposée est la transposée de la matrice
de l’application initiale. Cette formule était attendue, vu le choix de la terminologie. Elle
donne une interprétation géométrique à l’opération de transposition matricielle, qui jusqu’à
présent n’était qu’une manipulation combinatoire des entrées d’un tableau de nombres.

Preuve. À nouveau, les calculs pour établir cette formule sont basés sur la formule du
lemme 4.1.3. Notons BE = (e1, . . . , en), BF = (f1, . . . , fm), et MatBE ,BF (u) = (aij)16i6m,16j6n.
Soit j ∈ [[1,m]]. On a uT(f?j ) = uT(f?j )(e1).e?1 + · · · + uT(f?j )(en).e?n, et pour chaque
i = 1, . . . , n,

uT(f?j )(ei) = (f?j ◦ u)(ei) = f?j
(
u(ei)

)
est la j-ème coordonnée de u(ei) dans la base (f1, . . . , fm), c’est-à-dire aji. On a donc
MatB?F ,B?E (uT) = (aji)16j6n,16i6m comme attendu.
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4.1.9 Remarque. On peut utiliser cette formule pour prouver la formule de changement
de base du lemme 4.1.5. On reprend les notations de ce lemme. On a

MatB?1 (B?2) = MatB?2 ,B?1 (idE?) = MatB1,B2(idE)T = MatB2(B1)T,

en utilisant le lemme 4.1.8 pour la deuxième égalité, après avoir noté que idE? = idT
E .

4.1.10 Présentation matricielle de la dualité. Une fois choisie une base B = (e1, . . . , en)
pour E, on représente les éléments de E comme des vecteurs colonnes, ou autrement dit,
des éléments de kn =Mn,1(k)). De même, les élements de E? = L(E,k) sont représentés
par leur matrice dans la base B et la base canonique de k, qui est un vecteur ligne (au-
trement dit, un vecteur de (kn)T = M1,n(k)). L’évaluation `(x) pour x ∈ E et ` ∈ E?
correspond au produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne, ce qui donne une matrice
1×1 que l’on identifie à un scalaire. La base (e1, . . . , en) correspond aux vecteurs colonnes

1
0
...
0

 , · · · ,


0
...
0
1


et la base duale (e?1, . . . , e?n) correspond aux vecteurs lignes

(1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1).

La formule du lemme 4.1.3 dit que la colonne des coordonnées d’une forme linéaire ` ∈ E?
dans la base B? est la transposée de sa matrice (ligne) dans les bases B de E et base
canonique de k.

Reprenons la formule du lemme 4.1.8 en ces termes. On reprend la notation de ce
lemme, et on appelle A = MatBE ,BF (u). Soit ` ∈ F ?. Voyant ` ∈ L(F,k), on écrit sa
matrice

L = MatBF ,Bcan(`) ∈ (kn)T ;

les coordonnées MatB?F (`) de ` dans B?F sont la colonne LT ∈ kn. Le vecteur uT(`) ∈ E?
est l’application linéaire ` ◦ u ∈ L(E,k), dont la matrice s’obtient par le produit matriciel

MatBE ,Bcan(uT(`)) = LA ∈ (kn)T.

Les coordonnées MatBE (uT(`)) de uT(`) dans la base B?E sont donc (c’est le lemme 4.1.8)

(LA)T = ATLT = ATMatB?F (`),

ce qui prouve que MatB?F ,B?E (uT) = AT comme on voulait.

4.1.11 Crochet de dualité. Si ` ∈ E? et x ∈ E, on note indifféremment `(x) ou 〈`, x〉
la valeur de la forme ` évaluée en le vecteur x. Pour la deuxième notation on parle de
“crochet de dualité”. La notation est justifiée par la ressemblance avec le produit scalaire
usuel, au niveau du calcul matriciel. On peut remarquer pour plus tard que l’expression
〈`, x〉 est “parfaitement” symétrique en ` et x, 2 ce qui est l’idée centrale du théorème de
bidualité 4.3.5.

2. certains esprits dérangés en profitent pour s’autoriser la notation 〈x, `〉, et pire x(`).
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4.2 – Orthogonalité

4.2.1 Définition. Soit A ⊆ E un sous-ensemble. L’orthogonal de A est l’ensemble

A⊥ = {` ∈ E? : ∀x ∈ A, 〈`, x〉 = 0}

des formes linéaires qui s’annulent sur A.

Dans cette définition il n’y a aucune contrainte sur le sous-ensemble A. En revanche,
quelle que soit la forme de A son orthogonal A⊥ est toujours un sous-espace vectoriel de
E? :

4.2.2 Proposition. Soit A ⊆ E. L’orthogonal de A coïncide avec l’orthogonal de Vect(A),
et est un sous-espace vectoriel de E? de codimension dim(Vect(A)).

Preuve. L’inclusion Vect(A)⊥ ⊆ A⊥ s’obtient directement par définition de l’orthogonal,
puisque A ⊆ Vect(A). Réciproquement, soit ` ∈ A⊥. Par définition le noyau de ` contient
A, donc il contient aussi Vect(A), puisque ker(`) est un sous-espace vectoriel et Vect(A)
est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A. Ainsi ` ∈ Vect(A)⊥, et on a
l’inclusion A⊥ ⊆ Vect(A)⊥, ce qui achève la preuve de l’égalité Vect(A)⊥ = A⊥.

Considérons une base (e1, . . . , er) de Vect(A), et complétons la en une base (e1, . . . , er, . . . , en)
de E. On a Vect(A) = Vect(e1, . . . , er), donc

A⊥ = Vect(e1, . . . , er)⊥ = {e1, . . . , er}⊥ =
{
` ∈ E? : `(e1) = . . . = `(er) = 0

}
.

Soit ` ∈ E?, de coordonnées (α1, . . . , αn) dans la base duale (e?1, . . . , e?n). On a αi = `(ei)
d’après le lemme 4.1.3, donc

`(e1) = . . . = `(er) = 0 ⇐⇒ α1 = . . . = αr = 0

et finalement
A⊥ = Vect(e?r+1, . . . , e

?
n)

est un sous-espace vectoriel de E? de dimension n− r comme il fallait démontrer.

4.2.3 Lemme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Pour tout A,B ⊆ E, on a :
1 (A ∪B)⊥ = A⊥ ∩B⊥ ;
2 A⊥ +B⊥ = (A ∩B)⊥.

Preuve. La première identité est automatique :

(A ∪B)⊥ = {x ∈ E : ∀` ∈ A, `(x) = 0 et ∀` ∈ B, `(x) = 0} = A⊥ ∩B⊥.

La seconde ne l’est pas, et d’ailleurs elle est en général fausse en dimension infinie . On a
toujours A⊥+B⊥ ⊆ (A∩B)⊥ : en effet pour tout `1 ∈ A⊥ et `2 ∈ B⊥, `1 et `2 s’annulent
toutes les deux sur A ∩B donc `1 + `2 ∈ (A ∩B)⊥.

On va conclure à l’égalité par un argument de dimension. On a

codim(A⊥ +B⊥) = codim(A⊥) + codim(B⊥)− codim(A⊥ ∩B⊥)

par la formule de Grassmann. Par la première identité, on a A⊥ ∩B⊥ = (A ∪B)⊥. Donc
d’après la proposition 4.2.2,

codim(A⊥ +B⊥) = dim
(
Vect(A)

)
+ dim

(
Vect(B)

)
− dim

(
Vect(A ∪B)

)
= dim

(
Vect(A ∩B)

)
= codim(A ∩B)⊥,
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en utilisant à nouveau la formule de Grassmann et la proposition 4.2.2 pour les deuxième
et troisième égalité. On a donc finalement dim(A⊥ +B⊥) = dim(A ∩B)⊥, ce qui conclut
la preuve.

4.3 – Bidualité

4.3.1 Définition. Soit Λ un sous-ensemble de E?. L’ensemble des zéros de Λ est

Λo = {x ∈ E : ∀` ∈ Λ, `(x) = 0}.

Il s’agit de la notion duale de la notion d’orthogonal, en conséquence les ensembles de
zéros jouissent de propriétés analogues à celles des orthogonaux. En particulier, on peut
démontrer en utilisant le pivot de Gauss que pour tout Λ ⊆ E?, l’ensemble des zéros Λo
est un sous-espace vectoriel de E de codimension dim(Vect(Λ)).
4.3.2 Exemple. Soit `1, . . . , `r ∈ E?, et prenons Λ = {`1, . . . , `r}. Dans ce cas Λo est le
sous-espace de E défini par les équations `1(x) = . . . = `r(x), de codimension rg(`1, . . . , `r)
dans E.

En fait nous allons utiliser le théorème de bidualité 4.3.5 pour identifier définitivement
ces deux notions, et nous n’aurons alors plus rien à faire pour appliquer les résultats va-
lables pour les orthogonaux aux ensembles de zéros. Une fois que ce sera fait, on n’utilisera
plus jamais la notation Λo.
4.3.3 Définition. Soit B′ = (`1, . . . , `n) une base de E?. Il existe une unique base B de
E telle que B′ soit la base B? duale de B. La base B est dite base antéduale de B′.

Nous allons remettre à plus tard la démonstration de l’existence et l’unicité de la
base antéduale. À nouveau, notre approche consistera à identifier les deux notions duales
de base duale et base antéduale via le théorème de bidualité 4.3.5, puis à appliquer la
construction de la base duale à B′.
4.3.4 Exemple. Prenons E = k[X]n−1 l’espace vectoriel des polynômes de degré 6
n − 1. Soit x1, . . . , xn ∈ k des scalaires deux à deux distincts (en supposant que k soit
suffisamment gros pour que ce soit possible). Pour tout i = 1, . . . , n on considère la forme
linéaire evi d’évaluation en xi :

∀P ∈ E : evi(P ) = P (xi) ∈ k.

La famille B′ = (ev1, . . . , evn) est une base de E?. Pour s’en convaincre, une possibilité est
d’écrire sa matrice dans la base duale de la base canonique B = (1, X, . . . ,Xn−1) de E,

MatB?(B′) =


1 . . . . . . 1
x1 . . . . . . xn
...

...
xn−1

1 . . . . . . xn−1
n

 ,
dont on voit qu’elle est inversible en réalisant que c’est une matrice de Vandermonde.

Les polynômes interpolateurs de Lagrange permettent d’expliciter la base antéduale
de B′. Pour tout i = 1, . . . , n, on pose

Li =
∏
j 6=i(X − xj)∏
j 6=i(xi − xj)

∈ E.

La définition est faite pour que Li(xj) = δij , on a donc B′ = (L1, . . . , Ln)?.
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4.3.5 Théorème (de bidualité). Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Pour
tout x ∈ E, on note evx la forme linéaire ` ∈ E? 7→ `(x) ∈ k définie sur le dual de E.
L’application x ∈ E 7→ evx ∈ (E?)? réalise un isomorphisme E ∼= (E?)?.

L’isomorphisme E ∼= (E?)? ci-dessus est canonique en ce qu’il ne dépend d’aucun choix
(ni choix de base, ni choix de rien du tout). En fait il est tellement naturel qu’après les
explications données aux paragraphes ci-dessous on ne distinguera plus jamais (E?)? de
E. Le crochet de dualité introduit en 4.1.11 permet de bien comprendre à quel point cet
isomorphisme est naturel : étant donné ` ∈ E? et x ∈ E, les formes linéaires ` sur E et
evx sur E? s’écrivent respectivement y ∈ E 7→ 〈`, y〉 et ϕ ∈ E? 7→ 〈ϕ, x〉.

Le théorème 4.3.5 est fondamentalement de nature géométrique. Il est faux en général
en dimension infinie, ou si on remplace les k-espaces vectoriels par des modules sur un
anneau commutatif.

Preuve. Puisque dim(E?) = dim(E), il suffit de montrer que l’application linéaire x 7→ evx
est injective. Soit x ∈ E non nul. On complète la famille (x) en une base (x, e2, . . . , en) de
E, et on considère la base duale (x?, e?2, . . . , e?n) de E?. On a evx(x?) = x?(x) = 1, donc
evx 6= 0. Ceci prouve que le noyau de x 7→ evx est réduit à {0}, ce qui achève la preuve.

4.3.1 – Bidualité et orthogonalité

4.3.6 Lemme. Soit Λ ⊆ E?. Les sous-espaces vectoriels Λo de E et Λ⊥ de (E?)? sont
identifiés par l’isomorphisme E ∼= (E?)?.

Preuve. D’une part

Λo = {x ∈ E : ∀` ∈ Λ, `(x) = 0},

et d’autre part

Λ⊥ = {ϕ ∈ (E?)? : ∀` ∈ Λ, ϕ(`) = 0}
∼= {x ∈ E : ∀` ∈ Λ, evx(`) = 0},

où le dernier isomorphisme est donné par l’isomorphisme canonique (E?)? ∼= E, qui dit
que pour tout ϕ ∈ (E?)?, il existe un unique x ∈ E tel que ϕ = evx. Finalement, on a
donc bien

Λ⊥ ∼= Λo = {x ∈ E : ∀` ∈ Λ, 〈`, x〉 = 0}.

Dorénavant nous n’utiliserons plus jamais la notation Λo, et verrons toujours Λ⊥ (pour
Λ ⊆ E?) comme un sous-espace de E.

4.3.7 Lemme. Soit A ⊆ E. On a (A⊥)⊥ = Vect(A).

Preuve. On a automatiquement A ⊆ (A⊥)⊥, puisque par définition de A⊥ pour tout a ∈ A
et ` ∈ A⊥ on a `(a) = 0. On a donc Vect(A) ⊆ (A⊥)⊥ puisque (A⊥)⊥ est un sous-espace
vectoriel de E, et ces deux sous-espaces sont nécessairement égaux car de même dimension
d’après la Proposition 4.2.2.
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4.3.8 Remarque. En dimension infinie, l’inclusion Vect(A) ⊆ (A⊥)⊥ peut être stricte,
comme le montre l’exemple suivant. Prenant un peu d’avance sur la dualité par rapport à
une forme quadratique, considérons la forme bilinéaire non-dégénérée sur k[X] standard

〈adXd + · · ·+ a0, bdX
d + · · ·+ b0〉 =

∑
aibi,

et F = {P : P (1) = 0}. On vérifie que F⊥ = {0} et donc (F⊥)⊥ = k[X].

4.3.2 – Application de la bidualité à la construction de bases antéduales

4.3.9 Lemme. Soit B une base de E. On a (B?)? = B via l’isomorphisme E ∼= (E?)?.

Preuve. Notons B = (e1, . . . , en) et B? = (e?1, . . . , e?n). Pour tout i, j ∈ [[1, n]] on a

evei(e?j ) = 〈e?j , ei〉 = δij ,

donc (eve1 , . . . , even) est la base duale de (e?1, . . . , e?n), comme il fallait démontrer.

4.3.10 Corollaire. Soit B′ = (`1, . . . , `n) une base de E?. Il existe une unique base B de
E telle que B′ soit la base B? duale de B.

Preuve. Soit B = (B′)?. D’après le lemme précédent B? = B′, donc B est une base anté-
duale de B′. D’autre part, pour toute base B1 antéduale de B′, on a B1 = (B?1)? = (B′)? = B,
donc B est l’unique base antéduale de B′, comme il fallait démontrer.

4.3.3 – Involutivité de la transposition

4.3.11. Terminons par la preuve qui rend fou : soit E et F deux k-espaces vectoriels de
dimensions finies, et u ∈ L(E,F ). Nous allons montrer que via E ∼= (E?)? on a (uT)T = u.
Il serait raisonnable d’écrire la matrice de u dans des bases de E et F , et d’utiliser le fait
que pour une matrice M , (MT)T = M sans difficulté. Mais alors on ne devient pas fou,
donc c’est tricher.

Par définition, pour ϕ ∈ (E?)? on a (uT)T(ϕ) = ϕ◦uT. Il s’agit de voir ce que ça donne
pour ϕ = evx, x ∈ E : pour tout ` ∈ E?,

(uT)T(evx)(`) = (evx ◦ uT)(`)
= evx(uT(`))
= evx(` ◦ u)
= `(u(x))
= evu(x)(`),

donc on a (uT)T(evx) = evu(x) comme il fallait démontrer.

4.4 – Correspondance entre sous-espaces de E et de son dual

L’énoncé ci-dessous est simplement une synthèse de faits établis plus haut. Il explicite le
fait qu’un sous-espace de E peut être considéré indifféremment que l’ensemble des vecteurs
qu’il contient (ses points) ou comme l’ensemble des formes linéaires s’annulant sur lui (ses
équations).
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4.4.1 Proposition. Soit k ∈ [[0, n]]. On note Gr(k,E) l’ensemble des sous-espaces de
dimension k de E, et Gr(n − k,E?) l’ensemble des sous-espaces de dimension n − k de
E?. Les applications

F ∈ Gr(k,E) 7→ F⊥ ∈ Gr(n− k,E?) et Λ ∈ Gr(n− k,E?) 7→ Λ⊥ ∈ Gr(k,E)

sont bijectives et réciproques l’une de l’autre.
Preuve. Les applications sont bien définies en vertu de la proposition 4.2.2, et réciproques
l’une de l’autre d’après le lemme 4.3.7.

Cette proposition généralise l’énoncé suivant pour les hyperplans, qu’on a appris quand
on était petit.
Soit H un hyperplan de E. Il existe une forme linéaire ` sur E telle que H = ker(`).
Réciproquement, le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan de E, et deux
formes linéaires ont le même noyau si et seulement si elles sont proportionnelles.

À présent, on voit que le bon objet à considérer n’est pas une forme linéaire de noyau
H, mais l’ensemble de toutes ces formes linéaires (plus 0, ou alors l’ensemble de toutes
les formes linéaires dont le noyau contient H), qui est une droite vectorielle dans l’espace
dual. Il n’y a plus qu’un pas à franchir pour considérer des espaces projectifs !
4.4.2 Exemple. Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un ouvert U ⊆ Rn,
différentiable en un point p ∈ U . Le noyau de la différentielle dfp ∈ (Rn)? est un hyperplan
de Rn, qui est la direction de l’espace tangent en p de l’hypersurface V d’équation f(x) =
f(p) :

TpV = p+ ker(dfp).
FAIRE UN DESSIN ?
4.4.3 Remarque. Caché dans la proposition 4.4.1 se trouve le fait que le rang d’une
matrice est égal au rang de sa transposée. Contrairement à ce qu’on pourrait croire trop
rapidement, cet énoncé n’est pas trivial et a un contenu mathématique non vide.
4.4.4 Proposition. Soit une matrice A ∈Mmn(k). On a rg(A) = rg(AT).
Preuve. Les lignes L1, . . . , Lm de A sont des formes linéaires sur kn, et on a

{L1, . . . , Lm}⊥ = ker(A).

La codimension de {L1, . . . , Lm}⊥ égale le rang de la famille (L1, . . . , Lm) par la proposi-
tion 4.2.2. D’autre part, le théorème du rang nous dit que la codimension du noyau de A
égale la dimension de l’image de A, c’est-à-dire le rang des colonnes de A. On en conclut
que le rang des lignes de A égale le rang des colonnes de A, autrement dit le rang de A
égale le rang de sa transposée.

Nous proposons deux autres preuves de cet énoncé.

Preuve par pivot de Gauss. On a vu queA est équivalente à la matrice Jr = diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ∈
Mmn(k), où r est le rang de A (théorème 1.2.5). Autrement dit il existe P ∈ GLm(k)
et Q ∈ GLn(k) telles que PAQ = Jr. On en déduit que QTATPT = JT

r , et donc AT est
équivalente à JT

r = diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ∈ Mnm(k), ce qui implique que rg(AT) = r =
rg(A).

Preuve par calcul de mineurs. Le rang d’une matrice est la taille de son plus grand mineur
non-nul (proposition 2.5.6). Puisque le déterminant d’une matrice est égal au déterminant
de sa transposée, A et AT ont les mêmes mineurs, et donc ont même rang.
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4.4.4.1 Application. À FINIR DE RÉDIGER ET COMPLÉTER. Calculer un système
d’équation de Vect(u1, . . . , ur) connaissant les coordonnées de chaque ui dans B, sous
l’hypothèse que les ui sont linéairement indépendants. i) en trouvant un mineur non-nul
dans la matrice des ui ; ii) il est bon de parler du pivot dans ce contexte.

Une fois qu’on a Ar ∈ GLr(k),

(4.4.4.1)



x1

Ar
...
xr

Lr+1 xr+1
...

...
Ln xn


⇐⇒ ∀i = 1, . . . , n−r, det


x1

Ar
...
xr

Lr+i xr+i

 = 0.

En effet, on cherche les équations d’un espace de dimension r. Les équations du côté droit
de (4.4.4.1) sont n− r équations linéaires indépendantes vérifiées par les vecteurs de notre
espace. Elles suffisent pour définir notre sous-espace.

On retrouve essentiellement la formule pour l’équation d’un plan dans k3 avec le pro-
duit vectoriel de deux vecteurs générateurs.

Un autre bon point pour la géométrie projective : si on la connaît, la méthode ci-dessus
permet aussi d’écrire les équations des sous-espaces affines.

4.4.4.2 Une autre application. À METTRE EN FORME POUR UN AGRÉGATIF.
Pour l’instant j’écris en projectif. Pour avoir l’équation en (x : y : z) de la droite passant
par deux points (a : b : c) et (a′ : b′ : c′), on écrit∣∣∣∣∣∣∣

a a′ x
b b′ y
c c′ z

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

c’est l’application précédente. L’opération duale consiste à chercher les coordonnées du
point d’intersection de deux droites. Si on considère à présent deux points du plan dual
(α : β : γ), (α′ : β′ : γ′) ∈ P̌2, représentant les équations de deux droites dans le plan
initial P2, l’équation en (ξ : υ : ζ) ∈ P̌2 de la droite de P̌2 reliant ces deux points est∣∣∣∣∣∣∣

α α′ ξ
β β′ υ
γ γ′ ζ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒
∣∣∣∣∣β β′

γ γ′

∣∣∣∣∣ ξ −
∣∣∣∣∣α α′

γ γ′

∣∣∣∣∣ υ +
∣∣∣∣∣α α′

β β′

∣∣∣∣∣ ζ = 0;

puisque l’équation de cette droite est donnée par les coordonnées du point d’intersection
des deux droites (α : β : γ)⊥, (α′ : β′ : γ′)⊥ ⊆ P2, on en déduit :

{
αx + βy + γz = 0
α′x + β′y + γ′z = 0 ⇐⇒

xy
z

 ∈ k.



∣∣∣∣∣β β′γ γ′

∣∣∣∣∣
−
∣∣∣∣∣α α′γ γ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣α α′β β′

∣∣∣∣∣


.
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4.4.1 – Dualité entre image et noyau

4.4.5 Proposition. Soit u une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et F
de dimensions finies. On a im(uT) = (keru)⊥ et ker(uT) = (im(u))⊥.

Preuve. Une nouvelle fois, on va montrer une inclusion (l’autre étant fausse en général
en dimension infinie), puis conclure par un argument de dimension. Soit ` ∈ im(uT) et
x ∈ keru. Il existe ϕ ∈ F ? telle que ` = uT(ϕ) = ϕ ◦ u. On a donc

`(x) = ϕ(u(x)) = ϕ(0) = 0,

et ainsi ` ∈ (keru)⊥. On en conclut que im(uT) ⊆ (keru)⊥.
La dimension de im(uT) est le rang de uT, qui est égal au rang de u d’après le

lemme 4.1.8 (dans des bases duales, les matrices de u et uT sont transposées l’une de
l’autre) et la proposition 4.4.4 ci-dessus. D’autre part, (keru)⊥ est de dimension n −
dim(keru) d’après la proposition 4.2.2, ce qui égale rg(u) d’après le théorème du rang.
Ainsi im(uT) et (keru)⊥ ont la même dimension, donc sont égaux puisque l’un est inclus
dans l’autre.

On obtient l’autre identité en appliquant celle qu’on vient de montrer à uT, en tirant
parti de 4.3.11 :

im(u) = im((uT)T) = (ker(uT))⊥,

puis en prenant l’orthogonal

(im(u))⊥ = (ker(uT)⊥)⊥ = ker(uT)

comme on voulait.

4.4.6 Corollaire. Si u est injective (resp. surjective), alors uT est surjective (resp. injec-
tive).

Preuve. Si u est injective, alors keru = {0} donc im(uT) = 0⊥ = E?, et uT est surjective.
Si u est surjective, alors keruT = (im u)⊥ = E⊥ = {0}, donc uT est injective.

4.4.7 Dualité et quotients. Dans ce paragraphe, on considère F sous-espace vectoriel
de E. On a une identification canonique

(E/F )? ∼= F⊥.

En effet, c’est un cas particulier de l’identification canonique entre L(E/F,G) et le sous-
espace de L(E,G) des applications linéaires nulles sur F , déjà vu dans le chapitre d’algèbre
linéaire. Dans cet isomorphisme, la transposée de la projection canonique π : E � E/F
s’identifie à l’inclusion canonique ι : F⊥ ↪→ E?.

En géométrie projective, ceci se traduit par le fait que l’opération duale de ’projeter
depuis un point’ est ’prendre une section hyperplane’.
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Chapitre 5

Sommes directes

5.1 – Composantes selon une somme directe

5.1.1 Définition. Soit E1, . . . , Er des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On
dit que E1, . . . , Er sont en somme directe, ou que la somme

∑r
i=1Ei est directe, si la

condition suivante est vérifiée :

(5.1.1.1) ∀(x1, . . . , xr) ∈ E1 × · · · × Er : x1 + · · ·+ xr = 0 ⇐⇒ x1 = · · · = xr = 0.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que la condition (5.1.1.1) est équivalente à la
condition suivante :

(5.1.1.2) ∀(x1, . . . , xr), (x′1, . . . , x′r) ∈ E1 × · · · × Er :
x1 + · · ·+ xr = x′1 + · · ·+ x′r ⇐⇒ x1 = x′1, . . . , xr = x′r.

Ainsi, la somme
∑r
i=1Ei est directe si et seulement si pour tout vecteur x ∈

∑r
i=1Ei,

il existe un unique r-uplet (x1, . . . , xr) ∈ E1 × · · · × Er tel que x = x1 + · · · + xr. Dans
ces conditions, pour tout i0 = 1, . . . , r, on dit que le vecteur xi0 ∈ Ei0 est la composante
de x selon Ei0 relativement à la somme directe

⊕r
i=1Ei. Souvent, on omettra de dire

“relativement à la somme directe
⊕r
i=1Ei” ; il est important de garder à l’esprit qu’il

s’agit d’un abus de langage.

5.1.2 Proposition. Soit E1, . . . , Er des sous-espaces vectoriels de E tels que E =
⊕r

i=1Ei.
Soit i0 ∈ [[1, r]]. L’application p̃i0 qui à tout vecteur x ∈ E associe sa composante selon Ei0
relativement à la somme directe

⊕r
i=1Ei est une application linéaire de E dans Ei0.

5.1.3. Dans l’énoncé ci-dessus, on sera attentif au fait que l’hypothèse “E =
⊕r

i=1Ei”
affirme deux choses : (i) E =

∑r
i=1Ei, autrement dit tout vecteur x ∈ E peut s’écrire

comme somme de vecteurs x1 ∈ E1, . . . , xr ∈ Er, et (ii) la somme
∑r
i=1Ei est directe. La

condition “E =
⊕r
i=1Ei” est donc équivalente à la condition suivante :

∀x ∈ E : ∃!(x1, . . . , xr) ∈ E1 × · · · × Er tel que x = x1 + · · ·+ xr.

Ceci peut aussi s’exprimer de la façon suivante, qui éclaire d’un jour intéressant la notion
de somme directe : E =

⊕r
i=1Ei vaut si et seulement si l’application linéaire

(x1, . . . , xr) ∈ E1 × · · · × Er 7−→ x1 + · · ·+ xr ∈ E

55
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est un isomorphisme.

Une nouvelle fois, le lecteur auquel est destiné ce livre devrait être en mesure d’établir
lui-même la proposition 5.1.2, et nous lui conseillons vivement de le faire.

Avant d’aller plus loin, nous rappelons un critère pratique commode pour démontrer
qu’une somme est directe.
5.1.4 Exercice. Soit E1, . . . , Er des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Mon-
trer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la somme

∑
iEi est directe ;

(ii) pour tout i = 1, . . . , r, les deux sous-espaces Ei et
∑
j 6=iEj sont en somme directe ;

(iii) pour tout i = 1, . . . , r, l’intersection Ei ∩
(∑

j 6=iEj
)
est réduite à {0}.

Nous poursuivons en expliquant comment une application linéaire se décompose rela-
tivement à des décompositions en sommes directes des espaces d’arrivée et de départ. Le
résultat suivant est analogue à l’énoncé bien connu disant qu’étant donné deux espaces
vectoriels E et F munis de bases B et D respectivement, une application linéaire f est
équivalente à la donnée pour tout e ∈ B des coordonnées de f(e) dans la base D, autrement
dit à la donnée de sa matrice dans les bases B et D.

5.1.5 Proposition. Soit E,F deux espaces vectoriels, munis respectivement des décom-
positions en sommes directes E =

⊕r
j=1Ej et F =

⊕s
i=1 Fi.

5.1.5.1. Soit f ∈ L(E,F ). Pour tout (i, j) ∈ [[1, s]]× [[1, r]], l’application fij qui à x ∈ Ej
associe la composante de f(x) selon Fi relativement à la somme directe F1 � · · ·� Fs est
une application linéaire fij ∈ L(Ej , Fi).
5.1.5.2. Pour toute famille d’applications linéaires (f̃ij) ∈

∏
(i,j)∈[[1,s]]×[[1,r]] L(Ej , Fi), il

existe une unique application linéaire f ∈ L(E,F ) telle que fij = f̃ij, où les fij sont les
applications associées à f comme en 5.1.5.1.

On appellera composantes de f selon les décompositions E =
⊕r

j=1Ej et F =
⊕s

i=1 Fi
les applications linéaires fij ∈ L(Ej , Fi) comme en 5.1.5.1 ci-dessus.

Preuve. Pour 5.1.5.1, il suffit d’observer que

fij = p̃i ◦ f |Ej ,

où p̃i est l’application i-ème composante relativement à la décomposition F = F1 � · · ·�Fs
comme en 5.1.2 : la restriction f |Ej est une application linéaire Ei → F , et l’application
i-ème composante p̃i est linéaire F → Fi, donc la composition p̃i ◦ f |Ej est bien une
application linéaire Ej → Fi.

Pour 5.1.5.2, commençons par la partie “unicité”. Soit f, g ∈ L(E,F ) telles que fij = gij
pour tout (i, j) ∈ [[1, s]]× [[1, r]], où fij et gij sont définies à partir de f et g respectivement
comme en 5.1.5.1. Il s’agit de démontrer que f = g. Soit x ∈ E, et écrivons le x =
x1 + · · ·+ xr, avec (x1, . . . , xr) ∈ E1 × · · · × Er. On a

f(x) = f
( r∑
j=1

xj
)

=
r∑
j=1

f(xj)

=
r∑
j=1

s∑
i=1

fij(xj);(5.1.5.1)
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l’égalité de droite sur la première ligne provient de la linéarité de f , et celle de la seconde
ligne du fait que pour tout j, f1j(xj), . . . , fsj(xj) sont les composantes de f(xj) selon la
somme directe F1 � · · ·� Fs. Ainsi, puisque fij = gij pour tout (i, j), on a

r∑
j=1

s∑
i=1

fij(xj) =
r∑
j=1

s∑
i=1

gij(xj),

et donc f(x) = g(x), ce qui conclut la preuve du fait que f = g.
Enfin, démontrons la partie existence de 5.1.5.2. La formule (5.1.5.1) ci-dessus nous

dit comment définir f , cette définition étant sans ambiguïté puisque x1, . . . , xr sont uni-
quement déterminés par x par (5.1.1.2). Une autre façon de formuler les choses est de dire
que l’application linéaire

f =
r∑
j=1

s∑
i=1

ιi ◦ f̃ij ◦ q̃j

convient, où q̃j ∈ L(E,Ej) est l’application j-ème composante relativement à la décom-
position E = E1 � · · ·� Er, et ιi ∈ L(Fi, F ) est l’injection canonique Fi ↪→ F . Noter que
pour tout (i, j), ιi ◦ f̃ij ◦ q̃j ∈ L(E,F ), donc la somme de toutes ces applications linéaires
est bien définie.

5.1.6 Application : projecteurs. Considérons le cas particulier de la Proposition 5.1.5
où E = F est muni d’une seule décomposition E =

⊕r
i=1Ei. Pour tout i0 ∈ [[1, r]], il existe

un unique endomorphisme pi0 ∈ L(E) tel que

(5.1.6.1) ∀x ∈ Ei0 : pi0(x) = x, et ∀x ∈
⊕
i 6=i0

Ei : pi0(x) = 0.

On peut le voir en appliquant 5.1.5.2 à la collection (f̃ij)(i,j)∈[[1,r]]2 définie par

f̃ij =
{

idEi0 si (i, j) = (i0, i0)
0 sinon.

L’endomorphisme pi0 ∈ L(E) s’appelle le projecteur sur Ei0 relativement à la décom-
position E =

⊕r
i=1Ei. On notera la subtile différence entre pi0 ∈ L(E) et l’application

i0-ème composante p̃i0 ∈ L(E,Ei0) : pour x ∈ E décomposé en x = x1 + · · · + xr selon
E =

⊕r
i=1Ei, on a pi0(x) = p̃i0(x) = xi0 , mais dans le premier cas xi0 est considéré comme

un vecteur de E, tandis que dans le second cas il est considéré comme un vecteur de Ei0 ;
autrement dit on a la relation pi = ιi ◦ p̃i, où ιi désigne l’inclusion Ei ↪→ E. Il suit des
conditions (5.1.6.1) que le projecteur pi dépend seulement de Ei0 et de son supplémentaire⊕
i 6=i0 Ei, et non pas de toute la décomposition E =

⊕r
i=1Ei.

5.1.7 Projecteurs, II. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
E. Le projecteur sur F dans la direction de G est l’endomorphisme p ∈ L(E) défini par
les conditions :

∀x ∈ F : p(x) = x, et ∀x ∈ G : p(x) = 0.

On prendra bien garde au fait que le projecteur p dépend à la fois de F et de G, comme
nous l’illustrons dans la figure ci-dessous 1 (on note p et q les projections sur F et G
relativement à F �G, et p′ et q′ les projections sur F et G′ relativement à F �G′).

1. admirez au passage l’illusion d’optique : nous vous jurons que si vous superposez les deux figures,
vous verrez le vecteur x est bien le même à gauche et à droite.



58 Chapitre 5. Sommes directes

Figure 5.1 – Projections sur F dans les directions de G et G′ respectivement

Un endomorphisme f ∈ L(E) est un projecteur s’il existe deux sous-espaces F et G
supplémentaires dans E tels que f est le projecteur sur F dans la direction de G.

5.1.8 Proposition. Un endomorphisme p ∈ L(E) est un projecteur si et seulement si
p ◦ p = p. Dans ce cas, c’est le projecteur sur im(p) dans la direction de ker(p).

Preuve. Supposons p ◦ p = p. Montrons que E = ker(p) � im(p). Pour tout x ∈ E, on a
x = x− p(x) + p(x) avec x− p(x) ∈ ker(p) et p(x) ∈ im(p). De plus si y ∈ ker(p) ∩ im(p),
on a y = p(x) pour un certain x ∈ E et 0 = p(y) = (p ◦ p)(x) = p(x) = y. Ceci montrer
que E = ker(p) � im(p), et par définition p est identiquement nul sur ker(p) et la relation
p ◦ p = p implique que pour tout x ∈ im(p), p(x) = x. On conclut que p est le projecteur
sur im(p) dans la direction de ker(p).

Réciproquement, supposons que p soit le projecteur sur F dans la direction d’un sup-
plémentaire G. Soit x ∈ E, que l’on écrit x = xF +xG avec xF ∈ F , xG ∈ G. Par définition,
p(xF ) = 0 et p(xG) = xG, et on obtient

(p ◦ p)(x)) = p(p(xF ) + p(xG)) = p(0 + xG) = xG = p(x).

Ceci étant vrai pour tout x ∈ E, on conclut p ◦ p = p.

Enfin voici une autre propriété basique des projecteurs.

5.1.9 Lemme. Considérons une décomposition E =
⊕r

i=1Ei, et p1, . . . , pr ∈ L(E) les
projecteurs associés. Alors on a

p1 + · · ·+ pr = idE .

Preuve. Soit x ∈ E. Pour i ∈ [[1, r]], notons xi = pi(x) ∈ Ei ⊆ E. Par définition x =
x1 + · · · + xr, et donc x = p1(x) + · · · + pr(x) = (p1 + · · · + pr)(x). Ceci étant vrai pour
tout x ∈ E, on conclut idE = p1 + · · ·+ pr.

5.2 – Matrices par blocs

Dans cette section, on interprète les composantes d’une application linéaire selon des
décompositions des espaces de départ et d’arrivée en termes de matrices par blocs. Ceci
permettra entre autre de donner une explication conceptuelle aux formules pour le produit
de matrices par blocs.

5.2.1 Bases compatibles à une somme directe. Soit E un espace vectoriel dont
on connaît une décomposition E = E1 � · · · � Er. Soit B1, . . . ,Br des bases des sous-
espaces vectoriels E1, . . . , Er respectivement. Alors la famille de vecteurs B = (B1, . . . ,Br)
obtenue en concaténant B1, . . . ,Br est une base de E. Une base obtenue de la sorte sera
dite compatible à la décomposition E =

⊕
iEi.
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5.2.2 Proposition. Soit E =
⊕r

j=1Ej, F =
⊕s

i=1 Fi, et f ∈ L(E,F ). Dans des bases B =
(B1, . . . ,Br) et D = (D1, . . . ,Ds) compatibles aux décompositions de E et F respectivement,
la matrice de f se décompose par blocs

MatB,D(f) =


M11 · · · M1r
...

...
Ms1 · · · Msr


où pour tout i, j,Mij est la matrice dans les bases Bj et Di de la composante fij ∈ L(Ej , Fi)
de f .

La preuve de cet énoncé est essentiellement automatique, une fois assimilées les notions
qu’il met en œuvre. Elle peut cependant s’avérer particulièrement désagréable si on fait
des choix de notations malheureux ; nous utiliserons ainsi un double système d’indices,
dont l’une des moitiés sera en fait en exposant.

Preuve. On note Bj = (e1
j , . . . , e

nj
j ) pour tout j = 1, . . . , r (ainsi n1, . . . , nr sont les di-

mensions respectives de E1, . . . , Er), et Di = (ε1
i , . . . , ε

mi
i ) pour tout i = 1, . . . , s (ainsi

m1, . . . ,ms sont les dimensions respectives de F1, . . . , Fs). On découpe la matrice MatB,D(f)
en blocs de tailles mi × nj comme indiqué ci-dessous.

Pour tout (i, j) ∈ [[1, s]]× [[1, r]], on note

Mij =
(
aklij
)
16k6mi, 16l6nj

.

On veut montrer que pour tout i, j, on a l’égalité Mij = MatBj ,Di(fij). Il s’agit donc
de montrer que pour tout l ∈ [[1, nj ]],

fij(elj) =
mi∑
k=1

aklij .ε
k
i .

Or on a, considérant la matrice de f dans les bases B et D,

f(elj) =
s∑
i=1

mi∑
k=1

aklij .ε
k
i .

Puisque pour tout i = 1, . . . , s, le vecteur
∑mi
k=1 a

kl
ij .ε

k
i appartient au sous-espace Fi, les

composantes de f(elj) selon la somme directe F =
⊕
i Fi sont les

∑mi
k=1 a

kl
ij .ε

k
i , pour i =

1, . . . , s. En particulier la composante selon Fi est

fij(elj) =
mi∑
k=1

aklij .ε
k
i ,

comme il fallait démontrer.
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La proposition suivante donne les composantes d’une application linéaire composée
g ◦ f en fonction des composantes de f et g. On en déduira la formule pour le produit de
deux matrices par blocs.

5.2.3 Proposition. On considère trois espaces vectoriels décomposés en sommes directes
E = E1 � · · · � Er, F = F1 � · · · � Fs, G = G1 � · · · �Gt, et deux applications linéaires
f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G) décomposées respectivement en

(
fij
)
16i6s, 16j6r et

(
gij
)
16i6t, 16j6s

selon ces sommes directes. Alors, pour tout j = 1, . . . , r et i = 1, . . . , t, la composante
(g ◦ f)ij ∈ L(Ej , Gi) de g ◦ f relativement aux décompositions de E et G est

(g ◦ f)ij =
∑

16k6s
gik ◦ fkj .

Le calcul à faire pour démontrer cette formule est exactement le même que celui qui
établit la formule

Mat(g ◦ f) = Mat(g)×Mat(f),

et nous le laissons en exercice au lecteur. C’est ce qui explique les formules pour un produit
de matrices par blocs, qui se résument en disant “qu’on peut prétendre que les blocs sont
des scalaires”. On prendra garde cependant au fait que, dans la formule ci-dessous, les
produits de blocs NikMkj ne sont pas commutatifs en général.

5.2.4 Corollaire. Soit

M =
(
Mij

)
16i6s, 16j6r et N =

(
Nij

)
16i6t, 16j6s

deux matrices par blocs, où Mij est de taille mi × nj et Nij est de taille pi ×mj. Alors le
produit NM est bien défini, et s’écrit par blocs NM =

(
Rij
)
16i6t, 16j6r, avec

Rij =
s∑

k=1
NikMkj

de taille pi × nj.

Ce corollaire résulte des deux propositions 5.2.2 et 5.2.3. Nous laissons la preuve au
lecteur.
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5.3 – Décomposition du déterminant relativement à une somme
directe

Le résultat suivant est une version de la formule de Laplace pour le déterminant d’une
famille de vecteurs dans une base. Nous allons en donner une preuve basée sur le théorème
fondamental 2.6.1, qui est un peu moins exigeante techniquement que celle donnée à la
section 2.4. En corollaire nous retrouverons la formule de Laplace pour les matrices (avec
la petite réserve a priori qu’il faut des coefficients dans un corps).

5.3.1 Proposition. On considère un espace vectoriel décomposé en somme directe E =
F � G, muni d’une base B = (BF ,BG) compatible à la décomposition. On note p et q les
projections sur F et G relativement à cette décomposition. On appelle n la dimension de
E, r celle de F . Pour tout (u1, . . . , un) ∈ En, on a

(−1)
r(r+1)

2 detB(u1, . . . , un)
=

∑
j1<···<jr

(−1)j1+···+jr detBF (p(uj1), . . . , p(ujr)) detBG(q(ujr+1), . . . , q(ujn)),

où pour tout choix de j1 < · · · < jr, les indices jr+1 < · · · < jn sont définis par la condition

{j1 < · · · < jr}
∐
{jr+1 < · · · < jn} = [[1, n]].

Preuve. On considère la fonction ∆ : En → k qui à tout n-uplet de vecteurs (u1, . . . , un)
associe le scalaire

(5.3.1.1)
∑

j1<···<jr
(−1)j1+···+jr detBF (p(uj1), . . . , p(ujr)) detBG(q(ujr+1), . . . , q(ujn)).

Nous allons montrer que ∆ est une forme n-linéaire alternée qui prend la valeur (−1)r(r+1)/2

sur la base B, ce qui démontrera la formule. Le caractère n-linéaire est manifeste, et nous
n’en dirons donc pas plus.

Calculons ∆(B). On note BF = (e1, . . . , er) et BG = (er+1, . . . , en). On a

p(ej) =
{
ej si j 6 r
0 si j > r + 1

et p(ej) =
{

0 si j 6 r
ej si j > r + 1.

Ainsi le seul terme non nul dans la somme (5.3.1.1) pour (u1, . . . , un) = (e1, . . . , en) cor-
respond à

{j1 < · · · < jr} = [[1, r]].

On en déduit que ∆(B) = (−1)r(r+1)/2, puisque detBF (BF ) = detBG(BG) = 1.
Reste à démontrer que la forme n-linéaire ∆ est alternée. Considérons (u1, . . . , un) ∈ En

tel qu’il existe deux indices a < b tels que ua = ub. Nous allons montrer que ∆(u1, . . . , un) =
0. Pour tout J = {j1 < · · · < jr}, si a et b sont tous les deux dans J (respectivement, tous
les deux dans le complémentaire de J), alors

detBF (p(uj1), . . . , p(ujr)) = 0 (respectivement, detBG(q(ujr+1), . . . , q(ujn)) = 0)

puisque detBF et detBG sont alternées. On en déduit que les seuls termes non-nuls dans
la somme (5.3.1.1) sont ceux correspondant aux J tels que J ∩ {a, b} contient un unique
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élément ; un tel J s’écrit ou bien J0 ∪ {a}, ou bien J0 ∪ {b}, pour J0 une partie à r − 1
éléments de [[1, n]] \ {a, b}. La conclusion de tout ceci est que

(5.3.1.2) ∆(u1, . . . , un)

=
∑

J0⊆[[1,n]]\{a,b}
(−1)|J0|

[
(−1)a detBF

(
p(uj), j ∈ J0 ∪ {a}

)
· detBG

(
q(uj), j 6∈ J0 ∪ {a}

)
)

+ (−1)b detBF
(
p(uj), j ∈ J0 ∪ {b}

)
· detBG

(
q(uj), j 6∈ J0 ∪ {b}

)
)
]
,

où |J0| =
∑
j∈J0 j, et par detBF

(
p(uj), j ∈ J0 ∪ {a}

)
on entend que les p(uj) sont rangés

selon l’ordre croissant de leurs indices j.
Nous allons voir que pour chaque J0 le terme entre crochet est nul. Puisque on suppose

ua = ub, les vecteurs uj pour j ∈ J0 ∪ {a} sont les mêmes dans leur ensemble que les
vecteurs uj pour j ∈ J0 ∪ {b}. Ainsi les deux expressions

(5.3.1.3) detBF
(
p(uj), j ∈ J0 ∪ {a}

)
et detBF

(
p(uj), j ∈ J0 ∪ {b}

)
diffèrent seulement par l’ordre dans lequel apparaissent les vecteurs dans le déterminant,
et de ce fait ces deux déterminants sont égaux au signe près. Pour expliciter ce signe,
appelons k la position dans laquelle a apparaît dans J0 ∪ {a} selon l’ordre croissant pour
les indices, et k′ la position dans laquelle apparaît b dans J0 ∪ {b} ; puisque a < b, on a
k 6 k′. En permutant les entrées du second déterminant de (5.3.1.3) selon le (k′ − k + 1)-
cycle (k k + 1 · · · k′), on obtient le premier déterminant ; 2 on a donc

detBF
(
p(uj), j ∈ J0 ∪ {b}

)
= (−1)k′−k detBF

(
p(uj), j ∈ J0 ∪ {a}

)
puisque detBF est alterné. On obtient de la même façon

detBG
(
q(uj), j 6∈ J0 ∪ {b}

)
,= (−1)l−l′ detBG

(
q(uj), j 6∈ J0 ∪ {a}

)
où l et l′ sont les positions respectives de b et a dans [[1, n]]\

(
J0∪{a}

)
et [[1, n]]\

(
J0∪{b}

)
;

puisque a < b, on a l > l′. Le résultat est que pour tout J0, le terme entre crochets dans
la somme au second membre de (5.3.1.2) est
(5.3.1.4)[

(−1)a + (−1)b(−1)k′−k(−1)l−l′
]
detBF

(
p(uj), j ∈ J0 ∪ {a}

)
· detBG

(
q(uj), j 6∈ J0 ∪ {a}

)
),

2. écrivons ceci de manière plus formelle, dans l’idée que ceci pourrait contre toute attente aider certains
lecteurs à suivre l’argument. Écrivant

J0 ∪ {a} = {j1 < · · · < jk = a < · · · < jr} et J0 ∪ {b} = {j′1 < · · · < j′k′ = b < · · · < j′r},

on a

j′t =


jt si t < k

jt+1 si k 6 t < k′

jt si k′ < t

soit j′t = jσ(t) pour tout t 6= k′ en posant σ = (k k + 1 · · · k′) ∈ Sr. On a donc uj′
t

= ujσ(t) pour t 6= k′ ;
pour t = k′ d’autre part, puisque ua = ub,

uj′
k′

= ub = ua = ujk = ujσ(k′) ,

si bien que finalement (
ujσ(1) , . . . , ujσ(r)

)
= (uj′

1
, . . . , uj′

r
).
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et nous allons voir que les deux puissances de −1 dans le facteur entre crochets ont des
signes opposés.

La différence k′ − k est le nombre d’entiers dans J0 compris entre a et b. De même, la
différence l− l′ est le nombre d’entiers dans [[1, n]] \

(
J0 ∪ {a, b}

)
compris entre a et b. On

en déduit que k′ − k + l − l′ est le nombre d’entiers dans [[1, n]] \
(
{a, b}

)
compris entre a

et b ; autrement dit,
k′ − k + l − l′ = b− a− 1.

Le facteur entre crochets dans (5.3.1.4) est donc nul comme nous l’avions annoncé, et ceci
conclut la preuve.

5.3.2 Corollaire. Soit A = (aij)16i,j6n ∈Mn(k). Pour tout I = {i1 < · · · < ip}, on a :

det(A) =
∑

J={j1<···<jp}
(−1)|I|+|J | det(AIJ) det(AĪJ̄),

où |J | = j1 + · · ·+ jp.

5.4 – Quotients

Il sera commode d’utiliser la notion de quotient pour raisonner par récurrence dans le
cadre de la réduction des endomorphismes. Ici nous donnons quelques rappels autour de
cette notion.
5.4.1 Quotient par un sous-espace vectoriel. Soit E un k-espace vectoriel et F un
sous-espace vectoriel de E. (E,+) est un groupe abélien, et (F,+) est un sous-groupe
(distingué, forcément) de (E,+). On a donc un groupe quotient (E/F,+). L’opération de
multiplication par les scalaires définie par

∀x̄ ∈ E, ∀λ ∈ k : λ.x̄ = λ.x

munit E/F d’une structure de k-espace vectoriel canoniquement induite par celle de E.
(On laisse toutes les vérifications élémentaires mais nécessaires au lecteur).

L’application x ∈ E 7→ x ∈ E/F est une application linéaire surjective, dont le noyau
est F . On l’appelle la projection canonique.

5.4.2 Lemme. Soit F un sous-espace vectoriel de E, et considérons une base B =
(e1, . . . , ep, . . . , en) telle que (e1, . . . , ep) est une base de F . Alors (ep+1, . . . , en) est une
base de E/F .

Une base de E satisfaisant à l’hypothèse du lemme ci-dessus sera dite compatible à F .
Étant donné une base compatible à F , les bases (e1, . . . , ep) de F et (ep+1, . . . , en) de E/F
comme ci-dessus seront dites induites par B.

Preuve. Montrons que la famille (ēp+1, . . . , ēn) est libre. Soit λp+1, . . . , λn ∈ k tels que
λp+1.ēp+1 + · · ·+ λn.ēn = 0. Alors

λp+1.ep+1 + · · ·+ λn.en = λp+1.ep+1 + · · ·+ λn.en = 0,

donc λp+1.ep+1 + · · · + λn.en ∈ F . Puisque (e1, . . . , ep) est une base de F , il existe donc
des scalaires µ1, . . . , µp ∈ k tels que

λp+1.ep+1 + · · ·+ λn.en = µ1.e1 + · · ·+ µp.ep

⇐⇒ −µ1.e1 − · · · − µp.ep + λp+1.ep+1 + · · ·+ λn.en = 0.
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Par liberté de la famille (e1, . . . , ep, . . . , en), l’égalité de droite implique µ1 = · · · = µp =
λp+1 = · · · = λn = 0. On a ainsi bien montré que (ēp+1, . . . , ēn) est libre.

Montrons que la famille (ēp+1, . . . , ēn) engendre E/F . Soit ξ ∈ E/F . On choisit un
représentant x ∈ E de ξ, que l’on écrit dans la base B, x = a1.e1 + · · · + an.en. Passant
aux classes modulo F :

ξ = x = a1.e1 + · · ·+ ap.ep + ap+1.ep+1 + · · ·+ an.en = ap+1.ep+1 + · · ·+ an.en,

où la dernière égalité vient du fait que e1 = · · · = ep = 0 puisque e1, . . . , ep ∈ F . Ainsi tout
ξ ∈ E/F est combinaison linéaire de ēp+1, . . . , ēn, et on a bien démontré que la famille
(ēp+1, . . . , ēn) engendre E/F .

5.4.3 Corollaire. Le quotient E/F est de dimension finie, et

dim(E/F ) = dimE − dimF.

Le cas p = 2 du résultat suivant est en quelque sort le lemme 5.4.2 “dans l’autre sens”.
Il sera commode d’avoir la version pour p arbitraire toute prête. Une suite de sous-espaces
vectoriels F0, F1, . . . , Fp comme dans l’énoncé ci-dessous s’appelle une filtration de E.

5.4.4 Lemme. Considérons une suite de sous-espaces vectoriels

{0} = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fp = E ;

on appelle une telle suite On considère des vecteurs

ε1,1, . . . , ε1,r1 ∈ F1
...

εp,1, . . . , εp,rp ∈ Fp

tels que pour tout i = 1, . . . , p les classes ε̄1,1, . . . , ε̄i,ri modulo Fi−1 constituent une base
de Fi/Fi−1. Alors la famille (εij) est une base de E.

Preuve. Par récurrence sur p, il suffit de savoir le faire pour p = 2. Soit F un sous-espace
vectoriel de E, (a1, . . . , as) base de F , et b1, . . . , br ∈ E tels que (b̄1, . . . , b̄r) soit une base
du quotient E/F . Montrons que (a1, . . . , as, b1, . . . , br) est une base de E.

Soit λ1, . . . , λs, µ1, . . . , µr tels que

(5.4.4.1) λ1.a1 + · · ·+ λp.as + µ1.b1 + · · ·+ µr.br = 0.

Après projection dans E/F , reste

µ1.b̄1 + · · ·+ µr.b̄r = 0,

qui implique µ1 = · · · = µr = 0. (5.4.4.1) devient alors une combinaison linéaire nulle de
e1, . . . , ep, qui à son tour donne λ1 = · · · = λs = 0. Ceci prouve la liberté.

D’autre part, soit x ∈ E. Sa projection x̄ dans le quotient E/F s’écrit comme une
combinaison linéaire

x̄ = µ1.b̄1 + · · ·+ µr.b̄r.

Ainsi x − (µ1.b1 + · · · + µr.br) est dans F , puisque sa classe modulo F est nulle, en
conséquence de quoi il s’écrit comme combinaison linéaire de a1, . . . , as.
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5.4.1 – Quotients et supplémentaires

À présent, nous voulons expliquer les relations entre le quotient E/F et les supplémen-
taires de F dans E.

5.4.5 Lemme. On considère F sous-espace vectoriel de E, et F ′ un supplémentaire de F
dans E.
(a) La projection canonique π : E → E/F induit par restriction un isomorphisme F ′

∼=−→
E/F .
(b) L’application composante selon F ′ dans la décomposition E = F � F ′, p̃ : E → F ′,
induit par passage au quotient un isomorphisme E/F

∼=−→ F ′.

Preuve. (a) La projection canonique π : E → E/F est surjective, de noyau F . Le noyau
de la restriction π|F ′ est donc F ′ ∩ F = {0}, et ainsi π|F ′ est injective. Montrons qu’elle
est également surjective. Soit ξ ∈ E/F . On choisit x ∈ E représentant ξ, et on l’écrit
x = xF + x′F , avec xF ∈ F et x′F ∈ F ′. Alors

ξ = x = π(x) = π(xF + x′F ) = π(x′F ),

la dernière égalité provenant de la linéarité de π et du fait que π(xF ) = 0. Ainsi π|F ′ est
surjective et inective, et nous avons démontré que c’est un isomorphisme F ′

∼=−→ E/F .

5.4.6 Quotient et supplémentaire. Choisissons un supplémentaire F ′ de F dans E. On
dispose de la projection p̃ : E → F ′ dans la direction de F , qui est surjective et de noyau
F . D’après la propriété universelle du quotient, il existe un isomorphisme canonique entre
F ′ et E/F . Cette réalisation du quotient dépend d’un choix et n’est donc pas canonique.

Le choix d’un supplémentaire de F dans E équivaut au choix d’une injection linéaire
j : E/F ↪→ E telle que im(j) ∩ F = {0}.

Il est important de noter qu’il n’existe pas de supplémentaire canonique à F (sauf à
adjoindre des structures supplémentaires, par exemple une structure euclidienne). Cepen-
dant le bloc B de (6.4.1.1) a un sens canonique : il ne dépend que du F , et pas du choix
du supplémentaire F ′. Pour le voir, nous allons considérer le quotient E/F .

5.4.2 – Propriété universelle du quotient

Ce qui suit n’est pas strictement nécessaire pour la lecture des sections sur la réduc-
tion des endomorphismes. C’est cependant important du point de vue théorique, et nous
l’utiliserons à l’occasion. Il n’est pas nécessaire ici de supposer E de dimension finie.

5.4.7 Proposition. Soit E un espace vectoriel, et F un sous-espace vectoriel de E. Le
quotient E/F jouit des deux propriétés suivantes :
(a) il existe une application linéaire π : E → E/F surjective et de noyau F ;
(b) pour tout espace vectoriel G, l’application linéaire (c’en est une)

u ∈ L(E/F,G) 7→ u ◦ π ∈ L(E,G)

induit un isomorphisme (fonctoriel...)

Φ : L(E/F,G) ∼= ker
(
restr : L(E,G)→ L(F,G)

)
.

S’il existe E′ jouissant lui aussi de l’une ou l’autre de ces deux propriétés, alors il existe
un unique isomorphisme ϕ : E/F ∼= E′ tel que π′ = ϕ ◦ π.
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5.4.7.1 Preuves. On laisse au lecteur la preuve de la propriété (a) pour E/F et sa
projection canonique. On va montrer que les propriétés (a) et (b) sont équivalentes, puis
qu’un k-ev satisfaisant à ces propriétés s’identifie canoniquement à E/F .

Soit E′ vérifiant (a) (i.e. on suppose E′ k-ev muni de π′ : E → E′ linéaire, surjective
et de noyau F ), et montrons que (b) vaut pour E′ (cela montrera au passage que (b)
vaut bien pour le quotient). On commence par constater que u 7→ u ◦ π′ donne bien une
application linéaire

Φπ′ : L(E′, G)→ ker
(
restr : L(E,G)→ L(F,G)

)
pour tout k-ev G. Reste à voir que c’est effectivement un isomorphisme. Si u ◦ π′ = 0,
alors u = 0 car π′ est surjective, d’où l’injectivité de Φπ′ .

Pour la surjectivité, on construit à la main un antécédent pour toute application linéaire
v : E → G s’annulant sur F . Pour tout y ∈ E′ il existe x ∈ E tel que y = π′(x), et on pose
u(y) := v(x) ; ça ne dépend pas du choix de x car ker(π′) = F et v|F = 0. Ceci définit une
application linéaire u : E′ → G qui visiblement factorise comme il faut (i.e. v = u◦π′).

Réciproquement, soit E′ vérifiant (b), et montrons directement que (a) vaut pour E′ (à
nouveau, cela montrera au passage que le quotient catégoriel est bien le quotient défini par
la relation de congruence). Précisément, on suppose qu’il existe une application linéaire
π′ : E → E′ tel que Φπ′ soit un isomorphisme pour tout G, et il s’agit de montrer que π′
est surjective et de noyau F .

On regarde le Φπ′ pour G = E′ : puisque π′ = Φπ′(idE′), π′ est dans le noyau de la
restriction à F , donc F ⊆ ker(π′). D’autre part, on regarde le Φπ′ pour G = E/F : puisque
π est dans le noyau de la restriction à F , il existe un u : E′ → E/F tel que π = u ◦ π′.
Ceci implique ker(π′) ⊆ ker(π) = F , donc on conclut que ker(π′) = F .

D’autre part, si π′ n’était pas surjective on pourrait contredire l’injectivité de Φπ′

pour n’importe quel G 6= {0} de la manière suivante. Soit x ∈ E′ non atteint par π′. On
considère G un k-ev non nul et u′ : E′ → G. Alors pour g n’importe quel vecteur non nul
de G et ` une forme linéaire de noyau un hyperplan transverse à x, on a

(u′ + `.g) ◦ π′ = u′ ◦ π′,

ce qui contredit l’injectivité de Φπ′ .
Soit E′ vérifiant (a). Alors π′ ∈ L(E,E′) est dans le noyau de la restriction à F , donc

il existe un unique ϕ : E/F → E′ tel que π′ = ϕ ◦ π. Reste à voir que ce ϕ est un
isomorphisme. Puisque π est surjective, kerϕ 6= {0} ⇒ kerπ′ ! F et donc nécessairement
ϕ est injective. D’autre part ϕ est surjective car π′ l’est.



Chapitre 6

Réduction des endomorphismes :
Introduction

6.1 – Qu’est-ce que la réduction des endomorphismes ?

6.1.1 Principe. On veut réduire l’étude d’un endomorphisme f ∈ L(E) à l’étude d’endo-
morphismes fi définis sur des espaces vectoriels strictement plus petits que E. Concrète-
ment, on va chercher à décomposer f en une somme directe (ou en un produit, voir 5.1.3)
d’endomorphismes de sous-espaces stricts 1 de E.

Idéalement, on voudrait que chacun des endomorphismes de cette décomposition soit
“atomique”, c’est-à-dire suivant l’étymologie du terme qu’il soit impossible à casser en
morceaux plus petits. On verra que ce n’est pas toujours possible, mais on s’attachera à
donner des conditions caractérisant l’existence d’une telle décomposition.
6.1.2 Somme directe d’endomorphismes. Commençons par préciser ce qu’on entend
par “somme directe d’endomorphismes” (et mettons en garde le lecteur quant au fait que
cette terminologie imagée n’est sans doute pas universellement reconnue).

On dira que f est une somme directe d’endomorphismes f1, . . . , fr, et on notera f =
f1 � · · ·�fr, s’il existe une décomposition E =

⊕r
i=1Ei et des endomorphismes fi ∈ L(Ei)

pour tout i = 1, . . . , r, tels que pour tout (x1, . . . , xr) ∈ E1 × · · · × Er,

f(x1 + · · ·+ xr) = f1(x1) + · · ·+ fr(xr).

6.1.3 Matrice diagonale par blocs. Pour expliciter cette notion de somme directe
d’endomorphismes, il est bon d’en donner une version matricielle. La condition de 6.1.2 ci-
dessus est équivalente à ce que les composantes fij ∈ L(Ej , Ei) de f selon la décomposition
E =

⊕r
i=1Ei soient

fij =
{
fi si i = j

0 si i 6= j.

Lorsque cette condition est vérifiée, la matrice de f dans une base B = (B1, . . . ,Br)
compatible à la décomposition E =

⊕r
i=1Ei s’écritM1 0

. . .
0 Mr

 ,
1. Un sous-espace vectoriel F ⊆ E est dit strict si {0}  F  E.

67



68 Chapitre 6. Réduction des endomorphismes : Introduction

avec Mi la matrice de fi dans la base Bi pour tout i = 1, . . . , r. Ainsi, une décomposition
de f en somme directe d’endomorphismes correspond dans une base adaptée à une matrice
diagonale par blocs.

La définition suivante est fondamentale pour la réduction des endomorphismes, et nous
allons l’utiliser pour reformuler la condition d’existence d’une décomposition en somme
directe.

6.1.4 Définition. Soit f ∈ L(E). Un sous-espace vectoriel F de E est stable par f si
pour tout x ∈ F , on a f(x) ∈ F .

Étant donné une décomposition E =
⊕r
i=1Ei arbitraire, pour j0 ∈ [[1, r]] le sous-espace

Ej0 est stable par f si et seulement si parmi les composantes fij de f selon E =
⊕r

i=1Ei
on a fij0 = 0 si i 6= j0.

Si f = f1 � · · ·� fr comme en 6.1.2 ci-dessus, chacun des Ei est stable par f . En fait,
l’existence d’une décomposition f = f1�· · ·�fr équivaut à l’existence d’une décomposition
E =

⊕r
i=1Ei où tous les Ei sont stables ; pour tout i, l’endomorphisme fi ∈ L(Ei) est

l’endomorphisme induit par f sur Ei au sens de la définition suivante.
(On observera au passage que sous l’hypothèse que Ei est stable, l’endomorphisme

fi ∈ L(Ei) est complètement déterminé par la donnée de Ei seulement, alors qu’en général
la composante fii ∈ L(Ei) de f dépend de toute la décomposition E =

⊕
j Ej).

6.1.5 Définition. Soit f ∈ L(E), et F un sous-espace de E stable par f . L’endomorphisme
induit par f sur F est l’endomorphisme fF ∈ L(F ) défini par la condition

∀x ∈ F : fF (x) = f(x).

Une bonne façon de considérer la notion de sous-espace stable est d’observer que l’exis-
tence d’un “sous-endomorphisme” correspond à l’existence d’un sous-espace stable (le
“sous-endomorphisme” étant alors l’endomorphisme induit).

Ceci dicte la définition d’endomorphisme “atomique”. La terminologie classique veut
qu’on les appelle plutôt “simples”.

6.1.6 Définition. Soit f ∈ L(E). L’endomorphisme f est simple si aucun sous-espace
strict de E n’est stable par f .

Ainsi, un endomorphisme est simple s’il ne possède pas de sous-endomorphisme non-
trivial, de la même façon qu’un groupe est simple s’il ne possède pas de sous-groupe
distingué non-trivial.

6.1.7 Exemples. Si E est de dimension 1, tout endomorphisme de E est simple.
Si E = R2, l’endomorphisme rθ défini dans la base canonique par la matrice

Rθ =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

est simple si θ 6≡ 0 mod π. Géométriquement c’est clair, puisque cet endomorphisme est
une rotation d’angle θ ; cependant dans le contexte où nous nous trouvons il n’y a pas de
produit scalaire, et donc pas d’angles. Voici une justification plus algébrique (qui anticipe
un peu sur les notions que nous verrons plus tard) : puisque E est de dimension 2, tout
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sous-espace stable strict est de dimension 1, donc contenu dans un sous-espace propre. Or
le polynôme caractéristique de Rθ est

X2 − (2 cos θ)X + 1 = (X − eiθ)(X − e−iθ),

donc Rθ n’a aucune valeur propre réelle. Ainsi rθ ne peut pas avoir de sous-espace stable
strict.

Si E = C2, l’endomorphisme r̃θ défini dans la base canonique par la matrice Rθ n’est
pas simple : les deux sous-espaces propres relatifs aux valeurs propres eiθ et e−iθ sont tous
les deux des droites de C2 stables par r̃θ.

Cet exemple illustre en particulier que la simplicité n’est pas une notion invariante par
extension des scalaires.

Comme annoncé plus haut, il est illusoire d’espérer pouvoir réduire en toute généralité
un endomorphisme en somme d’endomorphismes simples. L’exemple suivant illustre les
problèmes typiques qui se posent.

6.1.8 Exemple. Soit E = k2 et f l’endomorphisme donné dans la base canonique (e1, e2)
par la matrice

N =
(

0 1
0 0

)
.

Le seul sous-espace strict de E stable par f est la droite Vect(e1). En effet, par le même
argument qu’en 6.1.7 ci-dessus, tout sous-espace stable par f est contenu dans un sous-
espace propre de f . Or son polynôme caractéristique est X2, donc 0 est son unique valeur
propre, et son seul sous-espace propre est ker(f) = Vect(e1).

Il est donc impossible de décomposer E en somme directe de sous-espaces stricts stables
par f .

On donne un nom aux endomorphismes qu’il est possible de décomposer en sommes
d’endomorphismes simples.

6.1.9 Définition. Un endomorphisme f ∈ L(E) est semi-simple s’il est somme directe
d’endomorphismes simples, c’est-à-dire s’il existe une décomposition E =

⊕r
i=1Ei en

somme de sous-espaces stables par f telle que pour tout i = 1, . . . , r, l’endomorphisme
induit fEi ∈ L(Ei) est simple.

L’endomorphisme de l’exemple 6.1.8 n’est pas semi-simple, et a fortiori pas simple non
plus. Les endomorphismes rθ ∈ L(R2) et r̃θ ∈ L(C2) définis par la matrice de rotation Rθ
de 6.1.7 sont tous les deux semi-simples.

Avec la définition ci-dessus, il est assez facile de voir que tout endomorphisme diago-
nalisable est semi-simple. Dans une large mesure, les endomorphismes semi-simples sont
ceux qu’il est possible de diagonaliser quitte à étendre les scalaires (c’est le cas lorsque le
corps de base est parfait, mais il existe en général des exemples pathologiques, voir sec-
tion 8.3). Dans la section 8.3 nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour
la simplicité et la semi-simplicité portant sur les polynômes minimaux et caractéristiques.

Dans la littérature on trouve souvent une autre définition de la semi-simplicité, qui
est la suivante. Nous allons voir dans la sous-section suivante que les deux versions sont
équivalentes, même si ce n’est pas si évident à première vue.

6.1.10 Définition. Un endomorphisme f ∈ L(E) est semi-simple-bis si pour tout sous-
espace F stable par f , il existe un supplémentaire F ′ de F dans E qui est lui aussi stable
par f .
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Nous conserverons ces deux notions de semi-simplicité et semi-simplicité-bis, car il est
souvent instructif de les considérer chacune à part en mettant de côté le fait qu’elles sont
équivalentes.

6.2 – Semi-simplicité et semi-simplicité-bis

Cette sous-section est consacrée à la preuve du théorème ci-dessous, et à divers com-
pléments.

6.2.1 Théorème. Les conditions de semi-simplicité et de semi-simplicité-bis sont équi-
valentes.

Nous donnons ici une preuve élémentaire, mais il est aussi possible d’utiliser des outils
plus élaborés de réduction des endomorphismes, voir la section 8.3.

Preuve du théorème 6.2.1. L’implication « semi-simple⇒ semi-simple-bis » est le contenu
de la proposition 6.2.4, et sa réciproque « semi-simple-bis ⇒ semi-simple » est le contenu
du corollaire 6.2.3.

6.2.2 Proposition. Soit f ∈ L(E) un endomorphisme semi-simple-bis. Pour tout sous-
espace F stable par E, l’endomorphisme induit fF ∈ L(F ) est lui aussi semi-simple-bis.

Preuve. Soit F0 ⊆ F un sous-espace stable par fF , ou de manière équivalente stable par
f . Par semi-simplicité de f , il existe donc G̃0 supplémentaire de F0 dans E stable par f .
Le sous-espace G̃0 ∩ F est stable par f comme intersection de deux sous-espaces stables,
et comme G̃0 ∩ F ⊆ F , ce même sous-espace est aussi stable par l’endomorphisme induit
fF . Pour conclure la preuve nous allons montrer que G0 := G̃0 ∩ F est un supplémentaire
de F0 dans F .

On a F0∩G0 ⊆ F0∩ G̃0 = {0}, donc F0 et G0 sont en somme directe. Puisque F0 et G0
sont tous les deux contenus dans F , on a l’inclusion F0 �G0 ⊆ F . Pour montrer l’inclusion
inverse, considérons x ∈ F et décomposons le selon F0 � G̃0 = E : on écrit x = y + y′,
avec y ∈ F0 et y′ ∈ G̃0. Alors y′ = x − y ∈ F , donc y′ ∈ G̃0 ∩ F = G0. Ceci prouve que
x ∈ F0 +G0, et finalement F = F0 �G0 comme attendu.

6.2.3 Corollaire. Soit f ∈ L(E) semi-simple-bis. Alors f est semi-simple.

Preuve du corollaire. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E. Si n 6 1, f
est lui-même simple et il n’y a rien à démontrer. Supposons donc n > 1 et le résultat
démontré pour dim(E) < n. Si f est simple, le résultat est trivial. Sinon, il existe F sous-
espace strict de E stable par f . Puisque f est semi-simple, il existe F ′ supplémentaire de
F dans E lui aussi stable par f . Puisque F est strict, on a dim(F ) < n et dim(F ′) < n.
D’après la proposition 6.2.2, les endomorphismes induits fF et fF ′ sont tous les deux semi-
simples. On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence, qui nous dit qu’il existe deux
décompositions F =

⊕
i Fi et F ′ =

⊕
i F
′
i en sommes de sous-espaces stables par fF et

fF ′ respectivement, et donc stables par f , tels que les (fF )Fi = fFi et (fF ′)F ′i = fF ′i sont
simples. On a donc une décomposition E =

⊕
i Fi �

⊕
i F
′
i comme on voulait.

6.2.4 Proposition. Soit f ∈ L(E). Si f est semi-simple, alors il est aussi semi-simple-
bis.
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Preuve. Supposons qu’il existe une décomposition E =
⊕r

i=1Ei telle que pour tout i ∈
[[1, r]], Ei est stable par f et l’endomorphisme induit fEi est simple, et montrons qu’alors f
est semi-simple. Soit F un sous-espace stable par f . Il s’agit de trouver un supplémentaire
à F lui aussi stable par f . Considérons

I =
{
I ⊆ [[1, r]] t.q. F ∩ (

⊕
i∈I Ei) = {0}

}
.

L’ensemble I est fini, donc il possède des éléments maximaux pour l’inclusion. Soit I0 un
élément maximal de I. Le sous-espace EI0 =

⊕
i∈I0 Ei est stable par f , et nous allons

montrer que c’est un supplémentaire de F dans E, ce qui conclura la preuve.
Les sous-espaces F et EI0 sont en somme directe puisque I0 ∈ I, donc il suffit de

prouver que F � EI0 = E. Puisque E =
⊕r

i=1Ei, il suffit de prouver que Ei1 est contenu
dans F � EI0 pour tout i1 ∈ [[1, r]]. Si i1 ∈ I0, c’est clair. Sinon, I0 ∪ {i1} contient
strictement I0, donc par maximalité de I0, l’ensemble I0 ∪ {i1} n’appartient pas à I,
et donc F ∩ (EI0 � Ei1) 6= {0}. Ainsi il existe y ∈ F non nul, x0 ∈ EI0 et x1 ∈ Ei1
tels que y = x0 + x1. Puisque F ∩ EI0 = {0}, x1 est non nul, et puisque x1 = y − x0,
x1 ∈ Ei1 ∩ (F �EI0). Ainsi, Ei1 ∩ (F �EI0) 6= {0}. Mais Ei1 ∩ (F �EI0) est un sous-espace
de Ei1 stable par f , donc c’est un sous-espace stable par fEi1 . Puisque fEi1 est simple, on
en déduit que Ei1 ∩ (F � EI0) = Ei1 , et donc Ei1 est tout entier contenu dans F � EI0

comme on voulait démontrer.

Pour conclure cette section, nous allons donner une preuve différente de l’implication
« semi-simple ⇒ semi-simple-bis » qui sera l’occasion de voir quelques lemmes utiles et
instructifs.

6.2.5 Lemme. On considère un endomorphisme f ∈ L(E).
6.2.5.1. Soit E = F � F ′ une décomposition telle que F et F ′ sont tous les deux stables
par f . Alors les deux projecteurs p, p′ ∈ L(E) sur F et F ′ respectivement relativement à
cette décomposition commutent à f .
6.2.5.2. Soit p ∈ L(E) un projecteur commutant à f . Pour tout sous-espace F stable par
f , le sous-espace p(F ) est stable par f .

Preuve. Commençons par prouver 6.2.5.1. Par symétrie il suffit de démontrer le résultat
pour p. Considérons un vecteur x ∈ E, et décomposons le en x = xF + x′F avec xF ∈ F ,
x′F ∈ F ′. On a

f(x) = f(xF ) + f(x′F )
par linéarité, et f(xF ) ∈ F , f(x′F ) ∈ F ′ par stabilité de F et F ′ par f . Donc

p(f(x)) = f(xF ) = f(p(x))

comme il fallait démontrer.
Venons en maintenant à 6.2.5.2. Soit F stable par f . Soit x ∈ p(F ), et montrons que

f(x) ∈ p(F ). Il existe y ∈ F tel que x = p(y), et alors

f(x) = f(p(y)) = p(f(y))

appartient à p(F ) puisque f(y) ∈ F par stabilité de F .

6.2.6 Lemme. Soit E un espace vectoriel muni d’une décomposition E = F � F ′, et
considérons p ∈ L(E) le projecteur sur F dans la direction de F ′. Pour tout sous-espace
L ⊆ E, on a

p(L) = (L+ F ′) ∩ F.
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Preuve. Soit x ∈ p(L). Il existe y ∈ L tel que x = p(y), et donc y = x+x′ pour un certain
x′ ∈ F ′. Alors x = y− x′ ∈ L+F ′. D’autre part x ∈ F puisque p est un projecteur sur F .
Ceci prouve l’inclusion p(L) ⊆ (L+ F ′) ∩ F .

Pour montrer l’inclusion inverse, considérons x ∈ (L+F ′)∩F . Il existe y ∈ L et x′ ∈ F ′
tels que x = y + x′. Alors

x = p(x) = p(y + x′) = p(y),

donc x ∈ p(L) comme il fallait démontrer.

Preuve alternative de la proposition 6.2.4. Soit f ∈ L(E). Montrons par récurrence sur
r ∈ N∗ que s’il existe une décomposition E =

⊕r
i=1Ei telle que pour tout i ∈ [[1, r]], Ei est

stable par f et l’endomorphisme induit fEi est simple, alors f est semi-simple-bis. Si r = 1
le résultat est vrai, puisque alors f est simple et donc semi-simple-bis. Supposons donc
r > 2, et le résultat démontré pour un nombre r′ < r de facteurs. Posons E0 =

⊕
i<r Ei ;

l’hypothèse de récurrence assure que l’endomorphisme fE0 ∈ L(E0) induit par f est semi-
simple-bis.

Soit F un sous-espace de E stable par f . L’intersection F0 = F ∩ E0 est stable par
fE0 , donc il existe F ′0 supplémentaire de F0 dans E0 stable par fE0 , et donc par f .

Montrons pour commencer que

(?) F ′0 � F = F + E0.

Puisque F ′0 ⊆ E0, on a F ′0∩F ⊆ F ′0∩F0 = {0}, donc la somme est bien directe. L’inclusion
F ′0 � F ⊆ F + E0 est conséquence des inclusions F ′0 ⊆ E0 et F ⊆ F . Montrons l’inclusion
inverse F + E0 ⊆ F ′0 � F . Puisque F ⊆ F ′0 � F , il suffit de vérifier que E0 ⊆ F ′0 � F , qui
est bien vraie puisque E0 = F ′0 � F0 et F0 = F ∩ E0 ⊆ F . Ceci conclut la preuve de (?).

Le sous-espace F + E0 est stable par f , donc (F + E0) ∩ Er aussi, et puisque fEr
est simple, on a ou bien (F + E0) ∩ Er = {0} ou bien (F + E0) ∩ Er = Er. Notons que
(F +E0)∩Er est la projection de F sur Er dans la direction de E0, d’après le lemme 6.2.6.
a) Si (F + E0) ∩ Er = Er, alors F + E0 = E. En effet, F + E0 contient alors à la fois E0
et Er, qui sont supplémentaires dans E. Dans ce cas, F ′0 est un supplémentaire de F dans
E stable par f , et la preuve est terminée.
b) Si (F + E0) ∩ Er = {0}, alors F + E0 = E0. En effet, F est alors contenu dans E0
(puisque sa projection sur Er est nulle). Dans ce cas, F ′0 � F = E0, et F ′0 � Er est un
supplémentaire de F dans E stable par f , ce qui conclut la preuve.

6.2.7 Exercice. Soit f ∈ L(E).
1) Montrer que si F ⊆ E est un sous-espace stable de dimension 1, alors il existe λF ∈ k
tel que

∀x ∈ F : f(x) = λF .x.

En déduire que F est contenu dans un sous-espace propre de f .
2) Montrer que si f laisse toutes les droites de E stables, alors f est une homothétie.
(Indication : étant donné deux droites F et F ′, pour montrer que λF = λF ′ , considérer
une droite Vect(x+ x′) avec x ∈ F et x′ ∈ F ′.)

6.3 – Application à la classification

6.3.1 Applications. En se ramenant à des endomorphismes atomiques, on espère pouvoir
se limiter à une courte liste de briques élémentaires permettant de reconstruire n’importe
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quel endomorphisme. On pourra alors analyser un endomorphisme arbitraire, par exemple
en le décrivant par une matrice constituée de blocs bien compris. Une telle matrice est ce
qu’on appelle une forme normale.

Un aspect de ce problème est la recherche d’une classification des endomorphismes
“à équivalence près”. La relation d’équivalence qui nous intéresse est la similitude : deux
endomorphismes f ∈ L(E) et f ′ ∈ L(E′) sont semblables s’il existe un isomorphisme
ϕ : E ' E′ tel que f ′ = ϕ◦f ◦ϕ−1. Les classes d’équivalence pour la relation de similitude
s’appellent les classes de similitude (c’est bien trouvé, non ?).

La recherche de formes normales consiste à donner un représentant emblématique de
chaque classe de similitude. Ainsi deux endomorphismes seront semblables si et seulement
si ils ont la même forme normale. Un exemple fameux est la forme normale de Jordan
pour les endomorphismes trigonalisables.

On s’attachera aussi à la recherche d’invariants de similitude, c’est-à-dire d’objets asso-
ciés à tout endomorphisme qui ne dépendent que de sa classe de similitude. Des exemples
bien connus sont les polynômes caractéristique et minimal. On souhaite connaître suf-
fisamment d’invariants pour pouvoir distinguer les classes de similitude. Les polynômes
caractéristique et minimal sont notoirement insuffisants pour cela, mais nous réaliserons
complètement ce souhait d’avoir suffisamment d’invariants dans la section 8.6 (voir aussi
le théorème 7.8.10 pour le cas particulier des endomorphismes trigonalisables).

Avant d’aller plus loin, voyons un lemme élémentaire qui explique comment la réduction
des endomorphismes peut être appliquée à la classification à similitude près.

6.3.2 Lemme. Soit f, g ∈ L(E). On suppose qu’il existe deux décompositions E =
⊕r

i=1 Fi
et E =

⊕r
i=1Gi en sommes de sous-espaces stables par f et g respectivement, telles que

pour tout i = 1, . . . , r, il existe un isomorphisme ϕi : Fi ' Gi tel que gGi = ϕifFiϕ
−1
i .

Alors les endomorphismes f et g sont semblables.

Preuve. Il s’agit de construire à partir des ϕi un isomorphisme ϕ de E “diagonal par
blocs” qui va conjuguer f et g. Précisément, on définit ϕ selon ses composantes ϕij ∈
L(Fi, Gj) relativement aux décompositions E =

⊕r
i=1 Fi et E =

⊕r
i=1Gi, grâce à la

Proposition 5.1.5 : on considère l’unique ϕ ∈ L(E) tel que pour tout i, j ∈ [[1, r]],

ϕij =
{
ϕi si i = j ;
0 sinon.

On vérifie alors sans mal que ϕ est un isomorphisme puisque ϕ1, . . . , ϕr sont des isomor-
phismes, et g = ϕfϕ−1.

6.4 – Sous-espaces stables et matrices triangulaires par blocs

On a vu en 6.1.3 que l’existence d’une décomposition de l’espace ambiant E en somme
directe de sous-espaces stables par un endomorphisme f ∈ L(E) se traduit matriciellement
par l’existence d’une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs. Nous
aurons besoin de l’énoncé un peu plus robuste ci-dessous, qui se démontre de la même
façon (nous laissons donc la preuve comme exercice au lecteur).
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6.4.1 Proposition. Soit f ∈ L(E) et F un sous-espace de E stable par f . Dans une base
B de E compatible à F , la matrice MatB(f) est triangulaire supérieure par blocs

(6.4.1.1)
(
A C
0 B

)

avec A ∈Mp(k) et B ∈Mn−p(k) carréees (en notant n = dim(E) et p = dim(F )).
Réciproquement, si dans une base B = (e1, . . . , en) la matrice de f est triangulaire

supérieure par blocs comme ci-dessus, alors le sous-espace Vect(e1, . . . , ep) est stable par
f .

Nous allons voir que les classes de conjugaison des blocs diagonaux A et B comme
en (6.4.1.1) sont canoniquement attachées à la donnée de f et du sous-espace stable F
(Corollaire 6.4.7). En revanche le bloc C dépend fortement du choix de la base B, et
n’encode en général aucune information intrinsèque à la paire (f, F ), comme le démontre
l’exemple 6.4.2 ci-dessous.

6.4.2 Exemple. Soit f l’endomorphisme de k2 donné dans la base canonique (e1, e2) par
la matrice (

1 1
0 2

)
.

On considère le sous-espace stable F = Vect(e1) ; la base canonique est compatible à F .
La base (e1, e1 + e2) est elle aussi compatible à f , et dans cette base la matrice de f est(

1 0
0 2

)
.

L’information géométrique contenue dans les blocs A et B s’exprime en fonction des
objets suivants.
6.4.3 Endomorphismes induits. Soit f ∈ L(E) et F un sous-espace de E stable par
f . La condition

∀x ∈ F : fF (x) = f(x).

définit un endomorphisme fF ∈ L(F ), dit endomorphisme induit par f sur F (déjà intro-
duit en 6.1.5 ci-dessus).

D’autre part, la condition

∀x̄ ∈ E/F : f̄F (x̄) = f(x)

définit un endomorphisme f̄F ∈ L(E/F ), dit endomorphisme sur le quotient induit par f .

Il convient de vérifier que f̄F est bien défini par la condition ci-dessus, ce qui revient
à vérifier que f(x) ne dépend pas du choix du représentant de la classe x. Soit x′ ∈ E un
autre représentant de x̄. On a x′ − x ∈ F , et donc puisque F est stable et f est linéaire,
f(x′)− f(x) ∈ F . Ainsi f(x′) = f(x) comme il fallait démontrer.
6.4.3.1 Mise en garde. Nous recommandons d’être attentif au fait que la donnée de fF
et f̄F est insuffisante pour reconstruire f , voir l’exemple 6.4.2 ci-dessus.

6.4.4 Proposition. Soit f ∈ L(E), F stable par f , et B une base de E compatible à F .
Alors les blocs A et B de la matrice MatB(f) écrite comme en (6.4.1.1) représentent fF
et f̄F respectivement, dans les bases de F et de E/F induites par B.



6.4. Sous-espaces stables et matrices triangulaires par blocs 75

Avant d’attaquer la preuve, précisons ce que nous appelons les bases de F et de E/F
induites par B. Puisque B est compatible à F , elle est la concaténation d’une base BF
de F et d’une famille libre B′ ; d’après le lemme 5.4.2, les classes modulo F des vecteurs
de B′ forment une base B̄F de E/F . Les bases induites dont il est question dans l’énoncé
ci-dessus sont BF et B̄F .

Preuve. Le fait que A = MatBF (fF ) est contenu dans la proposition 5.2.2. Pour montrer
que B = MatB̄F (f̄F ), notons BF = (e1, . . . , ep) et B′ = (ep+1, . . . , en). Soit j ∈ [[1, n − p]].
Notons en outre C = (cij)16i6p

16j6n−p
et B = (bij)16i,j6n−p les blocs de (6.4.1.1). On a

f̄F (ēp+j) = f(ep+j)

=
∑p

i=1
cij .ei︸ ︷︷ ︸

=0̄

+
∑n

i=p+1
bi−p,j .ei(*)

=
∑n−p

i=1
bij .ēp+i,

ce qui prouve bien que B = MatB̄F (f̄F ). (* La première somme est nulle car c’est une
combinaison linéaire de e1, . . . , ep qui sont tous nuls, puisque e1, . . . , ep ∈ F ).

6.4.5 Remarque. Il est instructif de suivre les choix faits lors de l’écriture de la matrice
(6.4.1.1). Au commencement on a F stable par f . Le choix d’une base de F détermine
le bloc A, qui est la matrice de fF dans cette base. Ensuite le choix d’une base B̄ =
(ε1, . . . , εn−p) de E/F détermine le bloc B, qui est la matrice de f̄F dans cette base.
Jusqu’ici on n’a pas eu à choisir de supplémentaire à F .

Enfin, il faut choisir des représentants e′1, . . . , e′n−p ∈ E de ε1, . . . , εn−p ∈ E/F pour
déterminer le bloc C. Ce choix détermine un supplémentaire F ′ = Vect(e′1, . . . , e′n−p) de
F dans E, qui incarne le quotient E/F dans E, voir 5.4.6. On prendra garde au fait que
ce supplémentaire F ′ n’a aucune raison d’être stable par f (d’ailleurs on a déjà vu qu’il
est tout-à-fait possible qu’un sous-espace stable ne possède aucun supplémentaire stable,
voir l’exemple 6.1.8).

6.4.6 Exercice. Soit f, g ∈ L(E), et F un sous-espace stable par f et par g. Montrer que
F est stable par f ◦ g, et

(f ◦ g)F = fF ◦ gF et (f ◦ g)F = f̄F ◦ ḡF .

En déduire que dans un produit MN de matrices triangulaires supérieures par blocs (de
tailles compatibles), les blocs diagonaux de MN sont les produits des blocs diagonaux de
M et N respectivement.

6.4.7 Corollaire. Soit f ∈ L(E) et F stable par f . Considérons les matrices(
A C
0 B

)
et

(
A′ C ′

0 B′

)

de f dans deux bases B et B′ compatibles à F . Alors les matrices A et A′ d’une part, et
B et B′ d’autre part, sont conjuguées.

Preuve. D’après la Proposition 6.4.4, les matrices A et A′ (resp. B et B′) représentent le
même endomorphisme fF (resp. f̄F ) dans les bases de F (resp. E/F ) induites par B et B′
respectivement. Ceci implique le résultat.
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Chapitre 7

Réduction des endomorphismes :
Analyse

7.1 – Polynôme caractéristique

7.1.1. On adopte la convention

χf = ” det(X.idE − f)”

pour le polynôme caractéristique d’un endomorphisme f ∈ Lk(E). L’alternative serait
de prendre plutôt “det(X.idE − f)” ; notre choix présente l’avantage d’avoir le polynôme
caractéristique scindé, mais l’inconvénient de devoir écrire beaucoup de signes ’moins’ lors
des calculs.

Il faut prendre garde au fait que l’expression “det(X.idE − f)” n’est pas vraiment bien
définie, dans la mesure où Lk(E) n’est pas munie d’une multiplication extérieure par k[X],
et donc écrire “X.idE” est insensé. Une attitude prudente à cet égard consiste à définir χf
de la manière suivante.

On considère une base B de E, et on écrit la matrice A de f dans cette base B. A priori
la matrice A vit dansMn(k), avec n = dim(E). On considèreMn(k) comme sous-anneau
de Mn(k[X]), ce qui permet de voir A comme élément de Mn(k[X]). Alors la matrice
X.Idn −A est un élément deMn(k[X]) des plus en règle, et nous pouvons considérer son
déterminant sans problème, voir la définition 2.1.3. Enfin, les formules de changement de
base impliquent que ce déterminant est indépendant de la base B choisie pour écrire la
matrice de f , et nous pouvons donc poser

χf = det(X.Idn −A),

sans guillement, et sans ambigüité de définition.

Nous introduirons la notion de valeur propre un peu plus loin, voir 7.2.4. Le résultat
ci-dessous sera alors essentiel.

7.1.2 Proposition. Soit f ∈ Lk(E) et λ ∈ k. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) le scalaire λ est racine de χf ;
(ii) l’endomorphisme λ.idE − f ∈ Lk(E) n’est pas inversible ;
(iii) le sous-espace ker

(
λ.idE − f ∈ Lk(E)

)
n’est pas réduit à {0}.

77
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Preuve. L’équivalence entre (ii) et (iii) ne devrait pas poser de problème à ce stade. L’équi-
valence entre (i) et (ii) d’autre part est une conséquence directe de l’identité

(7.1.2.1) χf (λ) = det(λ.idE − f),

valable pour tout λ ∈ k.
Cette identité pourra sembler évidente au lecteur imprudent, mais elle ne l’est pas (à

titre de comparaison, voir 7.3.3). Considérons une base B de E, et écrivons la matrice
A de f dans cette base. Il s’agit de prouver que lorsqu’on évalue le polynôme χf (X) =
det(X.Idn − A) ∈ k[X] en λ ∈ k, le scalaire obtenu est le déterminant de la matrice
λ.Idn−A ∈Mn(k) ; autrement dit que calculer le déterminant de X.Idn−A puis évaluer
X en λ donne la même chose qu’évaluer d’abord X en λ dans la matrice X.Idn − A puis
calculer le déterminant.

Pour le voir, notons ai,j(X) ∈ k[X] les coefficients de la matrice X.Idn − A. Par
définition,

χf (X) = det(X.Idn −A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ) aσ(1),1(X) · · · aσ(n),n(X) ∈ k[X].

Ainsi, l’évaluation de ce polynôme en λ ∈ k donne

χf (λ) =
∑
σ∈Sn

ε(σ) aσ(1),1(λ) · · · aσ(n),n(λ) ∈ k.

D’autre part, puisque la matrice λ.Idn −A s’obtient en évaluant X en λ dans X.Idn −A,
les ai,j(λ) sont les coefficients de λ.Idn −A. On a donc

det(λ.Idn −A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ) aσ(1),1(λ) · · · aσ(n),n(λ),

et l’identité (7.1.2.1) est démontrée.

7.1.3 Proposition. Soit f ∈ L(E).
(i) Soit F un sous-espace stable par f . Alors χf = χfF · χf̄F .
(ii) On suppose qu’il existe une décomposition E =

⊕r
i=1 Fi où tous les Fi sont stables par

f . Alors on a l’égalité
χf =

∏r

i=1
χfFi .

Preuve. L’assertion (i) est une conséquence directe de la proposition 6.4.4 ci-dessus et du
calcul des déterminants triangulaires par blocs 2.3.3.

L’assertion (ii) s’obtient de la même façon en observant que la matrice de f dans une
base compatible à la décomposition E =

⊕r
i=1 Fi est diagonale par blocs en application

de 6.1.3 et 5.2.2.

7.1.4 Application de la formule de Laplace : calcul des coefficients de χM . Par
multilinéarité du déterminant, on a

χA(X) = det(X · e1 − C1, . . . , X · en − Cn)

=
n∑
k=0

 ∑
i1<···<ik

det(−C1, . . . , X.ei1 , . . . , X.eik , . . . ,−Cn)


=

n∑
k=0

(−1)n−kXk

 ∑
i1<···<ik

det(C1, . . . , ei1 , . . . , eik , . . . , Cn)


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et les déterminants dans la somme entre parenthèses à droite se calculent en un coup avec
la formule de Laplace, en développant par rapport aux colonnes d’indices i1, . . . , ik.

On peut aussi calculer “directement” ce déterminant, et nous allons le faire. Les ressorts
de ce calcul sont déjà en œuvre dans la preuve de la formule de Laplace, ainsi commencer
par la preuve ci-dessous avant d’aborder celle de la formule de Laplace peut être une bonne
idée.

On calcule
det(C1, . . . , ei1 , . . . , eik , . . . , Cn).

On pose I = {i1 < · · · ik}, et Ī = {ı̄1 < · · · < ı̄n−k} son complémentaire dans [[1, n]]. On
commence par effectuer des échanges de colonnes pour se ramener à

det(ei1 , . . . , eik , Cı̄1 , . . . , Cı̄n−k) ;

cette opération nécessite un certain nombre d’échanges ε(I), qu’on peut calculer facilement,
voir 7.1.4.1, mais qu’il est inutile de connaître explicitement pour la preuve. En effet, en
opérant exactement les mêmes échanges sur les lignes on place les lignes i1, . . . , ik en haut,
obtenant ainsi le déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ai1 ı̄1 . . . ai1 ı̄n−k
. . . ...

...
1 aik ı̄1 . . . aik ı̄n−k

0 . . . 0 aı̄1 ı̄1 . . . aı̄1 ı̄n−k
...

...
...

...
0 . . . 0 aı̄n−k ı̄1 . . . aı̄n−k ı̄n−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(AII).

7.1.4.1 Complément. Il est instructif (en particulier si on veut lire la preuve de la
formule de Laplace) de calculer le nombre d’échanges nécessaires pour passer de

det(C1, . . . , ei1 , . . . , eik , . . . , Cn).

à
det(ei1 , . . . , eik , Cı̄1 , . . . , Cı̄n−k).

Il faut i1 − 1 échanges pour mettre ei1 en premier, ensuite i2 − 2 échanges pour placer ei2
juste après ei1 , et ainsi de suite. Au total, le nombre d’échanges est donc

∑p
k=1(ik − k), et

nos manipulations changent le déterminant par −1 puissance cet entier.

7.1.4.2 Exercice. Étudier det(A+X ·M).

7.1.4.3 Corollaire. M 7→ χM est continue (on verra que ce n’est pas le cas deM 7→ µM ).
Si k = R ou C, sinon topologie de Zariski.

7.1.5 Développement. Soit A,B ∈Mn(k). On a χAB = χBA.
Je présente ce résultat essentiellement motivé par la méthode de preuve. Toutefois,

cet énoncé a son intérêt. C’est une généralisation de la formule bien connue Tr(AB) =
Tr(BA). En fait, pour qui connaît un peu d’algèbre extérieure ce n’est pas vraiment une
généralisation, puisqu’au signe près les coefficients du polynôme caractéristique χM sont
les traces des matrices M∧i, i = 0, . . . , n.
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7.1.5.1 Cas A inversible. Dans ce cas le résultat s’obtient par un calcul qui ne dévoile
pas vulgairement la raison profonde de notre énoncé. On calcule des déterminants de
matrices à coefficients dans l’anneau commutatif k[X].

χAB = det(X.id−AB) = det
[
A(X.A−1 −B)

]
= det

[
(X.A−1 −B)A

]
= det(X.id−BA) = χBA

et c’est gagné.

Voyons maintenant comment déduire le résultat sans condition sur A par un argument
de passage à la limite qui peut se formuler de plusieurs façons.

7.1.5.2 Version 1. Si k est infini, il existe une infinité de λ ∈ k tels que A − λ.Id est
inversible. Pour tous ces λ, on a

χ(A−λId)B = χB(A−λId).

Les coefficients du polynôme en X χ(A−λId)B − χB(A−λId) sont des polynômes en λ, nuls
pour une infinité de valeurs de λ, et donc uniformément nuls. Autrement dit, l’annulation
de χ(A−λId)B−χB(A−λId) ∈ k[X] pour une infinité de λ implique son annulation tout court.
Pour λ = 0, ceci nous donne le résultat voulu.

Si k n’est pas infini, on trouve une extension k′ de k qui l’est, par exemple k(T )
(fraction rationnelles en T ). Par le même argument on obtient l’identité χAB = χBA qui
se fiche pas mal de savoir si on habite dansMn(k) ouMn(k′).

7.1.5.3 Version 2. Si k = R ou C, ou encore mieux si on connaît la topologie de Zariski,
alors on peut arguer que

(A,B) ∈Mn(k)×Mn(k) 7→ χAB − χBA ∈ k[X]n

est continue et nulle sur l’ouvert dense des (A,B) tels que A inversible, et donc uniformé-
ment nulle.

7.1.5.4 Version 3. On considère les deux matrices A = (aij) et B = (bij) à coefficients
indéterminés. Il s’agit de démontrer l’identité χAB = χBA entre polynômes à coefficients
dans l’anneau de polynômes Z[aij , bij ] (polynômes en 2n2 indéterminées, à coefficients
entiers) : χAB, χBA ∈ Z[aij , bij ][X].

On considère le corps des fractions de cet anneau intègre, qui est le corps de fractions
rationnelles K := Q(aij , bij). Puisque le déterminant est un polynôme non-nul, A est
inversible dansMn(K). On en déduit par notre calcul basique l’identité χAB = χBA dans
K[X]. Bien sûr les deux polynômes sont en fait dans le sous-anneau Z[aij , bij ][X] de K[X],
et l’identité χAB = χBA est une égalité entre polynômes à coefficients dans Z[aij , bij ] :
notre résultat est démontré !
Remarque. Le couple (A,B) comme ci-dessus est le point générique au sens de la géométrie
algébrique de l’espace affineMn(Z)×Mn(Z).

7.2 – Polynômes d’endomorphismes

7.2.1 Définition. On considère le morphisme de k-algèbres θf : k[X] → Lk(E), dit
morphisme d’évaluation en f , défini par la condition θf (X) = f .
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Puisque X engendre k[X] comme k-algèbre, cette condition détermine de manière
unique le morphisme θf . Pour P = anX

n + · · · + a1X + a0, avec ai ∈ k pour tout
i = 0, . . . , n, on a

θf (P ) = anθf (X)n + · · ·+ a1θf (X) + a0θf (1)
= anf

n + · · ·+ a1f + a0idE ,

où pour tout i ∈ N, f i = f ◦ · · · ◦ f (i facteurs).
On notera P (f) = θf (P ) ∈ L(E) pour tout P ∈ k[X]. On désignera par k[f ] l’image du

morphisme d’évaluation θf ; un polynôme en f est un éléments de k[f ]. On notera que k[f ]
est une sous-algèbre de L(E). Elle est de dimension finie puisque L(E) est de dimension
finie égale à dim(E)2, et commutative puisque k[X] est une algèbre commutative. Ainsi,
deux polynômes en f commutent toujours.

L’utilisation de polynômes en f sera fondamentale pour notre approche de la réduction
des endomorphismes. Pour commencer, remarquons que la plupart des endomorphismes
habituellement associés à f sont en fait des polynômes en f .

7.2.2 Exemples. L’inverse de f (lorsqu’il existe), l’exponentielle de f , sont des poly-
nômes en f . Pour l’inverse voir le corollaire 7.2.8 et la remarque 7.2.8.1 ci-dessous. Pour
l’exponentielle, cela vient du fait que exp(f) est une limite de polynômes en f , et que k[f ]
est fermé dans L(E).

On verra plus tard des exemples de projecteurs intrinsèquement liés à f (à savoir les
projecteurs spectraux, voir 7.8.2) qui sont des polynômes en f .

Un premier intérêt de considérer des polynômes d’endomorphismes pour la réduction
est qu’ils permettent de produire une profusion de sous-espaces stables.

7.2.3 Lemme. Soit f, g ∈ L(E) deux endomorphismes qui commutent, et P ∈ k[X].
Alors le sous-espace vectoriel ker(P (f)) est stable par g.

En particulier, en prenant g = f , on obtient que ker(P (f)) est stable par f . La preuve
de ce lemme est élémentaire et laissée au lecteur.
7.2.3.1 Mise en garde. Même si f et g commutent, il est grossièrement faux que tout
sous-espace stable par f est stable par g. Par exemple, g = id commute avec tout f , tout
sous-espace de E est stable par id, mais bien sûr il existe en général des sous-espaces de
E qui ne sont pas stables par f .

7.2.4 Valeurs propres, espaces propres. Soit λ ∈ k. On note Eλ(f) = ker(f − λ.idE)
(ou simplement Eλ s’il n’y a pas de risque de confusion), qu’on appelle espace propre de
f pour la valeur λ. On dit que λ est valeur propre de f si Eλ(f) ! {0}. L’ensemble des
valeurs propres de f est appelé le spectre de f , noté Sp(f). Un scalaire λ ∈ k est valeur
propre de f si et seulement si λ est racine du polynôme caractéristique χf = det(XidE−f),
voir proposition 7.1.2.

On a Eλ(f) = ker
(
(X − λ)(f)

)
, donc par le lemme 7.2.3 ci-dessus les espaces propres

de f sont stables par tout endomorphisme commutant avec f .
7.2.5 Polynômes annulateurs, polynôme minimal. Un polynôme annulateur pour
f est un polynôme P ∈ k[X] tel que P (f) = 0. Le polynôme minimal de f est l’unique
générateur unitaire du noyau du morphisme d’évaluation θf . 1 On le note µf , ou µ si on
ne craint pas de confusion.

1. on rappelle à cet égard que l’anneau k[X] est principal, donc il existe P ∈ k[X] tel que ker(θf ) = (P ).
Puisque k[X] est de dimension infinie et L(E) est de dimension finie, θf ne peut pas être injectif, et donc
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Le polynôme minimal de f est caractérisé par les deux conditions suivantes (en plus
du fait d’être unitaire, qui garantit son unicité) :
(i) µ(f) = 0 ∈ L(E) ;
(ii) pour tout P ∈ k[X], si P (f) = 0 alors µ divise P .

Ainsi µ est le polynôme unitaire annulant f dont le degré est le plus petit possible.
Par définition, on a ker(θf ) = (µf ), et donc un isomorphisme canonique k[f ] ∼=

k[X]/(µf ). En particulier, la dimension de la k-algèbre k[f ] est deg(µf ).

7.2.6 Proposition. Le polynôme minimal est un invariant de similitude. Il est stable par
extension des scalaires.

7.2.6.1 Exercice. Montrer que

deg(µf ) = min
{
p : (id, f, . . . , fp) est liée

}
(où l’on considère (id, f, . . . , fp) comme une famille de vecteurs de L(E)).

7.2.6.2 Application. Invariance de µ par extension de corps, via l’invariance du rang.
(La bonne preuve est que µ est un invariant de similitude, et que ceux-ci se calculent par
un pivot de Gauss).

Soit k → k′ une extension de corps. Certainement µuk′ (uk) = 0, donc µuk |µuk′ . Ces
deux polynômes ont le même degré par 7.2.6.1 et l’invariance du rang par extension de
corps (voir 2.5.8 du Prologue), donc diffèrent d’une constante multiplicative.

7.2.7 Proposition. Soit f ∈ L(E), P ∈ k[X]. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes :
(i) P (f) est inversible ;
(ii) P (f) est inversible et P (f)−1 ∈ k[f ] ;
(iii) P et µf sont premiers entre eux.

Preuve. L’implication (ii)⇒(i) est triviale. Montrons que (i) ⇒ (iii) : supposons que P (f)
est inversible. Soit R un facteur irréductible de P . Alors par minimalité de µ, R ne divise
pas µ : en effet s’il existait Q tel que µ = QR, alors puisque R(f) est inversible 2 on aurait
nécessairement Q(f) = 0. Ceci implique que P et µ sont premiers entre eux.

Montrons que (iii) ⇒ (ii) : supposons P et µ premiers entre eux. Alors il existe U, V ∈
k[X] tels que PU + µV = 1. En évaluant en f , on obtient

P (f)Q(f) + µ(f)︸ ︷︷ ︸
=0

V (f) = id ⇐⇒ P (f)Q(f) = id,

ainsi P (f) est inversible d’inverse Q(f).

7.2.8 Corollaire. Soit f ∈ L(E). L’endomorphisme f est inversible si et seulement si
µf (0) 6= 0. Dans ce cas f−1 ∈ k[f ].

Preuve. On applique la proposition avec P = X ; les polynômes X et µ sont premiers
entre eux si et seulement si X ne divise pas µ, ce qui équivaut à la condition µ(0) 6= 0.

ker(θf ) ! (0). Ainsi P 6= 0, et puisque les générateurs de l’idéal ker(θf ) sont les aP avec a ∈ k∗, il existe
un unique générateur de ker(θf ) qui est unitaire.

2. il existe S tel que P = RS, P (f) = S(f)◦R(f) est inversible, donc nécessairement R(f) est inversible.
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7.2.8.1 Remarque. Dans la situation du corollaire, il est facile en pratique de trouver
un polynôme donnant l’inverse. Si µ = apX

p + · · ·+ a1X + a0 avec a0 6= 0, alors

apf
p + · · ·+ a1f + a0.id = f(apfp−1 + · · ·+ a1.id) + a0.id = 0

donc f−1 = −a−1
0 (apfp−1 + · · ·+ a1.id).

7.2.9 Proposition. Soit f ∈ L(E) et P un polynôme annulateur de f (par exemple
P = µf ou χf ). Pour tout A ∈ k[X], on a

A(f) = R(f)

où R est le reste de la division euclidienne de A par P .

La preuve est élémentaire et laissée au lecteur.

7.2.9.1 Application : calcul de puissance. La proposition ci-dessus fournit un moyen
efficace de calculer fk pour de grands entiers k. Une autre méthode consiste à utiliser la
décomposition de Dunford de f , voir ??.

7.2.10 Lemme. Les polynômes χ et µ ont les mêmes racines.

On verra plus loin (Prop. 8.2.1) qu’en fait, χ et µ ont toujours les mêmes facteurs
irréductibles, même s’ils ne sont pas scindés.

Preuve. Soit λ ∈ k. On a la suite d’équivalences :

χ(λ) = 0 ⇐⇒ f − λ.id non inversible
⇐⇒ X − λ et µ non premiers entre eux (par la proposition 7.2.7)
⇐⇒ µ(λ) = 0.

7.2.10.1 Remarque. On peut aussi démontrer que toute valeur propre de f est racine
de µf par le calcul suivant. Soit P ∈ k[X], et e ∈ Eλ(f). On a

P (f)(e) = P (λ).e.

Si λ est valeur propre, on peut supposer e 6= 0 ; le calcul précédent indique alors que λ est
racine de tout polynôme annulateur de f .

Avant d’aborder le prochain résultat, il est bon de faire l’observation suivante.

7.2.11 Lemme. Soit f ∈ L(E) et F un sous-espace stable par f . Pour tout polynôme
P ∈ k[X], le sous-espace F est stable par P (f), et on a

P (f)F = P (fF ) ∈ L(F ) et P (f)F = P (f̄F ) ∈ L(E/F ).

Ce lemme est essentiellement tautologique et nous l’utiliserons sans même y penser.
Il faut toutefois s’assurer qu’on sait le démontrer. Sans surprise la preuve n’est pas très
instructive, mais elle est particulièrement fastidieuse.
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Preuve. Pour commencer, on démontre par récurrence sur k ∈ N que F est stable par fk,
(fk)F = (fF )k, et (fk)F = (f̄F )k. Pour k = 0, F est bien stable par f0 = idE , et on a
bien (idE)F = idF , et (idE)F = idE/F . Soit k ∈ N∗, et supposons le résultat démontré
pour tout k′ < k. Montrons que F est stable par fk : soit x ∈ F ; on a fk−1(x) ∈ F
par hypothèse de récurrence, donc fk(x) = f(fk−1(x)) ∈ F puisque F est stable par f .
Montrons que (fk)F = (fF )k : soit x ∈ F ; on a (fk)F (x) = fk(x) par définition, donc
(fk)F (x) = f(fk−1(x)) = f((fF )k−1(x)) par hypothèse de récurrence, et ainsi par défini-
tion de fF et puisque (fF )k−1(x) ∈ F , (fk)F (x) = fF ((fF )k−1(x)) = (fF )k(x) comme il
fallait démontrer. La preuve du fait que (fk)F = (f̄F )k est similaire, et nous ne l’infligerons
à personne.

À présent considérons P ∈ k[X] que nous écrirons P = akX
k + · · · + a0. L’endo-

morphisme P (f) est une combinaison linéaire de fk, . . . , f, idE , qui laissent tous F stable
d’après ce qui précède, donc F est stable par P (f). Montrons que P (f)F = P (fF ) : soit
x ∈ F ; on a

P (f)F (x) = P (f)(x) = akf
k(x) + · · ·+ a1f(x) + a0x

= akf
k
F (x) + · · ·+ a1fF (x) + a0x = P (fF )(x).

La preuve de l’identité P (f)F = P (f̄F ) est similaire.

Ce résultat semble moins abscons écrit matriciellement ; en vertu de la proposition 6.4.1,
ceci prend la formule suivante : pour une matrice M triangulaire supérieure par blocs
comme ci-dessous, pour tout P ∈ k[X], la matrice P (M) est comme indiqué ci-dessous :

(7.2.11.1) M =
(
A C
0 B

)
; P (M) =

(
P (A) ∗

0 P (B)

)
.

Cependant pour garder les choses à l’endroit, il faut bien se souvenir que les règles de calcul
pour les matrices triangulaires par blocs proviennent des règles de composition pour les
endomorphismes laissant un même sous-espace stable, voir exercice 6.4.6, et donc in fine
c’est bien la formule (7.2.11.1) qui provient du lemme 7.2.11 et pas l’inverse.

7.2.12 Proposition. Soit f ∈ L(E) et F un sous-espace stable par f . Alors µfF et µf̄F
divisent tous les deux µf ; de manière équivalente, ppcm(µfF ,µf̄F ) divise µf .

Si de plus F possède un supplémentaire stable, alors on a égalité µf = ppcm(µfF ,µf̄F ).

Preuve. Il résulte des définitions des endomorphismes induits fF ∈ L(F ) et f̄F ∈ L(E/F )
que tout polynôme annulateur pour f est a fortiori annulateur pour fF et f̄F . Autrement
dit on a les deux inclusions d’idéaux

(µf ) ⊆ (µfF ) et (µf ) ⊆ (µf̄F ),

respectivement équivalentes aux deux relations de divisibilité µfF |µf et µāfF |µf .

7.3 – À propos du théorème de Cayley–Hamilton

Cette section est consacrée au théorème suivant, bien connu et communément dit de
Cayley–Hamilton.

Il semblerait cependant que Cayley aussi bien qu’Hamilton n’en aient démontré que
des cas particuliers, la première preuve complète étant dûe à Frobenius. Pour l’instant, à
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ce sujet je me contente de citer Wikipedia 3 : « A special case of the theorem was first
proved by Hamilton in 1853 in terms of inverses of linear functions of quaternions. This
corresponds to the special case of certain 4× 4 real or 2× 2 complex matrices. Cayley in
1858 stated the result for 3 × 3 and smaller matrices, but only published a proof for the
2 × 2 case. As for n × n matrices, Cayley stated “..., I have not thought it necessary to
undertake the labor of a formal proof of the theorem in the general case of a matrix of
any degree”. The general case was first proved by Ferdinand Frobenius in 1878. ». Il me
semble que la preuve de Frobenius est celle de la proposition 8.2.1 mais je dois encore aller
vérifier dans l’article original en allemand.

7.3.1 Théorème. Soit f ∈ L(E). Le polynôme caractéristique χf annule f : χf (f) = 0.

Nous allons donner ici une preuve directe de ce théorème, par le calcul. Cependant
nous adopterons l’attitude suivante vis à vis de ce théorème.

7.3.2 Remarque. Il nous est apparu qu’il est possible d”établir toute la théorie de la
réduction des endomorphismes sans jamais faire usage du théorème de Cayley–Hamilton.
En procédant de la sorte, on obtient pour ainsi dire à chaque étape une nouvelle façon de
démontrer ce théorème.

C’est la voie que nous allons suivre. En cours de route, nous soulignons les raccour-
cis que le théorème de Cayley–Hamilton permet de prendre, et bien sûr nous donnons
explicitement les diverses preuves de ce théorème auxquelles nous avons pu penser.

Ce n’est qu’avec extrême circonspection que nous proposons cette preuve directe du
théorème de Cayley–Hamilton, inquiets que nous sommes qu’elle ne pousse le lecteur
imprudent dans le piège éculé suivant.
7.3.3 Mise en garde. Nous conseillons au lecteur de se demander pourquoi la preuve
consistant à dire « j’évalue χA(X) = det(X.Id−A) en A, ainsi χA(A) = det(A× Id−A) =
det(0) = 0 » est irrémédiablement privée de sens. On comparera utilement cette situation
à la preuve de la proposition 7.1.2.
7.3.4 Preuve directe du théorème de Cayley–Hamilton. Le point de départ est la
formule de Cramer pour la matrice X.Id−A ∈Mn(k[X]) (voir proposition 2.5.1),

(7.3.4.1) (X.Id−A)× Com(X.Id−A) = det(X.Id−A).Id = χA(X).Id.

En écrivant Com(X.Id−A) = C0 +X.C1 + · · ·+Xn−1.Cn−1, cela donne

χA(X).Id = (X.Id−A)(C0 +X.C1 + · · ·+Xn−1.Cn−1)
= −AC0 +X.(C0 −AC1) + · · ·+Xn−1.(Cn−2 −ACn−1) +Xn.Cn−1.

Ainsi, notant χA = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0, on a

−AC0 = a0Id
C0 −AC1 = a1Id

...
Cn−2 −ACn−1 = an−1Id

Cn−1 = Id.

3. https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley-Hamilton_theorem

https://en.wikipedia.org/wiki/Cayley-Hamilton_theorem
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Finalement

χA(A) = An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0Id

= AnCn−1 +An−1(Cn−2 −ACn−1) + · · ·+A(C0 −AC1)−AC0

= 0.

7.4 – Endomorphismes trigonalisables

7.4.1 Définition. Un endomorphisme f ∈ L(E) est trigonalisable s’il existe une base B
de E telle que la matrice MatB(f) est triangulaire supérieure.
7.4.1.1 Remarque.
f trigonalisable ⇔ ∃ une base (e1, . . . , en) t.q. chaque Vect(e1, . . . , ep) est stable par f

⇔ ∃ une filtration {0} = F0  F1  . . .  Fn = E t.q. chaque Fp est
stable par f .

7.4.1.2 Exercice. Les deux notions de trigonalisabilité supérieure et inférieure sont elles
équivalentes ?

7.4.2 Théorème. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f trigonalisable ;
(ii) χf scindé ;
(iii) µf scindé.

L’énoncé contient en particulier l’équivalence “χ scindé ⇔ µ scindé” qui n’a rien
d’évident.

L’implication (ii) ⇒(iii) est un corollaire direct du théorème de Cayley–Hamilton. Ici
nous allons démontrer directement (i) ⇔ (ii) et (i) ⇔ (iii), sans utiliser Cayley–Hamilton.
Ceci nous permettra de donner une nouvelle preuve de ce théorème, voir 7.4.3.

Preuve. L’implication (i) ⇒ (ii) est une conséquence directe du calcul du déterminant
d’une matrice triangulaire supérieure.

Montrons (ii) ⇒ (i) par récurrence sur la dimension. Si dim(E) 6 1 le résultat est
trivial. Supposons dim(E) > 1 et le résultat démontré pour les endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension strictement inférieure. On suppose χf scindé, donc il possède
au moins une racine λ ∈ k. Cette racine λ est une valeur propre de f , considérons l’espace
propre Eλ correspondant. C’est un sous-espace stable par f , et on a un endomorphisme
f̄Eλ induit sur le quotient E/Eλ. Le polynôme caractéristique de f̄Eλ divise celui de f
d’après 7.1.3, donc il est scindé lui aussi. Puisque λ est valeur propre, on a Eλ 6= {0},
et donc dim(E/Eλ) < dim(E). L’hypothèse de récurrence s’applique donc à f̄Eλ , ce qui
prouve qu’il est trigonalisable.

Soit (ēp+1, . . . , ēn) une base de E/Eλ trigonalisante pour f̄Eλ , et (e1, . . . , ep) n’importe
quelle base pour Eλ (où p = dim(Eλ), et n = dim(E)). Alors (e1, . . . , en) est une base de
E d’après le lemme 5.4.4, et la matrice de f dans cette base est triangulaire supérieure
par blocs (

λ.Idp ∗
0 T

)
,
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où T est la matrice de f̄Eλ dans la base (ēp+1, . . . , ēn), qui est triangulaire supérieure. On
en conclut que la base (e1, . . . , en) est trigonalisante pour f , ce qui achève la preuve.

Montrons (i)⇒ (iii). On suppose f trigonalisable ; soit (e1, . . . , en) une base de E dans
laquelle la matrice de f est 

a1 ∗ . . . ∗
. . . . . . ...

. . . ∗
an

 ,
et notons F0 = {0}, et Fp = Vect(e1, . . . , ep) pour tout p = 1, . . . , n. Pour tout p, on a
(f − ap.id)(Fp) ⊆ Fp−1, donc

(f − a1.id) · · · (f − an.id)(Fn = E) ⊆ F0 = {0}.

Ainsi le polynôme
∏
p(X − ap) est annulateur pour f , et comme il est scindé µf est

nécessairement scindé lui aussi.
Montrons (iii) ⇒ (i) par récurrence sur la dimension. La preuve ressemble beaucoup

à celle de (ii) ⇒ (i). On suppose µf scindé ; soit λ ∈ k une de ses racines. Alors λ
est racine de χf par le lemme 7.2.10, donc c’est une valeur propre de f . On considère
Eλ l’espace propre associé à λ. C’est un sous-espace stable par f , et on peut considérer
l’endomorphisme f̄Eλ induit sur le quotient E/Eλ. Le polynôme µf̄Eλ

divise µf par la
proposition 7.2.12, donc il est scindé lui aussi. Puisque λ est valeur propre, Eλ est non
trivial, et donc dim(E/Eλ) < dim(E). Par hypothèse de récurrence, on a donc que f̄Eλ
est trigonalisable. On conclut alors exactement comme dans la preuve de (ii) ⇒ (i).

7.4.3 Preuve de Cayley–Hamilton en partant du cas trigonalisable. Dans la
preuve de (i) ⇒ (iii) du théorème 7.4.2 ci-dessus, on a en fait démontré que si f est
trigonalisable alors χf annule f .

En général, il existe une extension k′ de k telle que χf soit scindé sur k′. Alors f est
trigonalisable sur k′, et on en déduit que χf (qui ne dépend pas du corps de base) est
annulateur pour f .

On a ainsi démontré le théorème de Cayley–Hamilton pour un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie, ou de manière équivalente pour les matrices à coef-
ficients dans un corps. Ceci permet par l’argument habituel de démontrer l’énoncé pour
des coefficients dans un anneau (commutatif) arbitraire : on considère une matrice A dont
les coefficients sont des indéterminées (aij). En raisonnant dans le corps Q(aij) on peut
appliquer l’énoncé démontré plus haut, et obtenir ainsi l’identité χA(A) = 0, qui vit en
fait dansMn(Z[aij ]). Par spécialisation, ceci prouve χA(A) = 0 pour A à coefficients dans
n’importe quel anneau commutatif.

7.4.4 Proposition. Si f et g sont trigonalisables et fg = gf , alors f et g sont simulta-
nément trigonalisables.

Preuve. La preuve suit de très près celle du fait qu’un endomorphisme à polynôme caracté-
ristique scindé est trigonalisable. À nouveau, le résultat est clair si dim(E) 6 1. Supposons
dim(E) > 1, et le résultat démontré pour tout endomorphisme en dimension strictement
inférieure à dim(E).

Puisque f est trigonalisable, son polynôme caractéristique est scindé, et donc f possède
une valeur propre λ. L’espace propre associé Eλ est stable par g puisque f et g commutent
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(voir lemme 7.2.3). Puisque λ est valeur propre, Eλ est non-trivial, et donc dim(E/Eλ) <
dim(E).

On pourra donc appliquer l’hypothèse de récurrence à f̄Eλ et ḡEλ dès qu’on saura
qu’ils sont trigonalisables et qu’ils commutent. Pour vérifier le premier point, on utilise
le théorème 7.4.2 : χf est scindé, χf̄Eλ divise χf , donc il est scindé lui aussi, et ainsi f̄Eλ
est trigonalisable ; le même argument s’applique à g. Nous laissons au lecteur le soin de
vérifier le second point.

Ainsi, il existe une base B̄ = (ēp+1, . . . , ēn) de E/Eλ trigonalisante pour f̄Eλ et ḡEλ .
Considérons d’autre part une base BEλ = (e1, . . . , ep) de Eλ trigonalisante pour gEλ (trigo-
nalisable lui aussi, car à polynôme caractéristique scindé). Alors (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en)
est une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont respectivement(

λ.Idp ∗
0 T

)
et

(
S1 ∗
0 S2

)
,

où T et S2 sont les matrices dans BEλ de f̄Eλ et ḡEλ respectivement, qui sont toutes les
deux triangulaires supérieures, et S1 est la matrice dans B̄ de gEλ , elle aussi triangulaire
supérieure. Ainsi les matrices de f et g sont toutes les deux triangulaires supérieures dans
cette base, et le résultat est démontré.

7.4.5 Remarque. La réciproque de 7.4.4 est fausse. Il suffit de se baisser pour ramasser
un exemple. Pour ceux qui ont mal au dos, voir 7.8.6.1.

7.4.6. Si χf est scindé, on a la décomposition de Dunford qui nous dit que f se réduit à
une partie diagonalisable et une partie nilpotente ; en particulier f est diagonalisable si et
seulement si la partie nilpotente est triviale.

Ceci devrait suffire à motiver l’étude des diagonalisables à la Section 7.5 et des nilpo-
tents à la Section 7.7. Cette étude nous permettra de donner un critère de similitude pour
deux endomorphismes à polynôme caractéristique scindé (i.e. un critère de similitude pour
les endomorphismes trigonalisables), sans utiliser de technique sophistiquée — croit-on.

7.5 – Lemme des noyaux

7.5.1 Proposition (Lemme des noyaux). Soit P1, . . . , Pr ∈ k[X] des polynômes deux à
deux premiers entre eux. Alors on a une décomposition en somme directe

ker
(
P1 · · ·Pr(f)

)
=
⊕r

i=1
ker
(
Pi(f)

)
.

Les projecteurs associés à cette décomposition sont des polynômes en f que l’on peut
calculer explicitement.

Il y a un léger abus de langage dans l’énoncé. Voici la version tout-à-fait rigoureuse.
Notons K = ker

(
P1 · · ·Pr(f)

)
; c’est un sous-espace stable par f . Pour tout i = 1, . . . , r, le

projecteur pi ∈ L(K) sur ker
(
Pi(f)

)
dans la direction de

⊕
i′ 6=i ker

(
Pi′(f)

)
est un polynôme

en fK ∈ L(K).
7.5.2 Conditions d’application du lemme des noyaux. La condition “P1, . . . , Pr
deux à deux premiers entre eux” signifie “pour tout i 6= j, pgcd(Pi, Pj) = 1”, et est plus
forte que la condition “P1, . . . , Pr premiers entre eux (dans leur ensemble)”, qui signifie
“pgcd(P1, . . . , Pr) = 1”.
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7.5.2.1 Exercice. Donner un exemple de trois polynômes qui sont premiers entre eux
dans leur ensemble mais pas deux à deux.
(Indication : on peut prendre Q1, Q2, Q3 construits comme en 7.5.3 ci-dessous).
7.5.2.2 Situation classique. Le cas archétypique d’application du lemme des noyaux
est quand Pi = Hαi

i avec les Hi irréductibles deux à deux distincts. On laisse au lecteur le
soin de vérifier que dans ce cas les Pi sont effectivement deux à deux premiers entre eux.
7.5.3. Si P1, . . . , Pr ∈ k[X] sont deux à deux premiers entre eux, alors les Qi :=

∏
j 6=i Pj

sont premiers entre eux dans leur ensemble. 4 Puisque pgcd(Q1, . . . , Qr) est le généra-
teur unitaire de l’idéal (Q1, . . . , Qr), on a dans ce cas (Q1, . . . , Qr) = (1). Ceci implique
l’existence de U1, . . . , Ur ∈ k[X] tels que

1 = U1Q1 + · · ·+ UrQr ;

autrement dit on a une relation de Bezout. Cette identité peut être interprétée comme
une partition de l’unité, et nous allons voir que c’est exactement le rôle qu’elle joue dans
la preuve du lemme des noyaux.
7.5.3.1 Calcul pratique des Ui. Le principe est de raisonner par récurrence sur r et
d’utiliser l’algorithme d’Euclide. Pour r = 2, il suffit d’appliquer directement l’algorithme
d’Euclide à P1 et P2. Pour r > 3, supposons par récurrence avoir trouvé V1, . . . , Vr−1 tels
que

1 = V1R1 + · · ·+ Vr−1Rr−1,

où Ri =
∏
j 6=i
j<r

Pj pour tout i = 1, . . . , r − 1. En multipliant par Pr, on obtient

(5.2.i) Pr = V1Q1 + · · ·+ Vr−1Qr−1.

Puisque Pr est premier avec chacun des Pi, i = 1, . . . , r − 1, il est premier avec le produit
P1 · · ·Pr−1 = Qr. En appliquant l’algorithme d’Euclide, on trouve S et T tels que

SQr + TPr = 1.

En remplaçant Pr par son expression dans (5.2.i), on obtient

SQr + TV1Q1 + · · ·+ TVr−1Qr−1 = 1,

et donc U1 = TV1, . . . , Ur−1 = TVr−1 et Ur = S conviennent.
7.5.4 Preuve du lemme des noyaux. On note Qi =

∏
j 6=i Pj pour tout i = 1, . . . , r,

et on considère des polynômes U1, . . . , Ur ∈ k[X] tels que 1 = U1Q1 + · · · + UrQr, dont
l’existence est garantie par le fait que les Pi sont deux à deux premiers entre eux, voir le
paragraphe 7.5.3 ci-dessus. Évaluée en f , cette identité donne

(7.5.4.1) idE = U1(f)Q1(f) + · · ·+ Ur(f)Qr(f).

Notons K = ker
(
P1 · · ·Pr(f)

)
, et Ki = ker

(
Pi(f)

)
pour tout i = 1, . . . , r. Le sous-espace K

est stable par f , et l’énoncé se réduit en fait à une affirmation à propos de l’endomorphisme
induit fK ∈ L(K). On a Ki ⊆ K pour tout i, et donc

∑
iKi ⊆ K.

4. soit par l’absurde H facteur irréductible commun à tous les Qi. H divise Q1, donc il doit diviser un
Pi, i > 1, disons P2. H divise aussi Q2, donc nécessairement aussi un Pj avec j 6= 2. H serait alors diviseur
irréuctible commun à P2 et Pj , une contradiction.
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Montrons que réciproquement, K ⊆
∑
iKi. Soit x ∈ K. En évaluant (7.5.4.1) en x, on

obtient

(7.5.4.2) x = U1Q1(f)(x) + · · ·+ UrQr(f)(x),

et nous allons montrer que UiQi(f)(x) ∈ Ki pour tout i, ce qui prouvera bien que x ∈
∑
Ki.

Soit i ∈ [[1, r]]. On a

Pi(f)
(
Qi(f)(x)

)
= PiQi(f)(x) = P1 · · ·Pr(f)(x) = 0

puisque x ∈ K, donc Qi(f)(x) ∈ Ki, et a fortiori UiQi(f)(x) ∈ Ki, comme on voulait.
Montrons que les Ki sont en somme directe. Il suffit de prouver que Ki et

∑
j 6=iKj sont

en somme directe pour tout i (voir l’exercice 5.1.4). Soit i ∈ [[1, r]] et x ∈ Ki ∩
(∑

j 6=iKj
)
.

Évaluant (7.5.4.1) en x, il vient

(7.5.4.3) x =
∑
j

UjQj(f)(x) = UiQi(f)(x),

puisque Pi|Qj si j 6= i, et donc Qj(f)(x) = 0. Observons au passage que (7.5.4.3) est en
accord avec le fait que UiQi(f) doit être le projecteur de K sur Ki. De la même façon,
Qi(f) est nul sur Kj si j 6= i, et donc nul sur

∑
j 6=iKj . On a donc Qi(f)(x) = 0, et ainsi

x = 0 par (7.5.4.3).
L’identité (7.5.4.2) prouve que pour x ∈ K, les UiQi(f)(x) sont les composantes de x

selon la décomposition K =
⊕
iKi, donc le projecteur pi ∈ L(K) sur Ki dans la direction

de
⊕
i′ 6=iKi′ est UiQi(fK) ∈ L(K), qui est bien un polynôme en fK .

7.5.5 Corollaire. Si P et Q sont premiers entre eux, alors P (f)kerQ(f) est injectif.

Preuve. Le noyau de P (f)ker(Q(f)) est ker(P (f))∩ker(Q(f)). D’après le lemme des noyaux,
et puisque P et Q sont premiers entre eux, cette intersection est réduite à {0}.

On retrouve en particulier que si P est premier à µf , alors P (f) est injectif et donc
inversible puisque c’est un endomorphisme.

7.5.6 Exercice. 1) Soit p ∈ L(E) tel que p2 = p. Montrer que p est un projecteur, c’est-
à-dire qu’il existe F et G sous-espaces supplémentaires de E tels que pour tout xF ∈ F
et xG ∈ G : p(xF + xG) = xF (p est alors le projecteur sur F dans la direction de G).
2) Soit s ∈ L(E) tel que s2 = id. Montrer que s est une symétrie, c’est-à-dire qu’il
existe F et G sous-espaces supplémentaires de E tels que pour tout xF ∈ F et xG ∈ G :
s(xF + xG) = xF − xG (s est alors la symétrie par rapport à F dans la direction de G).

7.6 – Endomorphismes diagonalisables

7.6.1 Définition. Un endomorphisme f ∈ L(E) est diagonalisable si E se décompose en
somme directe de sous-espaces propres de f .

Une condition équivalente est qu’il existe une base de E constituée de vecteurs propres
pour f ; la matrice de f dans une telle base est diagonale (et pas seulement diagonale par
blocs).

7.6.2 Théorème. Soit f ∈ L(E). Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
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(i) l’endomorphisme f est diagonalisable ;
(ii) il existe un polynôme annulateur de f scindé à racines simples ;
(iii) le polynôme minimal µf est scindé à racines simples.

Preuve. Montrons “(i)⇒ (ii)”. Si f est diagonalisable, il existe une base de E dans laquelle
la matrice de f est diagonale. Notons α1, . . . , αr les scalaires apparaissant sur la diagonale
de cette matrice ; on autorise les répétitions, et suppose ainsi les αi deux à deux distincts.
Un calcul direct montre que (X − α1) · · · (X − αr) annule f . Puisque les αi sont deux à
deux distincts, ce polynôme est scindé à racines simples, et donc (ii) est vérifiée.

L’implication “(ii)⇒ (iii)” est purement algébrique. Soit P polynôme annulateur de f
scindé à racines simples. Alors µf divise P , donc µf est lui-même scindé à racines simples,
ce qui prouve (iii).

Nous allons maintenant prouver l’implication “(iii)⇒ (i)”, ce qui concluera la preuve
du théorème. Notons µf =

∏r
i=1(X−αi), où les αi sont des scalaires deux à deux distincts.

Ainsi les polynômes X − α1, . . . , X − αr sont deux à deux premiers entre eux. On peut
donc leur appliquer le lemme des noyaux, ce qui donne

ker(µf (f)) =
⊕r

i=1
Eαi(f).

Puisque µf annule f , on a ker(µf (f)) = E, et donc l’égalité ci-dessus est une décomposition
de E en somme de sous-espaces propres pour f , ce qui prouve (i).

7.6.3 Proposition. Si χf est scindé à racines simples, alors f est diagonalisable.

7.6.3.1 Mise en garde. La réciproque de la proposition 7.6.3 est notoirement fausse.
La diagonalisabilité de f implique que χf est scindé (c’est un cas particulier du théorème
7.4.2 !), mais pas nécessairement à racines simples.

La proposition 7.6.3 peut s’obtenir comme un corollaire du théorème précédent, en
utilisant le théorème de Cayley–Hamilton, mais on a fait le choix de ne voir le théorème
de Cayley–Hamilton que comme une conséquence de tout le reste, et donc de ne jamais
l’utiliser dans les preuves.

Preuve. Si χf est scindé à racines simples, alors il existe α1, . . . , αn ∈ k (n = dim(E))
deux à deux distincts tels que χf =

∏n
i=1(X − αi) ; en effet, le polynôme caractéristique

est de degré n. Pour tout i = 1, . . . , n l’endomorphisme f −αi.id n’est pas inversible donc
son noyau Eαi est non nul. D’après le lemme des noyaux,

ker(χf (f)) =
⊕n

i=1
Eαi ,

donc ker(χf (f)) a dimension au moins n. Pour conclure, on a nécessairement ker(χf (f)) =
E et chaque Eαi est de dimension 1.

7.6.4 Proposition. Un endomorphisme diagonalisable est semi-simple.

Preuve. Soit f ∈ L(E) diagonalisable, et (e1, . . . , en) une base de E constituée de vecteurs
propres. Posons Fi = Vect(ei) pour tout i = 1, . . . , n. Alors chaque Fi est stable par f ,
et E =

⊕n
i=1 Fi. Pour tout i, on a dim(Fi) = 1, donc l’endomorphisme induit fFi est

simple.

En vertu du théorème 6.2.1, les endomorphismes diagonalisables sont donc également
semi-simple-bis (voir définition 6.1.10). Il est bon toutefois de savoir démontrer cette pro-
priété directement ; c’est la proposition 7.6.6 ci-dessous.
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7.6.5 Lemme. Soit f ∈ L(E) un endomorphisme diagonalisable. Tout sous-espace stable
par f se décompose selon les sous-espaces propres de f ; autrement dit, si F est stable par
f , alors

F =
⊕

α∈Sp(f)

(
F ∩ Eα(f)

)
.

7.6.5.1 Attention. Pour une décomposition en somme directe E =
⊕
Ei arbitraire et F

un sous-espace de E, si les F ∩Ei sont bien en somme directe, il est grossièrement faux que
leur somme égale F : en général l’inclusion

⊕
i(F ∩ Ei) ⊆ F ∩ (

⊕
iEi) peut être stricte..

C’est le cas dans la situation (très simple) représentée ci-dessous.

Figure 7.1 – Une situation dans laquelle
⊕

i(F ∩ Ei)  F ∩ (
⊕

iEi)

Preuve du lemme. Puisque F est stable par f , on peut considérer l’endomorphisme induit
fF ∈ L(F ). On a F ∩ Eα(f) = ker(fF − α.idF ) pour tout α ∈ k. Le polynôme minimal
µf est scindé à racines simples, et annule f donc aussi fF . On en déduit que fF est
diagonalisable, et donc

F =
⊕

α∈k
ker(fF − α.idF ) =

⊕
α∈Sp(f)

(
F ∩ Eα(f)

)
.

7.6.6 Proposition. Si f ∈ L(E) est diagonalisable, alors tout sous-espace stable par f
possède un supplémentaire dans E stable par f lui aussi.

Preuve. Soit F stable par f . On a

F =
⊕

α∈Sp(f)

(
F ∩ Eα(f)

)
.

d’après le lemme 7.6.5. Pour chaque α ∈ Sp(f), choisissons F ′α supplémentaire de F∩Eα(f)
dans Eα(f). Alors le sous-espace

F ′ =
⊕

α∈Sp(f)
F ′α

est un supplémentaire de F dans E, et il est stable par f .

7.6.7 Lemme. Soit f ∈ L(E) un endomorphisme diagonalisable. Pour tout α ∈ k, la
dimension de l’espace propre Eα est égale à la multiplicité de α comme racine du polynôme
caractéristique χf .

Preuve. Puisque f est diagonalisable, on a E =
⊕

α∈Sp(f)Eα. Les sous-espaces propres
étant stables par f , on a donc

χf =
∏

α∈Sp(f)
χfEα .

par la proposition 7.1.3. Or pour tout scalaire α, fEα = idEα , donc χfEα = (X−α)dim(Eα),
donc

χf =
∏

α∈Sp(f)
(X − α)dim(Eα),

et le résultat est démontré.
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7.6.8 Proposition. Soit f, g ∈ L(E) deux endomorphismes diagonalisables. Alors les
trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f et g sont semblables ;
(ii) χf = χg ;
(iii) pour tout λ ∈ k, dim(Eλ(f)) = dim(Eλ(g)).

Preuve. L’implication “(i)⇒ (ii)” a déjà été vue ref. L’implication “(ii)⇒ (iii)” est une
conséquence directe du lemme 7.6.7.

Nous allons montrer “(iii)⇒ (i)”, ce qui achèvera la preuve de la proposition. La condi-
tion (i) nous dit d’ores et déjà que f et g ont le même spectre. De plus, pour toute va-
leur propre λ de f et g, puisque dim(Eλ(f)) = dim(Eλ(g)), il existe un isomorphisme
ϕλ : Eλ(f) ' Eλ(g). Puisque fEλ(f) = idEλ(f) et gEλ(g) = idEλ(g), on a

fEλ(f) = ϕλ ◦ gEλ(g) ◦ ϕ−1
λ .

On en déduit que f et g sont semblables en appliquant le lemme 6.3.2.

On dit que deux endomorphismes f et g sont simultanément diagonalisables s’il existe
une base de E constituée de vecteurs qui sont à la fois propres pour f et pour g.

7.6.9 Théorème. Soit f, g ∈ L(E) deux endomorphismes diagonalisables. Les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) f et g sont simultanément diagonalisables ;
(ii) f et g commutent.

Preuve. L’implication “(ii)⇒ (i)” est une conséquence directe du fait que le produit de
deux matrices diagonalisables est commutatif : siD1 = diag(α1, . . . , αn) etD2 = diag(β1, . . . , βn),
alors

D1D2 = diag(α1β1, . . . , αnβn) = D2D1.

Montrons la réciproque. On considère la décomposition de E selon les sous-espaces propres
de f ,

E =
⊕

λ∈Sp(f)
Eλ(f).

Puisque g commute avec f , il résulte du lemme 7.2.3 que pour tout λ ∈ Sp(f), Eλ(f)
est stable par g. L’endomorphisme induit gEλ(f) ∈ L(Eλ(f)) est diagonalisable, car il est
annulé par µg qui est scindé à racines simples. Il existe donc une base Bλ de Eλ(f) qui
est constituée de vecteurs propres pour gEλ(f), et donc aussi pour g. Ces vecteurs sont des
vecteurs de Eλ(f), donc ils sont automatiquement propres pour f . La concaténation des
familles Bλ, λ ∈ Sp(f), est une base de E, qui est constituée de vecteurs propres à la fois
pour f et pour g. Ceci prouve que f et g sont simultanément diagonalisables.

Il est aussi possible de prouver le théorème 7.6.9 directement par le calcul. Ceci prend
la forme suivante.
7.6.10 Version matricielle de la simultanée diagonalisabilité. Soit n ∈ N∗, et
p1, . . . , pr ∈ N∗ tels que n = p1 + · · ·+ pr. Considérons les deux matrices carrées de taille
n

A =

α1Idp1
. . .

αrIdpr

 et B =

B11 · · · B1r
...

...
Br1 · · · Brr

 :
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A est diagonale, et B est une matrice par blocs où chaque Bij est de taille pi × pj . On
suppose α1, . . . , αr deux à deux disjoints. Alors A et B commutent si et seulement si B
est diagonale par blocs,

B =

B11 0
. . .

0 Brr

 .
En effet, il résulte des règles de calcul pour les matrices par blocs que

AB =

α1B11 · · · α1B1r
...

...
αrBr1 · · · αrBrr

 : et BA =

α1B11 · · · αrB1r
...

...
α1Br1 · · · αrBrr

 .
Puisque les αi sont deux à deux distincts, on a donc AB = BA si et seulement si Bij = 0
si i 6= j, comme il fallait démontrer. Ceci prouve que les sous-espaces propres de A sont
tous stables par B.

Procédons ensuite à la seconde partie de la preuve. Soit f, g ∈ L(E) deux endomor-
phismes diagonalisables qui commutent. En considérant B une base de E diagonalisante
pour f , on a d’après ce qui précède

A =

α1Idp1
. . .

αrIdpr

 et B =

B1 0
. . .

0 Br

 ,
où {α1, . . . , αr} = Sp(f). Puisque g est diagonalisable, chaque bloc Bi est diagonalisable,
donc il existe des matrices inversibles P1, . . . , Pr de tailles p1, . . . , pr telles que pour tout
i, P−1

i BiPi = ∆i est une matrice diagonale. Alors P = diag(P1, . . . , Pr) est une matrice
(diagonale par blocs) inversible, et

P−1AP =

α1Idp1
. . .

αrIdpr

 et P−1BP =

∆1 0
. . .

0 ∆r


sont toutes les deux diagonales (pas seulement diagonales par blocs), ce qui prouve que f
et g sont simultanément diagonalisables.
7.6.11 Exercice. Soit f1, . . . , fN ∈ L(E) des endomorphismes diagonalisables commu-
tant deux à deux. Montrer qu’ils sont simultanément diagonalisables dans leur ensemble.

Cette propriété permet de démontrer que les représentations irréductibles complexes
d’un groupe abélien fini sont toutes de dimension 1.

7.7 – Endomorphismes nilpotents

Dans cette section, étant donné un endomorphisme f ∈ L(E), nous noterons Ki =
ker(f i) pour tout i ∈ N (ou Ki(f) s’il y a un risque d’ambiguïté), et ki = dim(Ki) (ou
ki(f) si nécessaire). La proposition suivante ne nécessite pas que f soit nilpotent.

7.7.1 Proposition. Soit f ∈ L(E).
(i) La suite de sous-espaces (Ki)i>0 est croissante.
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(ii) La suite (dimKi+1 − dimKi)i>0 est décroissante.

En particulier, il existe i0 ∈ N tel que :
(i) pour tout i 6 i0, Ki−1  Ki ;
(ii) pour tout i > i0, Ki = Ki0 .

Autrement dit, la suite des noyaux Ki est “d’abord strictement croissante, puis constante”.

Preuve. (i) On a f i+1(x) = f(f i(x)), donc f i+1(x) = 0 si f i(x) = 0. Ceci prouve l’inclusion
Ki ⊆ Ki+1, et donc la croissance de la suite (Ki)i>0.

(ii) On a f(Ki+1) ⊆ Ki, donc en composant f avec la projection Ki → Ki/Ki−1, on
obtient une application linéaire ]f̄i+1 : Ki+1 → Ki/Ki−1. Son noyau est Ki :

]f̄i+1(x) = 0⇔ f(x) ∈ Ki−1 ⇔ f i(x) = 0.

Ainsi, ]f̄i+1 induit une application linéaire injective

(7.7.1.1) f̄i+1 : Ki+1/Ki → Ki/Ki−1,

et donc ki+1 − ki 6 ki − ki−1.

On peut aussi démontrer directement que la suite est strictement croissante puis sta-
tionnaire. Il s’agit de montrer que si Ki = Ki+1, alors Ki = Ki+k pour tout k > 0.
Par récurrence, il suffit de montrer que Ki+1 = Ki+2 si Ki = Ki+1. Puisque la suite est
croissante, il suffit de montrer que Ki+2 ⊆ Ki+1. Soit x ∈ Ki+2. Alors f i(f(x)) = 0, donc
f(x) ∈ Ki+1 ; puisque Ki+1 = Ki, f(x) ∈ Ki, donc f i(f(x)) = 0, et ainsi x ∈ Ki+1, comme
il fallait démontrer.

7.7.2 Remarque. On a des résultats analogues avec la suite des images des itérés de
f . On peut les prouver directement comme ci-dessus, ou bien les déduire sans effort en
appliquant l’énoncé donné plus haut à l’endomorphisme transposé fT ∈ L(E?).

7.7.3 Définition. Un endomorphisme f ∈ L(E) est nilpotent s’il existe un entier p ∈ N
tel que fp = 0. Le plus petit entier naturel satisfaisant à cette condition s’appelle l’ indice
de nilpotence de f .

7.7.4 Exercice. Soit f ∈ L(E). Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f est nilpotent ;
(ii) il existe k ∈ N tel que Xk est un polynôme annulateur de f ;
(iii) il existe k ∈ N tel que µf = Xk ;
(iv) il existe k ∈ N tel que χf = Xk.
Montrer que dans ces conditions, l’indice de nilpotence de f est le degré du polynôme
minimal µf .

7.7.5 Corollaire. Si f ∈ L(E) est nilpotent, alors son indice de nilpotence est inférieur
à la dimension de E.

Preuve. L’indice de nilpotence de f est le plus petit entier p tel que Kp = E, autrement
dit tel que kp = dim(E). Puisque la suite (ki)i>0 est d’abord strictement croissante puis
stationnaire, cet entier p est au plus dim(E).

7.7.6 Théorème. Soit f, g ∈ L(E) deux endomorphismes nilpotents. Les deux proposi-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) f et g sont semblables ;
(ii) pour tout i, dim

(
ker(f i)

)
= dim

(
ker(gi)

)
.
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Preuve. (i) ⇒ (ii) est immédiat. La stratégie pour prouver la réciproque est d’écrire tout
endomorphisme nilpotent sous une forme normale ne dépendant que des dimensions des
noyaux de ses itérés ; ainsi si f et g satisfont à la propriété (ii), alors ils ont la même forme
normale et sont donc semblables. Autrement dit, on va construire deux bases Bf et Bg
telles que

MatBf (f) = J
(
(ki(f))i>0

)
et MatBg(g) = J

(
(ki(g))i>0

)
,

de sorte que si (ii) vaut, alors J
(
(ki(f))i>0

)
= J

(
(ki(g))i>0

)
, et donc f et g sont semblables.

Soit donc f nilpotent d’indice de nilpotence p, et notons pour tout i, ki = dim(Ki) =
dim

(
ker(f i)

)
et si = ki−ki−1. On commence par choisir une base (ē1, . . . , ēsp) deKp/Kp−1 =

E/Kp−1. Puisque l’application linéaire

f̄p : x̄ ∈ Kp/Kp−1 7→ f(x) ∈ Kp−1/Kp−2

de (7.7.1.1) est injective, la famille
(
f(e1), . . . , f(esp)

)
de vecteurs de Kp−1/Kp−2 est une

famille libre. On la complète en une base(
f(e1), . . . , f(esp), ēsp+1, . . . , ēsp−1

)
,

remarquant au passage que la notation est cohérente puisque sp 6 sp−1 d’après la propo-
sition 7.7.1.

On obtient ainsi par récurrence des vecteurs

e1, . . . , esp , esp+1, . . . . . . , es2 , es2+1, . . . , es1 ∈ E

tels que pour tout i = p, . . . , 1, (i) les vecteurs esi+1+1, . . . , esi sont dans Ki, et (ii) les
classes des vecteurs

fp−i(e1), . . . , fp−i(esp), . . . , f(esi+2+1), . . . , , f(esi+1), esi+1+1, . . . , esi

constituent une base de Ki/Ki−1. Le lemme 5.4.4 nous assure alors que la famille
e1, . . . , esp ,

f(e1), . . . , f(esp), esp+1, . . . , esp−1 ,
...

... . . .
fp−1(e1), . . . , fp−1(esp), fp−2(esp+1), . . . , fp−2(esp−1), . . . . . . , es1+1+1, . . . , es1

est une base de E.
Il reste à ranger ces vecteurs dans le bon ordre pour obtenir la forme normale voulue.

Pour tout i = p, . . . , 1 et j = si+1 + 1, . . . , si, on pose

Bj =
(
ej , f(ej), . . . , f i−1(ej)

)
;

le sous-espace Fj = Vect(Bj) est stable par f , et

(7.7.6.1) MatBj (fFj ) =


0
1 . . .

. . . . . .
1 0

 = Ji ∈Mi(k).

Ensuite on considère la base B = (B1, . . . ,Bs1) ; dans cette base la matrice de f est
diagonale par blocs,

(7.7.6.2) MatB(f) = diag
(
Jp, . . . , Jp︸ ︷︷ ︸
sp blocs

, . . . , Ji, . . . , Ji︸ ︷︷ ︸
si−si+1 blocs

, . . . , J1, . . . , J1︸ ︷︷ ︸
s1−s2 blocs

)
,

uniquement déterminée par la suite
(
ki(f)

)
i>0 comme il fallait démontrer (noter que si = 0

pour i > p, donc sp = sp − sp+1).
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7.7.7. La matrice Ji de (7.7.6.1) est appelée bloc de Jordan de taille i, et la matrice de
(7.7.6.2) forme normale de Jordan de f (on parle aussi de forme réduite).

Le résultat suivant complète le théorème précédent.

7.7.8 Théorème. Soit f, g ∈ L(E) deux endomorphismes nilpotents mis sous forme de
Jordan : on suppose connaître deux bases Bf et Bg de E telles que

MatBf (f) = diag(Ji1 , . . . , Jis) et MatBg(g) = diag(Jj1 , . . . , Jjt).

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f et g sont semblables ;
(ii) les deux suites (i1, . . . , is) et (j1, . . . , jt) sont égales à permutation près. 5

Dans la preuve du théorème 7.7.6 nous avons utilisé l’implication évidente (ii)⇒ (i). Il
est d’autre part tentant de croire que la preuve que nous avons donnée du théorème 7.7.6
montre au passage (i)⇒ (ii), mais il n’en est rien. En effet, rien ne garantit a priori qu’en
appliquant la construction de la preuve de 7.7.6 à un endomorphisme déjà sous forme
réduite de Jordan on obtient la même forme réduite de Jordan.

La preuve de l’implication (i)⇒ (ii) du théorème 7.7.8 ci-dessus est l’objet du problème
suivant.
7.7.9 Unicité de la forme normale de Jordan. (Examen 2019 ; inspiré par [?]).
1) Soit n > 1. On considère la matrice An = (aij)16i,j6n ∈Mn(Q) définie par

∀i, j ∈ [[1, n]] aij =
{
j si j 6 i
i si j > i.

a) Montrer que A3 est inversible et calculer son inverse.
b) Montrer que la matrice

Pn =


2 −1
−1 1
−1 0 1
...

... . . .
−1 0 1

 ∈Mn(Q)

est inversible, puis calculer Pn ×An.
c) Montrer que An est inversible pour tout n > 1.
2) On considère F1, . . . , Fr sous-espaces vectoriels de E tels que E =

⊕
16i6r Fi.

a) Soit g ∈ L(E) tel que pour tout i = 1, . . . , r, Fi est stable par g. Montrer que

ker(g) =
⊕

16i6r
(
ker(g) ∩ Fi

)
.

b) Soit f ∈ L(E) tel que pour tout i = 1, . . . , r, Fi est stable par f . Montrer que pour
tout P ∈ k[X],

ker
(
P (f)

)
=
⊕

16i6r
(
ker(P (f)) ∩ Fi

)
.

5. autrement dit, t = s, et il existe une permutation σ ∈ Ss telle que ja = iσ(a) pour tout a = 1, . . . , s.



98 Chapitre 7. Réduction des endomorphismes : Analyse

3) On considère l’endomorphisme f de kr défini par la multiplication à gauche par la
matrice

Jr =


0
1 0

. . . . . .
1 0

 .
Calculer dim

(
ker(f i)

)
pour tout i ∈ N.

4) Soit f ∈ L(E) et b1, . . . , bn (n = dim(E)) des entiers. On suppose qu’il existe une
décomposition

E =
⊕

16r6n

⊕
16a6br

Fr,a

telle que chaque Fr,a est de dimension r et stable par f , et fFr,a est semblable à l’endo-
morphisme de kr de la question 3.
a) En utilisant les questions 2b et 3, calculer ki := dim

(
ker(f i)

)
pour tout i ∈ N. En

déduire que k1
...
kn

 = An ×

b1...
bn


où An est la matrice de la question 1.
b) Conclure que s’il existe une autre décomposition

E =
⊕

16r6n

⊕
16a6b′r

F ′r,a

telle que chaque F ′r,a est de dimension r et stable par f , et fF ′r,a est semblable à l’endo-
morphisme de kr de la question 3, alors bi = b′i pour tout i = 1, . . . , n.
7.7.10 Curiosité. Quelles valeurs la suite des ki peut-elle prendre ? Les seules contraintes
sont celles imposées par les inégalités du 7.7.1, qui se réduisent à

0 6 kn − kn−1 6 . . . 6 k2 − k1 6 k1 − k0 = k1.

En effet, ces inégalités donnent une condition nécessaire et suffisante pour que

A−1 ×

k1
...
kn

 =


2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 1

−1 1

×
k1

...
kn



ait toutes ses entrées > 0.

On conclut par le traditionnel énoncé de simultanée propriété-ité.

7.7.11 Proposition. Si n et n′ sont nilpotents et commutent, alors n+ n′ est nilpotent.

7.7.12 Proposition. Un endomorphisme nilpotent est semi-simple si et seulement si il
est nul.
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Preuve. Soit f ∈ L(E) nilpotent et semi-simple. Alors f est aussi semi-simple-bis d’après
le théorème 6.2.1. Considérons le noyau de f ; il est stable par f , et doit posséder un
supplémentaire F dans E, lui aussi stable par f . Alors l’endomorphisme induit fF ∈ L(F )
est injectif, puisque ker(fF ) = ker(f) ∩ F = {0}. D’autre part, puisque pour tout entier
N > 0, (fF )N = (fN )F , fF est lui aussi nilpotent. Ceci impose F = {0}, et donc ker(f) =
E, autrement dit f = 0.

7.8 – Endomorphismes à polynôme caractéristique scindé

En vertu du Théorème 7.4.2, cette section pourrait s’appeler Endomorphismes tri-
gonalisables, II. Dans toute cette section, on suppose que χf est scindé, ou de manière
équivalente µf est scindé.
7.8.1 Notation. Écrivons

µ =
∏

λ∈Sp
(X − λ)aλ et χ =

∏
λ∈Sp

(X − λ)bλ .

7.8.2 Définition. Les sous-espaces caractéristiques de f sont les Cλ = ker
(
(f − λ.id)aλ

)
pour λ ∈ Sp(f). On a la décomposition

(7.8.2.1) E =
⊕

λ∈Sp
Cλ

en somme de sous-espaces stables par f (et par tout g commutant avec f). Les projecteurs
spectraux pλ ∈ L(E), qui s’écrivent

pλi(xλ1 , . . . , xλr) = (0, . . . , xλi , . . . , 0)

dans la décomposition (8.2.2.1), sont des polynômes en f que l’on sait calculer explicite-
ment, voir le lemme des noyaux 7.5.1.

7.8.3 Proposition. Soit λ ∈ Sp(f).
i) L’entier aλ est l’indice de stagnation de la suite des Ki(λ) = ker

(
(f −λ.id)i

)
, et l’indice

de nilpotence de fCλ −λ.idCλ ∈ L(Cλ). En particulier, fCλ −λ.idCλ ∈ L(Cλ) est nilpotent.
ii) L’entier bλ est la dimension du sous-espace caractéristique Cλ.

On verra plus loin une version un peu plus générale de ce résultat (Proposition 8.2.3).
Les preuves sont strictement identiques, et en fait la formulation pour 8.2.3 me semble
plus lisible car moins polluée par les notations.

Preuve. i) D’après le lemme des noyaux, f−λ.id est inversible sur
⊕

λ′ 6=λCλ′ , doncKi(λ) =
Cλ ∩ker

(
(f −λ.id)i

)
par le Lemme ??, et ce noyau s’identifie canoniquement à ker

(
(fCλ −

λ.idCλ)i
)
.

Par définition de Cλ, on a Kaλ(λ) = Cλ. Pour i > aλ, on a Kaλ(λ) ⊆ Ki(λ) ⊆ Cλ
et donc Ki(λ) = Cλ. Il reste à démontrer que pour i < aλ, on a Ki(λ)  Cλ, ce qui est
garanti par la minimalité de µ.

Précisons ce dernier point. Notons Q =
∏
λ′ 6=λ(X − λ′)aλ′ . Le polynôme Q annule

l’endomorphisme de
⊕

λ′ 6=λCλ′ induit par f , puisque (f − λ.id)aλ ◦ Q(f) = 0 et f − λ.id
est inversible sur

⊕
λ′ 6=λCλ′ . Ainsi si on a Ki = Cλ, alors le polynôme (X − λ)iQ annule

f , donc il est divisible par µ, et nécessairement i > aλ.
ii) La décomposition

⊕
Cλ est une somme de sous-espaces stables, donc χf =

∏
λ χfCλ .

Or pour chaque valeur propre λ, χfCλ = (X −λ)dimCλ , puisque (f −λ.id)Cλ est nilpotent.
On a donc nécessairement dim(Cλ) = bλ.
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7.8.4 Application au théorème de Cayley–Hamilton. La Proposition 7.8.3 ci-dessus
offre en corollaire le théorème de Cayley–Hamilton pour les endomorphismes trigonali-
sables. Pour démontrer le théorème en général, on se ramène au cas trigonalisable par un
argument d’extension des scalaires comme en 7.4.3.

Soit donc f ∈ L(E) trigonalisable, et conservons les notations introduites ci-dessus.
Pour chaque λ ∈ Sp(f), aλ est l’indice de nilpotence de fCλ − λ.id ∈ L(Cλ), donc aλ 6
dim(Cλ). Puisque d’autre part bλ = dim(Cλ), on a donc aλ 6 bλ pour tout λ ∈ Sp(f), et
ainsi µf |χf .

7.8.5 Théorème (Décomposition de Jordan–Chevalley, aussi dite de Dunford). Soit f ∈
L(E) trigonalisable. Il existe une unique paire (d, n) d’endomorphismes de E satisfaisant
aux quatre conditions suivantes :
(i) f = d+ n ;
(ii) d est diagonalisable ;
(iii) n est nilpotent ;
(iv) dn = nd.
De plus, d et n sont tous les deux des polynômes en f , qu’on sait calculer explicitement.

La condition (iv) de commutativité est aussi importante que le reste ; elle assure que
les endomorphismes d et n sont “compatibles”. Dans l’exemple 7.8.6, nous allons voir qu’on
perd l’unicité si on retire la condition de commutativité, et que la décomposition vérifiant
cette condition est “la bonne”. Dans la remarque 7.8.7, nous allons voir que la condition
de commutativité assure qu’on peut trouver une base de E dans laquelle d et n sont tous
les deux sous forme normale.

Nous donnerons la preuve du Théorème 7.8.5 après cet exemple et cette remarque.

7.8.6 Exemple. Considérons la matrice

A =
(

1 1
0 2

)
.

Elle est diagonalisable puisque son polynôme caractéristique est (X − 1)(X − 2) qui est
scindé à racines simples, donc sa décomposition est

A = A+ 0

où A est diagonalisable et 0 est nilpotente.
7.8.6.1 Remarque. Cet exemple donne de façon amusante un exemple de deux matrices
triangulaires supérieures qui ne commutent pas. En effet, posons

T1 =
(

1 0
0 2

)
et T2 =

(
0 1
0 0

)
.

On a (i) T1 diagonalisable, (ii) T2 nilpotente, et (iii) A = T1 + T2. Par unicité de la
décomposition, T1 + T2 n’est pas la décomposition de A (puisque c’est A+ 0). On a donc
nécessairement T1×T2 6= T2×T1. Bien sûr, on peut calculer explicitement les deux produits
T2T1 et T1T2 et voir de ses propres yeux qu’ils sont différents.

7.8.7 Remarque. Il existe une base dans laquelle d a une matrice diagonale et n est sous
forme réduite de Jordan. Une telle base est en particulier trigonalisante pour f = d+ n.
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En effet, considérons la décomposition de E selon les sous-espaces propres Eλ = Eλ(d)
de d : E =

⊕
λ∈Sp(d)Eλ. Puisque d et n commutent, ces sous-espaces sont stables par n (et

donc aussi par f = d+ n). Pour chaque valeur propre λ de d, considérons une base Bλ de
Eλ dans laquelle la matrice de l’endomorphisme de Eλ est sous forme réduite de Jordan.
Alors B = (Bλ)λ∈Sp(d) est une base de E comme on voulait. En contemplant les écritures
de f, d, n dans cette base, on constate que Sp(d) = Sp(f), et les sous-espaces propres de d
sont les sous-espaces caractéristiques de f , autrement dit Eλ(d) = Cλ(f).

Écrivons tout ceci un peu plus explicitement. Appelons λ1, . . . , λr les valeurs propres
de d, et pour tout i = 1, . . . , r, notons Ei l’espace propre Eλi(d), Bi la base Bλi , fi, di et
ni les endomorphismes de Ei induits respectivement par f , d et n. Par construction, on a

MatBi(di) = λi.Idbi et MatBi(ni) = diag(Jci1 , . . . , Jcisi ),

où la notation Jc désigne un bloc de Jordan de taille c. Ainsi

MatBi(fi) = diag
(
Jci1

(λi), . . . , Jcisi (λi)
)
,

où la notation Jc désigne Jc + λ.Idc. Puisque les Ei sont stables par f , on a

MatB(f) = diag
(
MatB1(f1), . . . ,MatBr(fr)

)
= diag

(
Jc1

1
(λ1), . . . , Jc1

s1
(λ1), . . . , Jcr1(λr), . . . , Jcrsr (λr)

)
.

La multiplicité de λi comme racine de χf est bi =
∑si
j=1 c

i
j , et comme racine de µf est

ai = max(ci1, . . . , cisi). D’après le Théorème 7.7.6, les tailles ci1, . . . , cisi des blocs de Jordan
de ni sont déterminées par les dimensions des noyaux des nki = (f − λi.id)Ei , k ∈ N.

Les considérations de la remarque précédente contiennent tous les ingrédients néces-
saires à la construction d’une décomposition de Dunford. La preuve ci-dessous en fait la
synthèse. Notons aussi que la remarque précédente contient les arguments pour démontrer
le Théorème 7.8.10 plus loin.

Preuve du Théorème 7.8.5. On note pλ ∈ L(E) les projecteurs spectraux ; ce sont des
polynômes en f . On a idE =

∑
λ∈Sp(f) pλ, et donc

f = f ◦
∑

λ∈Sp(f)
pλ =

∑
λ
λ.pλ︸ ︷︷ ︸

=:d

+
∑

λ
(f − λ.id) ◦ pλ︸ ︷︷ ︸

=:n

.

Manifestement, d et n satisfont aux propriétés (i)–(iv) du Théorème 7.8.5, et l’existence
d’une décomposition est bien démontrée. En outre, les d et n que nous avons construits
sont bien des polynômes en f .

Montrons l’unicité de la décomposition. Soit (d′, n′) une autre paire satisfaisant aux
conditions (i)–(iv). A priori rien ne dit que d′ et n′ sont des polynômes en f . Cependant, d′
commute à lui-même et à n′, donc aussi à f = d′+n′. Puisque d ∈ k[f ], d′ commute aussi à
d. De la même façon, n′ commute à n. On en déduit que d′−d est diagonalisable, et n−n′
nilpotent. Enfin, puisque d+ n = d′ + n′, on a d′ − d = n− n′. Cet endomorphisme est à
la fois nilpotent et diagonalisable, donc il est nul (puisqu’il est nilpotent, 0 est son unique
valeur propre, et puisqu’il est diagonalisable il est donc nécessairement nul ; on peut aussi
appliquer la Proposition 7.7.12). Ainsi d = d′ et n = n′, ce qui prouve l’unicité.
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7.8.8 Exemple. Considérons la matrice

A =

−3 −2 −2
−2 0 −1
10 5 6

 .
Son polynôme caractéristique est χ = (X − 1)3, donc A possède un seul sous-espace
caractéristique C1 = k3, et la décomposition de Jordan–Chevalley de A est

A = Id3 + (A− Id3),

où Id3 est diagonalisable et A − Id3 est nilpotente (on peut vérifier par le calcul que
(A− Id)2 = 0 ; voir aussi l’exemple 8.6.6).

7.8.9 Proposition. Soit f ∈ L(E) trigonalisable. Alors f est semi-simple si et seulement
si il est diagonalisable.

Le théorème suivant permet de décider en pratique si deux endomorphismes trigona-
lisables sont semblables, voir 7.8.11.

7.8.10 Théorème (Caractérisation des classes de similitude). Soit f et g deux endomor-
phismes trigonalisables. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f et g sont semblables ;
(ii) pour tout λ ∈ k et tout s ∈ N,

dim
(
ker(f − λ.id)s

)
= dim

(
ker(g − λ.id)s

)
.

La preuve de ce théorème est la synthèse d’arguments apparaissant plus haut dans la
Remarque 7.8.7.

Preuve du Théorème 7.8.10. L’implication “(i)⇒ (ii)” est claire ; nous allons démontrer la
réciproque. Grâce au lemme 6.3.2, il suffit de savoir le faire sous-espace caractéristique par
sous-espace caractéristique, et sur chaque sous-espace caractéristique nous allons appliquer
le critère 7.7.6.

Soit λ ∈ k. Les endomorphismes (f−λid)Cλ(f) ∈ L(Cλ(f)) et (g−λid)Cλ(g) ∈ L(Cλ(g))
sont nilpotents ; puisque

ker(f − λid)i = Cλ(f) ∩ ker(f − λid)i ∼= ker
(
(f − λid)Cλ(f)

)i
,

et de même ker(g−λid)i ∼= ker(g−λid)iCλ(g), la condition (ii) nous dit que la condition (ii)
du théorème 7.7.6 est vérifiée pour (f−λid)Cλ(f) ∈ L(Cλ(f)) et (g−λid)Cλ(g) ∈ L(Cλ(g)).
On en déduit qu’il existe un isomorphisme ϕλ : Cλ(f) ' Cλ(g) tel que

(f − λid)Cλ(f) = ϕλ ◦ (g − λid)Cλ(g) ◦ ϕ−1
λ ,

ce qui implique que fCλ(f) = ϕλ◦gCλ(g)◦ϕ−1
λ . On peut alors conclure grâce au lemme 6.3.2

que f et g sont semblables.
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7.8.11. Le critère de similitude du Théorème 7.8.10 permet de décider de manière algo-
rithmique si deux endomorphismes trigonalisables sont semblables. Faisons-le directement
avec des matrices.

On considère A,B ∈ Mn(k) et on se demande si elles sont semblables. On commence
par calculer les polynômes caractéristiques χA et χB. S’ils sont distincts on peut s’arrêter
tout de suite, A et B ne sont pas semblables. Si χA = χB, on décompose ce polynôme en
produit de facteurs premiers. S’il n’est pas scindé, pour l’instant on ne sait pas répondre
à la question et il faut utiliser des techniques plus élaborées, voir section 8.6.

Supposons donc que χA = χB est scindé, et l’ensemble de ses racines est {λ1, . . . , λr}.
Si λ ∈ k \ {λ1, . . . , λr}, A− λId et B − λId sont inversibles, donc

dim
(
ker(A− λ.Id)s

)
= dim

(
ker(B − λ.Id)s

)
= 0

pour tout s ∈ N. Il faut donc nous concentrer sur λ1, . . . , λr. Pour chaque i = 1, . . . , r, on
calcule successivement les

ks(λi, A) = dim
(
ker(A− λi.Id)s

)
jusqu’à trouver un s0 ∈ N tel que ks0(λi, A) = ks0+1(λi, A). On sait alors par la Pro-
position 7.7.1 que ks(λi, A) = ks0(λi, A) pour tout s > s0. On fait la même chose pour
les

ks(λi, B) = dim
(
ker(B − λi.Id)s

)
.

Il n’y a plus qu’à comparer les valeurs obtenues pour les différents ks(λi, A) et ks(λi, B)
pour décider si A et B sont semblables. On retiendra qu’il suffit de calculer un nombre
fini de dimensions de noyaux pour pouvoir conclure.
7.8.12 Exercice. Soit λ, µ ∈ k distincts. Donner un représentant de toutes les classes de
similitude de matrices de M5(k) dont le polynôme minimal est (X − λ)2(X − µ). Bien
justifier que les matrices que vous donnerez sont deux à deux non semblables.

Voir aussi Exercice 8.8.6 pour des questions du même goût.
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Chapitre 8

Réduction des endomorphismes :
Synthèse

8.1 – Sous-espaces cycliques

8.1.1 Définition. Soit f ∈ L(E) et x ∈ E. On appelle sous-espace cyclique associé à x,
noté Fx, le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant x.

On appelle polynôme minimal local de f en x, noté µx, le générateur unitaire de l’idéal
{P ∈ k[X] | P (f)(x) = 0}.

Pour commencer, notons qu’il existe effectivement un élément minimal pour l’inclu-
sion dans l’ensemble des sous-espaces stables par f contenant x, puisque “être stable” et
“contenir x” sont deux propriétés stables par intersection. Ainsi, on a

Fx =
⋂

F stable par f
et x∈F

F.

8.1.2 Proposition. Soit f ∈ L(E) et x ∈ E. Le polynôme minimal µfFx de l’endomor-
phisme fFx ∈ L(Fx) induit par f sur le sous-espace cyclique de x est le polynôme µx,
polynôme minimal de f en x.

Preuve. On a µfFx (fFx) = 0, donc µfFx (fFx)(x) = µfFx (f)(x) = 0, et ainsi µx|µfFx .
Réciproquement, kerµx(f) est un sous-espace stable par f qui contient x, donc Fx ⊆

kerµx(f). Autrement dit, µx(fFx) = 0, et µfFx |µx.
On a finalement bien µfFx = µx puisque ces deux polynômes sont unitaires.

8.1.3 Proposition. Soit x ∈ E. On note p = deg(µx) et

µx = Xp + ap−1X
p−1 + · · ·+ a0.

Alors la famille (x, f(x), . . . , fp−1(x)) est une base de Fx.

Preuve. On a nécessairement x ∈ Fx. Puisque Fx est stable par f , on a donc aussi f(x) ∈
Fx, puis f(f(x)) = f2(x) ∈ Fx, et ainsi par récurrence fk(x) ∈ Fx pour tout k ∈ N. On
a donc Vect

(
fk(x), k ∈ N

)
⊆ Fx. D’autre part Vect

(
fk(x), k ∈ N

)
est manifestement un

sous-espace vectoriel de E, stable par f et contenant x, donc par minimalité de Fx on a
aussi l’inclusion inverse Fx ⊆ Vect

(
fk(x), k ∈ N

)
, et finalement Fx = Vect

(
fk(x), k ∈ N

)
.
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Montrons par récurrence sur k ∈ N que fk(x) est combinaison linéaire de x, f(x), . . . , fp−1(x).
Si k 6 p−1 c’est trivial. Si k > p, on suppose fk−1(x) combinaison linéaire de x, f(x), . . . , fp−1(x)
par hypothèse de récurrence. Alors fk(x) = f(fk−1(x)) est combinaison linéaire de f(x), f2(x), . . . , fp(x).
Puisque

µx(f)(x) = fp(x) + ap−1f
p−1(x) + · · ·+ a0id(x) = 0,

fp(x) est combinaison linéaire de x, f(x), . . . , fp−1(x), et finalement fk(x) est bien combi-
naison linéaire de x, f(x), . . . , fp−1(x). Ceci démontre que (x, f(x), . . . , fp−1(x)) engendre
Fx.

Montrons maintenant que cette famille est libre. Soit α0, . . . , αp−1 ∈ k tels que

α0x+ · · ·+ αp−1f
p−1(x) = 0.

Alors le polynôme α0+· · ·+αp−1X
p−1 appartient à l’idéal {P ∈ k[X] | P (f)(x) = 0}, donc

il est divisible par µx. Puisque deg(µx) = p, ceci impose que α0 = · · · = αp−1 = 0.

8.1.4. Écrivons la matrice Cx de fFx ∈ L(Fx) dans la base (x, f(x), . . . , fp−1(x)) (on
conserve les notations introduites ci-dessus). Pour k < p − 1 on a f(fk(x)) = fk+1(x)
(pour k > p − 1 aussi, d’ailleurs !), tandis que pour k = p on a la relation observée
ci-dessus

fp(x) = −ap−1f
p−1(x)− · · · − a0id(x).

On a donc

Cx =


0 −a0

1 . . . ...
. . . 0 −ap−2

1 −ap−1

 .

En particulier, on a µCx = µfFx , et donc d’après la Proposition 8.1.2,

(8.1.4.1) µCx = µx = Xp + ap−1X
p−1 + · · ·+ a0.

8.1.5 Définition. Soit P = Xp+ap−1X
p−1 + · · ·+a1X+a0 ∈ k[X] un polynôme unitaire

de degré p. On appelle matrice compagnon de P la matrice

Comp(P ) =


0 −a0

1 . . . ...
. . . 0 −ap−2

1 −ap−1

 ∈Mp(k).

8.1.6 Proposition. On a χComp(P ) = µComp(P ) = P .

Preuve. L’affirmation sur le polynôme minimal a été démontrée ci-dessus, voir (8.1.4.1).
Pour démontrer l’autre identité, nous allons calculer explicitement le polynôme caracté-
ristique de la matrice Comp(P ). On développe det(X.Idp − Comp(P )) par rapport à la
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dernière colonne :

χCx =
p−1∑
k=1

(−1)k+pak−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X
−1 X

. . . . . .
−1 X 0

−1 X
. . . . . .
−1 X
−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ (X + ap−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X
−1 X

. . . . . .
−1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
p−1∑
k=1

(−1)k+pak−1 · (−1)p−kXk−1 + (X + ap−1) ·Xp−1

=
p−2∑
k=0

akX
k + ap−1X

p−1 +Xp

comme il fallait.

Le développement par rapport à la dernière colonne effectué ci-dessus peut éventuel-
lement nécessiter plusieurs tentatives avant d’être réussi. Il est un peu moins acrobatique
de faire une récurrence sur p en développant par rapport à la première ligne. Nous recom-
mandons plutôt cette seconde méthode en conditions de stress.

8.2 – Sous-espaces caractéristiques

Avant de définir les sous-espaces caractéristiques, nous allons démontrer deux énoncés
reliant les polynômes caractéristiques et scindés.

Le premier est le fameux théorème de Cayley–Hamilton. La preuve donnée ici est
directe, en ce qu’elle ne passe pas par un argument d’extension des scalaires pour se
ramener au cas trigonalisable. Il me semble que cette preuve due à Frobenius est la première
qui ait été donnée du théorème de Cayley–Hamilton en toute généralité, voir section 7.3.

Le second résultat a lui aussi été démontré précédemment avec l’hypothèse supplémen-
taire que f est trigonalisable, c’est le Lemme 7.2.10.

8.2.1 Proposition. Soit f ∈ L(E).
(i) Le polynôme minimal µf divise le polynôme caractéristique χf .
(ii) Les polynômes µf et χf ont les mêmes facteurs irréductibles.

Preuve. Pour montrer (i) il suffit de démontrer que χf annule f , ou de manière équivalente
que χf (f)(x) = 0 pour tout x ∈ E. Soit x ∈ E. On considère le sous-espace cyclique Fx
associé à x. Puisqu’il est stable par f , χfFx divise χf (Proposition 7.1.3). D’autre part, il
résulte des résultats de la section 8.1 que χfFx = µx, le polynôme minimal de f en x. On
a donc χfFx (f)(x) = 0, et par suite χf (f)(x) = 0 comme on voulait.

Pour démontrer (ii), maintenant qu’on sait que µf divise χf , il suffit de démontrer que
tout facteur irréductible de χf est nécessairement facteur irréductible de µf . Faisons-le par
récurrence sur la dimension de E. Si dim(E) = 1 le résultat est vrai car µf et χf sont tous
les deux de degré 1. Si dim(E) > 2, considérons x ∈ E non-nul et Fx le sous-espace cyclique
associé. On a χf = χfFxχf̄Fx

, et µfFx et µf̄Fx divisent tous les deux µf (Propositions 7.1.3
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et 7.2.12). Soit P polynôme irréductible divisant χf . Puisqu’il est irréductible il divise
χfFx ou χf̄Fx

. Si P divise χfFx , alors puisque χfFx = µfFx (voir section 8.1), P divise µfFx ,
et donc µf comme il fallait démontrer. Si P divise χf̄Fx

, il divise µf̄Fx
par hypothèse de

récurrence (on a choisi x 6= 0, donc Fx ! {0}, et ainsi dim(E/Fx) < dim(E)), et donc
aussi µf .

8.2.2 Sous-espaces caractéristiques. On appelle Irr ⊆ k[x] l’ensemble des facteurs
irréductibles de χ et/ou µ. On note

µ =
∏

P∈Irr
P aP et χ =

∏
P∈Irr

P bP .

Les sous-espaces caractéristiques de f sont les CP = ker
(
P aP (f)

)
pour P ∈ Irr. D’après le

lemme des noyaux, on a la décomposition

(8.2.2.1) E =
⊕

P∈Irr
CP

en somme de sous-espaces stables par f , et par tout endomorphisme commutant à f . Les
projecteurs spectraux sont les projecteurs relativement à cette décomposition, et ce sont
des polynômes en f que l’on sait calculer explicitement.

8.2.3 Proposition. Soit P facteur irréductible de χ et/ou µ. On utilise les notations
introduites ci-dessus.
(i) L’entier aP est caractérisé par le fait que P aP est le polynôme minimal de l’endomor-
phisme induit fCP sur le sous-espace caractéristique CP .
(ii) L’entier bP est dim(CP )/deg(P ).

Preuve. On considère pour chaque facteur irréductible P de µ l’endomorphisme fCP ∈
L(CP ) induit sur le sous-espace caractéristique associé à P . Par définition de CP , le po-
lynôme P aP annule fCP . Puisque P est irréductible, on en déduit qu’il existe un entier
naturel a′P 6 aP tel que µfCP = P a

′
P .

Puisque la décomposition en sous-espaces caractéristiques est une décomposition en
sous-espaces stables, on a par la proposition 7.2.12

µf = ppcm(µfCP , P ∈ Irr)

=
∏

P∈Irr
P a
′
P .

Par unicité de la décomposition en produit de facteurs irréductibles (c’est la factorialité
de k[X]), on a donc a′P = aP pour tout P ∈ Irr, ce qui prouve (i).

Pour chaque P ∈ Irr on a µfCP = P a
′
P , donc il existe b′P ∈ N tel que χfCP = P b

′
P par la

proposition 8.2.1, partie (ii). En regardant le degré, on voit que b′P = dim(CP )/ deg(CP ).
Enfin, à nouveau grâce à la décomposition en sous-espaces caractéristiques, on a χf =∏
P∈Irr χfCP =

∏
P∈Irr P

b′P , donc à nouveau par unicité de la décomposition en produit de
facteurs irréductibles, on a b′P = bP , ce qui prouve (ii).

8.3 – Simplicité et semi-simplicité

Nous revenons ici sur les notions de simplicité et semi-simplicité (et b-semi-simplicité)
introduites et étudiées en section 6.1. Nous allons notamment donner des caractérisations
de la simplicité et semi-simplicité en termes des polynômes caractéristique et minimal.
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Pour mémoire, nous avons convenu en section 6.1 qu’un endomorphisme est semi-
simple s’il est somme directe d’endomorphismes simples, et semi-simple-bis s’il possède
la propriété que tout sous-espace stable possède un supplémentaire stable. Nous avons
montré que la semi-simplicité et la b-semi-simplicité sont deux propriétés équivalentes,
nous allons le redémontrer ici.

8.3.1 Proposition. Soit f ∈ L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f simple ;
(ii) le polynôme caractérisique χf irréductible.

Preuve. Supposons f simple, et montre que ceci impose à χf d’être irréductible. Soit
S, T ∈ k[X] tels que χf = ST . On a S(f)T (f) = 0, donc S(f) ou T (f) a un noyau
non-nul. Disons que c’est S, et soit x ∈ ker(S(f)) non nul. Par simplicité de f , Fx le plus
petit sous-espace stable contenant x est E tout entier, donc deg(µx) = n (on utilise les
notations de la section 8.1). Ceci implique degS > n, et donc T ∈ k. Ceci prouve que χ

est irréductible.
Si au contraire f possède un sous-espace stable non-trivial F , alors χfF est diviseur

strict de χf , puisque deg(χfF ) < deg(χf ), donc χ n’est pas irréductible.

8.3.2. En particulier, la proposition 8.3.1 nous dit que si k est algébriquement clos, alors
les seuls endomorphismes simples sont les homothéties d’une droite. (En effet, si k est
algébriquement clos les seuls polynômes irréductibles sont les polynômes de degré 1).
Dans ce cas, les endomorphismes semi-simples, qui par définition sont sommes directes
d’endomorphismes simples, sont nécessairement diagonalisables.

Remarquons au passage que Le caractère simple dépend du choix du corps de base.
Pour l’illustrer, considérons l’endomorphisme associé à la matrice

Rθ =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

(θ ∈ R non congru à 0 modulo π). L’endomorphisme de R2 associé à cette matrice est
simple (voir exemple 6.1.7, mais l’endomorphisme de C2 associé à la même matrice n’est
pas simple (il a deux sous-espaces propres de dimension 1).

8.3.3 Proposition. Soit f ∈ L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f est semi-simple-bis ;
(ii) aucun carré non constant ne divise le polynôme minimal µf .

Preuve. Montrons “(i)⇒ (ii)”. Soit T facteur irréductible de µf . Il s’agit de montrer que
T 2 ne divise pas µf . Pour cela, considérons C0

T := ker(T (f)). 1 C’est un sous-espace stable
par f . Si f est semi-simple-bis, C0

T possède un supplémentaire stable F . L’endomorphisme
T (f)F ∈ L(F ) est injectif puisque

ker
(
T (f)F

)
= ker

(
T (f)

)
∩ F = {0} ;

il est donc inversible pour raisons de dimension. On en déduit que T et µfF sont premiers
entre eux, et donc T ne divise pas µfF . Puisque T ·µfF annule f , µf divise T ·µfF , et donc
T 2 ne divise pas µf , comme il fallait démontrer.

1. attention, en général ce n’est pas le sous-espace caractéristique associé à T ; justement ça l’est si et
seulement si T 2 ne divise pas µ.
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Montrons que réciproquement, “(ii)⇒ (i)”. Écrivons µf = T1 · · ·Tr, où les Ti sont
irréductibles deux à deux non proportionnels, et considérons la décomposition en sous-
espaces caractéristiques E = C1 � · · · � Cr et les projecteurs spectraux p1, . . . , pr (pour
tout i = 1, . . . , r, on note Ci = ker(Ti(f))). Soit F un sous-espace stable par f . Puisque
les pi sont des polynômes en f d’après le lemme des noyaux, chacun laisse F stable. On
en déduit la décomposition

(8.3.3.1) F = (F ∩ C1) � · · ·� (F ∩ Cr).

On va montrer que chaque F ∩ Ci possède un supplémentaire Gi dans Ci stable par f ,
ou de manière équivalente par fCi . Alors G :=

⊕
Gi sera un supplémentaire de F dans E

stable par f , et on aura gagné.
Pour montrer l’existence d’un supplémentaire stable à F ∩ Ci dans Ci, on utilise un

argument un peu baroque. Soit ki := k[X]/(Ti) ; puisque Ti est irréductible, ki est un
corps. L’opération de composition externe

(Ā, x) ∈ ki × Ci 7→ Ā.x := A(f)(x)

munit le k-espace vectoriel Ci d’une structure de ki-espace vectoriel. On observe que les ki-
sous-espaces vectoriels de Ci correspondent ensemblistement aux k-sous-espaces vectoriels
de Ci qui sont stables par f . Ainsi F ∩ Ci est un ki-sev de Ci. On lui choisit un ki-
supplémentaire : c’est un k-sev de Ci supplémentaire à F ∩Ci qui est stable par f , et nous
avons donc trouvé notre Gi.

8.3.4 Remarque. Il est toujours vrai, sans condition sur f , que tout sous-espace stable
F se décompose selon les sous-espaces caractéristiques comme en (8.3.3.1).

On peut le voir en appliquant le même argument que dans la preuve ci-dessus, ou
bien de la manière suivante. On considère µf =

∏
P aii la décomposition du polynôme

minimal en produit de facteurs irréductibles. Le polynôme µf est annulateur aussi pour
l’endomorphisme induit fF ∈ L(F ), et donc on obtient par le lemme des noyaux

F =
⊕
i

ker
(
P aii (fF )

)
,

qui est exactement la décomposition cherchée puisque ker(P aii (fF )) = F ∩ ker(P aii (f)).
En revanche, il est grossièrement faux que pour une décomposition arbitraire E =

⊕
Hi

on a F =
⊕

(F ∩Hi). Nous l’avons déjà observé en 7.6.5.1.

8.3.5 Corollaire. Soit f ∈ L(E) semi-simple-bis. Alors pour tout sous-espace F stable
par f , l’endomorphisme induit fF ∈ L(F ) est semi-simple-bis.

Preuve. Puisque f est semi-simple, µf est sans facteur carré. Comme µfF divise µf , il est
lui aussi sans facteur carré, et donc fF est lui-même semi-simple-bis.

8.3.6 Proposition. Soit f ∈ L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f est semi-simple ;
(ii) f est semi-simple-bis.

Preuve. Supposons pour commencer que f est semi-simple. Alors par définition il existe
une décomposition E =

⊕r
i=1 Fi en sous-espaces stables telle que pour tout i = 1, . . . , r,

l’endomorphisme induit fFi ∈ L(Fi) est simple. D’après la proposition 8.3.1, le polynôme
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caractéristique χfFi est un polynôme irréductible Pi. On a donc µfFi = Pi d’après le
théorème de Cayley–Hamilton. Pour conclure,

µf = ppcm(µfF1
, . . . ,µfFr ) = ppcm(P1, . . . , Pr)

est sans facteur carré puisque P1, . . . , Pr sont irréductibles. D’après la proposition 8.3.3,
ceci prouve que f est semi-simple-bis comme il fallait démontrer.

Réciproquement, nous allons démontrer par récurrence sur n = dim(E) > 0 que tout
endomorphisme de E semi-simple-bis est semi-simple. Si n = 0, le résultat est trivial.
Supposons donc n > 1 et le résultat démontré pour tout n′ < n. Soit f ∈ L(E) semi-
simple-bis. Si f est simple, il n’y a rien à démontrer. Sinon il existe F sous-espace stable
par f tel que

(8.3.6.1) 0 < dim(F ) < dim(E).

Puisque f est semi-simple-bis, il existe un supplémentaire F ′ de F stable par f . Les
inégalités (8.3.6.1) entraînent des inégalités identiques pour dim(F ′), et on peut donc
appliquer l’hypothèse de récurrence à fF ∈ L(F ) et fF ′ ∈ L(F ′) qui sont tous les deux
semi-simples-bis d’après le corollaire 8.3.5. On en déduit qu’il existe des décompositions
F =

⊕r
i=1 Fi et F ′ =

⊕s
i=1 F

′
i en sous-espaces stables par fF et fF ′ repectivement, telles

que les fFi et fF ′i sont simples. Finalement,

E =
(⊕r

i=1
Fi
)
�
(⊕s

i=1
F ′i
)

est une décomposition de E en somme directe de sous-espaces stables par f tels que les
endomorphismes induits sur chaque terme de la somme sont tous simples. Ceci prouve
bien que f est semi-simple.

8.3.7. Les endomorphismes qui ne sont archétypiquement pas semi-simples sont les nil-
potents (non nuls). Pour ceux-là, X2|µf (sauf si f = 0), et le noyau est un sous-espace
stable sans supplémentaire stable (voir la preuve de la proposition 7.7.12.

A contrario l’archétype de l’endomorphisme semi-simple est l’endomorphisme diago-
nalisable. D’ailleurs, la preuve donnée ci-dessus du fait que si µ est sans facteur carré alors
f est semi-simple est parallèle à celle du fait que les diagonalisables sont semi-simples ; la
différence est que dans le cas diagonalisable, on a ki ∼= k et donc l’argument baroque est
invisible (mais bien là tapis dans l’ombre).

Nous avons évoqué à plusieurs reprises le fait que les endomorphismes semi-simples
sont essentiellement ceux qu’il est possible de diagonaliser quitte à étendre les scalaires.
Pour que ce soit tout-à-fait vrai, il faut faire une hypothèse sur le corps de base k.
8.3.8 Rappel de théorie des corps. Un corps k est parfait si tout polynôme irréductible
de k[X] est scindé à racines simples dans une extension de décomposition.

Pour illustrer la notion, le mieux est sans doute de donner un exemple de corps qui
n’est pas parfait (le lecteur doute peut-être du fait qu’une telle horreur puisse exister).
Soit k un corps de caractéristique p > 0 tel qu’il existe α ∈ k qui n’est pas une puissance
p-ième : on écrit alors α 6∈ kp. 2 Nous allons voir que le polynôme Xp − α ∈ k[X] est
irréductible, mais que c’est une puissance p-ième dans toute extension de décomposition.
Considérons une extension k′ de k dans laquelle α possède une racine p-ième β ∈ k′. Alors

Xp − α = Xp − βp = (X − β)p

2. attention à ne pas confondre avec le produit cartésien p-fois de k, que nous notons de la même façon...
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dans k′[X].
Reste à voir que Xp − α est irréductible dans k[X]. Dans k′[X], Xp − α a un unique

facteur irréductible, X − β. Soit P ∈ k[X] facteur irréductible de Xp − α. Il existe un
entier q ∈ [[1, p]] tel que, dans k′[X],

P = (X − β)q = Xq − qβXq−1 + · · · .

Puisque β 6∈ k et P ∈ k[X], on a nécessairement qβ = 0, et donc q = p. Ainsi l’unique
facteur irréductible de Xp−α dans k[X] est Xp−α lui-même, comme il fallait démontrer.

Un exemple explicite réalisant la situation ci-dessus est le suivant. On prend k = Fp(T ),
le corps des fractions rationnelles à coefficients dans Fp = Z/pZ, p premier, et α = T .

On retiendra (nous ne le démontrerons pas ici) que les corps parfaits sont exactement
les corps de caractéristique 0, et les corps de caractéristique p > 0 tels que kp = k. Cette
dernière catégorie inclut tous les corps finis.

8.3.9 Proposition. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie, et f ∈ L(E).
(i) Si k est algébriquement clos, alors f semi-simple ⇔ f diagonalisable.
(ii) Si k est parfait, alors M ∈ Mn(k) est semi-simple si et seulement si elle est diago-
nalisable dans une extension finie de k.

Preuve. D’après les propositions 8.3.3 et 8.3.6, f est semi-simple si et seulement si son
polynôme minimal µf est sans facteur constant. Si k est algébriquement clos, les irréduc-
tibles de k[X] sont les polynômes de degré 1, et cette condition équivaut à ce que µf soit
scindé à racines simples, et donc à ce que f soit diagonalisable. Ceci prouve (i).

Montrons (ii). S’il existe k′ extension de k telle que le polynôme minimal de M est
scindé à racines simples sur k′, alors µM est sans facteur carré dans k′[X] et donc a fortiori
dans k[X]. On en déduit que M est semi-simple.

Réciproquement, si M ∈ Mn(k) est semi-simple, alors il existe P1, . . . , Pr ∈ k[X]
irréductibles deux à deux non proportionnels tels que µM = P1 · · ·Pr. Considérons une
extension k′ de k dans laquelle P1, . . . , Pr sont tous décomposés. Puisque k est un corps
parfait, P1, . . . , Pr sont tous scindés à racines simples sur k′. Comme de plus ils sont deux
à deux premiers entre eux, le produit P1 · · ·Pr est lui-même scindé à racines simples sur
k′. On en déduit que M est diagonalisable dansMn(k′), comme il fallait démontrer.

8.3.10 Corollaire. Si M est une matrice définie sur un corps parfait, alors le caractère
semi-simple ou non est invariant par extension des scalaires.

Preuve. D’après la proposition précédente, la matrice M est semi-simple si et seulement
si elle est diagonalisable sur une clôture algébrique de k. Cette condition ne change pas
quand on passe à une extension k′ de k.

8.3.11 Exemple. Si en revanche k n’est pas parfait, l’énoncé du corollaire ci-desssus est
faux en général. Considérons par exemple la matrice compagnon

Comp(Xp − T ) ∈Mp(Fp(T ))

pour p premier. Son polynôme caractéristique est Xp−T qui est irréductible (voir 8.3.8 ci-
dessus), donc cette matrice est simple, et a fortiori semi-simple. En revanche, son polynôme
minimal est (X − S)p dans l’extension k′ = k[S]/(Sp − T ) de k, et sur k′ cette matrice
n’est pas semi-simple, et encore moins diagonalisable.
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8.4 – Structure de l’algèbre k[f ]

8.4.1 L’algèbre k[f ]. On a déjà vu en 7.2.5 qu’elle est isomorphe à k[X]/(µf ), donc de
dimension finie degµf sur k.

Parmi ses « propriétés globales », outre sa dimension il faut citer son commutant dans
L(E), i.e. l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f . Ceci s’identifie
naturellement à l’espace des endomorphismes de E comme k[X]-module :

ComL(E)(f) ∼= Endk[X]
(
ME,f

)
(voir par exemple [H2G2II, II.2]).
8.4.2. La première chose à dire c’est que, notant µf =

∏
T aii la décomposition en produit

de facteurs irréductible, on a par le lemme chinois

(8.4.2.1) k[f ] ∼=
⊕
i

k[X]
/
(T aii ),

qui présente un parallèle évident avec la décomposition en sous-espaces caractéristiques.
Sans expliciter beaucoup plus cette décomposition, on peut déjà prouver les deux

énoncés suivants.
8.4.3 Semi-simplicité et nilpotents. L’endomorphisme f est semi-simple ssi l’algèbre
k[f ] n’a pas d’élément nilpotent non-nul.

Preuve. Le point clef est que semi-simple ⇔ aucun carré non constant ne divise µ. Ainsi,
vu la décomposition (8.4.2.1), il s’agit de se convaincre que k[X]/

(
T a
)
, T irréductible,

possède des nilpotents non-triviaux ssi a > 1.
Si a > 1, T̄ est un nilpotent non-nul. Si a = 1, soit F̄ un nilpotent : il existe s > 1 tel

que F̄ s = 0, i.e. T |F s. Comme T irréductible, par le lemme de Gauss ceci implique T |F ,
i.e. F̄ = 0.

8.4.4 Idempotents et projecteurs sur les sous-espaces caractéristiques. Les idem-
potents de l’algèbre k[f ] sont les (sommes de) projecteurs sur les sous-espaces caractéris-
tiques.

Autrement dit, pour tout g ∈ k[f ] tel que g2 = g, il existe I ⊆ [[1, r]] tel que g =
∑
i∈I pi,

où p1, . . . , pr sont les projecteurs sur les sous-espaces caractéristiques de f .

Preuve. Soit g ∈ k[f ] idempotent. Puisque g2 = g, g est un projecteur, et puisque g est un
polynôme en f , il laisse stable chacun des sous-espaces caractéristiques de f . Nous allons
démontrer que pour chaque T facteur irréductible de µf , l’endomorphisme induit gCT est
0 ou idCT , ce qui démontrera le résultat annoncé.

Ainsi, il suffit de démontrer que pour f de polynôme minimal µf = T a, T irréductible,
tout g ∈ k[f ] idempotent est 0 ou id. Il existe A ∈ k[X] tel que g = A(f). Si A est premier
à T , alors il est premier à T a = µf , donc g = A(f) est un isomorphisme. Puisque c’est un
projecteur, on a nécessairement g = id. Si a contrario T divise A, alors µf divise Aa et
donc ga = 0. Puisque g est idempotent, ga = g, et donc g = 0 dans ce cas.

Il est bon néanmoins d’explorer plus en profondeur les relations entre la décomposition
de k[f ] donnée par l’isomorphisme chinois et la décomposition de E donnée par le lemme
des noyaux.
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8.4.5 Isomorphisme chinois. Soit P1, . . . , Pr des polynômes deux à deux premiers entre
eux. L’application

ϕ : (A mod P1 · · ·Pr) ∈
k[X]

(P1 · · ·Pr)
7−→ (A mod Pi)16i6r ∈

∏
16i6r

k[X]
(Pi)

est un isomorphisme de k-algèbres.
Posons Qi =

∏
j 6=i Pj pour tout i = 1, . . . , r. Les polynômes Qi sont premiers entre eux

dans leur ensemble comme on l’a vu lors de la preuve du lemme des noyaux. Ils sont donc
liés par une relation de Bezout : il existe U1, . . . , Ur ∈ k[X] tels que

U1Q1 + · · ·+ UrQr = 1.

L’application

ψ : (Ai mod Pi)16i6r 7−→ U1Q1A1 + · · ·+ UrQrAr mod P1 · · ·Pr

est le morphisme de k-algèbres réciproque de ϕ.

Preuve. On laisse au lecteur le soin de vérifier que l’application ϕ est bien définie, et est
un morphisme de k-algèbres. Montrons que ce morphisme est injectif : Soit Ā ∈ ker(ϕ).
Pour tout i = 1, . . . , r, A mod Pi est nul, autrement dit A est divisible par Pi. Puisque
les Pi sont deux à deux premiers entre eux, A est donc divisible par P1, . . . , Pr, autrement
dit Ā = 0. Ceci suffit pour conclure que ϕ est un isomorphisme, puisque les deux algèbres
k[X]

/
(P1 · · ·Pr) et

∏
16i6r

(
k[X]

/
(Pi)

)
sont de dimensions égales

deg(P1 · · ·Pr) = deg(P1) + · · ·+ deg(Pr).

Le fait que ψ soit le morphisme réciproque de ϕ prouvera explicitement la surjectivité de
ϕ.

à propos de l’application ψ, commençons par montrer qu’elle est bien définie : soit Ai
et Bi deux polynômes congrus modulo Pi. Alors il existe Ki ∈ k[X] tel que Bi−Ai = KiPi,
et donc

UiQiBi − UiQiAi = KiPiQi = KiP1 · · ·Pr,

autrement dit UiQiAi et UiQiBi sont congrus modulo P1 · · ·Pr comme on voulait démon-
trer. Ensuite montrons que ψ est un morphisme de k-algèbres : toutes les vérifications
sont élémentaires (donc laissées au lecteur), sauf peut-être celle de la multiplicativité, qui
fonctionne comme suit. Soit A1, B1, . . . , Ar, Br ∈ k[X]. On a 3

ψ
(
(A1, . . . , Ar) · (B1, . . . , Br)

)
= ψ(A1B1, . . . , ArBr)
= U1Q1A1B1 + · · ·+ UrQrArBr

et
ψ(A1, . . . , Ar) · ψ(B1, . . . , Br) =

∑
16i,j6r

UiQiAi · UjQjBj .

Si i 6= j, QiQj est nul modulo P1 · · ·Pr, donc en fait

ψ(A1, . . . , Ar) · ψ(B1, . . . , Br) =
∑

16i6r
(UiQi)2AiBi.

3. pour alléger les notations, on confond polynômes et classes de congruences, c’est dans notre intérêt
à tous
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Enfin, pour tout i = 1, . . . , r, en multipliant la relation de Bezout par UiQi il vient

UiQi =
∑

16j6n
UiQiUjQj = (UiQi)2,

où la dernière égalité est donnée à nouveau par le fait que QiQj est divisible par P1 · · ·Pr
si i 6= j. Finalement on a donc bien

ψ(A1, . . . , Ar) · ψ(B1, . . . , Br) =
∑

16i6r
(UiQi)2AiBi =

∑
16i6r

UiQiAiBi

= ψ
(
(A1, . . . , Ar) · (B1, . . . , Br)

)
.

Il reste à voir que les morphismes ϕ et ψ sont réciproques l’un de l’autre. Pour A ∈ k[X]
on a

ψ ◦ ϕ(A) = (U1Q1 + · · ·+ UrQr)A = A,

et pour A1, . . . , Ar ∈ k[X],

ϕ ◦ ψ(A1, . . . , Ar) = (U1Q1A1 + · · ·UrQrAr mod Pi)16i6r

= (UiQiAi mod Pi)16i6r

= (Ai mod Pi)16i6r,

où la dernière égalité est donnée par le fait qu’en réduisant l’identité de Bezout modulo
Pi, il vient UiQi = 1.

8.4.6 Projecteurs spectraux. On constate que les projecteurs spectraux sont les élé-
ments de k[f ] qui dans la décomposition (8.4.2.1) s’écrivent (0, . . . , 1, . . . , 0). Pour cela, on
relit l’expression des projecteurs spectraux comme polynômes en f fournie par la preuve
du lemme des noyaux 7.5.1, puis celle du morphisme réciproque ψ ci-dessus.

On en déduit une autre preuve de la caractéristation des idempotents de k[f ].

Seconde preuve de 8.4.4. Il s’agit de montrer que pour T ∈ k[X] irréductible,les idempo-
tents de k[X]

/
(T a) sont 0 et 1. Ā est idempotent ssi

A2 ≡ A mod T a ⇔ T a|A(A− 1)
⇔ T a|A ou T a|(A− 1)

car T irréductible et A et A− 1 premiers entre eux.

8.5 – Endomorphismes cycliques

8.5.1 Définition. On dit qu’un endomorphisme f ∈ L(E) est cyclique s’il existe un
vecteur x ∈ E tel que le plus petit sous-espace stable par f contenant x est E tout entier.

On rappelle (voir section 8.1) que le plus petit sous-espace stable par f contenant x
s’appelle le sous-espace cyclique associé à x, et nous le notons Fx.

D’après les résultats de la section 8.1, f est cyclique si et seulement si il existe une base
de E dans laquelle f est donné par une matrice compagnon ; cette matrice compagnon est
nécessairement associée au polynôme caractéristique χf .

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un endomorphisme
soit cyclique, mais avant cela examinons à la main le cas des endomorphismes nilpotents
et diagonalisables.
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8.5.2 Exemple. Soit f ∈ L(E) nilpotent. Pour tout vecteur x ∈ E, soit i le plus petit
entier tel que

x ∈ Ki(f) = ker(f i).

Alors µx = Xi, et le sous-espace cyclique Fx a dimension i. On en déduit que f est cyclique
si et seulement si son indice de nilpotence est égal à la dimension de E.

Le fait que µx = Xi résulte des arguments donnés dans la preuve du Théorème 7.7.6 :
par minimalité de i, x ∈ Ki/Ki−1 est non-nulle, donc f̄i(x) = f(x) ∈ Ki−1/Ki−2 est non-
nulle si i > 1. On montre ainsi par récurrence que x, f(x), . . . , f i−1(x) sont tous non-nuls
dans Ki/Ki−1,Ki−1/Ki−2, . . . ,K1/K0 respectivement. On en déduit par le lemme 5.4.4
que la famille x, f(x), . . . , f i−1(x) est libre, et donc degµx > i. Puisque f i(x) = 0, on en
déduit µx = Xi comme on voulait.

8.5.3 Exemple. Soit f ∈ L(E) diagonalisable. On note λ1, . . . , λr ses valeurs propres
deux à deux distinctes, et E1, . . . , Er les sous-espaces propres correspondants. Pour tout
vecteur x ∈ E, on a la décomposition

x = x1 + · · ·+ xr

selon la décomposition E =
⊕r
i=1Ei. Alors Fx = Vect(x1, . . . , xr) a dimension au plus r

(égale au nombre de xi non-nuls). On en déduit que f est cyclique si et seulement si tous ses
sous-espaces propres sont de dimension 1, autrement dit si son polynôme caractéristique
est scindé à racines simples.

Pour montrer que Fx = Vect(x1, . . . , xr), nous proposons deux méthodes. Dans les
deux cas, on commence par remarquer que Vect(x1, . . . , xr) est un sous-espace stable
contenant x, donc on a l’inclusion Fx ⊆ Vect(x1, . . . , xr). La première méthode pour
montrer l’inclusion inverse est de se souvenir que d’après la Proposition 7.6.5, tout sous-
espace F stable par f est de la forme

F = F1 � · · ·� Fr,

où chaque Fi est un sous-espace arbitraire de l’espace propre Ei. On en déduit que tout
sous-espace stable par f contenant Vect(x1, . . . , xr) est de la forme Vect(xi1 , . . . , xis), avec
1 6 i1 < · · · < is 6 r. Si un tel sous-espace est contenu strictement dans Vect(x1, . . . , xr),
c’est qu’il existe i0 ∈ [[1, r]] \ {i1, . . . , is} tel que xi0 6= 0, et dans ce cas Vect(xi1 , . . . , xis) ⊆⊕
i 6=i0 Ei ne peut pas contenir x, puisque x 6∈

⊕
i 6=i0 Ei car xi0 6= 0. On en déduit que

le plus petit sous-espace stable par f contenant x est Vect(x1, . . . , xr) comme il fallait
démontrer.

L’autre façon de faire consiste à démontrer par un calcul explicite que

Vect
(
x, f(x), . . . , f r−1(x)

)
= Vect(x1, . . . , xr),

ce qui implique Vect(x1, . . . , xr) ⊆ Fx et permet donc de conclure. Le calcul est le suivant :

x = x1 + · · ·+ xr

f(x) = λ1x1 + · · ·+ λrxr
...

f r−1(x) =λr−1
1 x1 + · · ·+λr−1

r xr.

Il implique aussitôt l’inclusion Vect
(
x, f(x), . . . , f r−1(x)

)
⊇ Vect(x1, . . . , xr), et l’inclusion

inverse vient du fait qu’on peut inverser le système ci-dessus, la matrice de Vandermonde
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V (λ1, . . . , λr) étant inversible dans la mesure où les valeurs propres λ1, . . . , λr sont deux
à deux disjointes.

8.5.4 Proposition. Pour tout f ∈ L(E), il existe un vecteur x ∈ E tel que µx = µf .

Preuve. On écrit la décomposition en produit de facteurs premiers µf = P a1
1 · · ·P arr du

polynôme minimal, et on regarde la décomposition en sous-espaces caractéristiques

E = C1 � · · ·� Cr.

Pour chaque i = 1, . . . , r, il existe un xi ∈ Ci tel que µxi = P aii . En effet, pour tout
x ∈ Ci, µx|P aii car P aii annule l’endomorphisme fCi ∈ L(Ci) induit par f , donc il existe
a(x) tel que µx = P

a(x)
i . Si pour tout x ∈ Ci on a a(x) < ai, alors P ai−1

i (fCi) = 0, et ceci
contredit le fait que P aii est le polynôme minimal de fCi (voir Proposition 8.2.3).

Ensuite x = x1 + · · ·+ xr convient car pour tout Q ∈ k[X] :

Q(f)(x) = Q(f)(x1) + · · ·+Q(f)(xr) = 0⇔ Q(f)(x1) = · · · = Q(f)(xr) = 0,

puisque Q(f)(xi) ∈ Ci pour tout i, et les sous-espaces caractéristiques sont en somme
directe. On a donc

Q(f)(x) = 0 ⇐⇒ P a1
1 , . . . , P arr divisent Q

⇐⇒ P a1
1 · · ·P

ar
r |Q,

autrement dit µx = P a1
1 · · ·P arr = µf comme on voulait.

8.5.5 Proposition. Soit f ∈ L(E). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f cyclique ;
(ii) χf = µf .

Preuve. (i) ⇒ (ii). Cette implication est une traduction du fait qu’une matrice compa-
gnon Comp(P ) a polynômes caractéristique et minimal tous les deux égaux à P , voir le
lemme 8.1.6.
(ii) ⇒ (i). D’après la proposition 8.5.4, il existe x tel que µx = µf ; on a donc µx = χf
puisque χf = µf . Du coup, dimFx = degµx = deg χf = dimE, et donc E = Fx.

On retrouve bien avec ce critère à quelle condition un endomorphisme nilpotent ou
diagonalisable est cyclique, voir les exemples 8.5.2 et 8.5.3.
8.5.6. Le fait qu’un endomorphisme à polynôme caractéristique scindé à racines simples
(en particulier, diagonalisable) soit cyclique nous dit que les deux matrices ci-dessous sont
semblables si et seulement si λ1, . . . , λn sont deux à deux distincts, ce qui ne semble pas
évident a priori. 

λ1
. . .

. . .
λn

 et


0 (−1)n−1σn

1 . . .
. . . 0 −σ2

1 σ1

 ,

où σ1, . . . , σn sont les fonctions symétriques élémentaires en λ1, . . . , λn. Plus généralement,
on obtient le résultat suivant en appliquant les Propositions 8.5.4 et/ou 8.5.5.
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8.5.7. Soit Q1, . . . , Qr ∈ k[X]. Les deux matrices

diag(Comp(Q1), . . . ,Comp(Qr)) et Comp(Q1 · · ·Qr)

(la première est une matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont les matrices
compagnons Comp(Q1), . . . ,Comp(Qr)) sont semblables si et seulement si Q1, . . . , Qr sont
deux à deux premiers entre eux. Un cas typique où cette condition est vérifiée est si
Qi = P aii pour tout i = 1, . . . , r, où P1, . . . , Pr sont des polynômes irréductibles deux à
deux non proportionnels, et a1, . . . , ar ∈ N.

Pour prouver notre affirmation, commençons par observer qu’une matrice est semblable
à la matrice compagnon Comp(Q1 · · ·Qr) si et seulement si c’est la matrice d’un endomor-
phisme cyclique de polynôme minimal Q1 · · ·Qr. Or la matrice de gauche est la matrice
d’un endomorphisme f de kN , N =

∑r
i=1 deg(Qi), pour lequel il existe une décomposition

en sous-espaces stables kN =
⊕r
i=1Ei telle que pour tout i, l’endomorphisme induit fEi a

polynômes minimal et caractéristique tous les deux égaux à Qi. On a donc

χf = Q1 · · ·Qr et µf = ppcm(Q1, . . . , Qr),

et les deux matrices diag(Comp(Q1), . . . ,Comp(Qr)) et Comp(Q1 · · ·Qr) sont semblables
si et seulement si

ppcm(Q1, . . . , Qr) = Q1 · · ·Qr,
ce qui équivaut à ce que les polynômes Q1, . . . , Qr soient deux à deux premiers entre eux.

8.5.8 Exemple. Illustrons 8.5.6 par un exemple permettant de faire un joli dessin. Pour
tout θ ∈ R non congru à 0 modulo π, les deux matrices

Rθ =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
et

(
0 −1
1 2 cos θ

)
sont semblables. En effet, elles ont toutes les deux χ = µ = X2− (2 cos θ)X+ 1 ; une autre
façon de le dire est que la matrice de gauche vue à coefficients dans C est diagonalisable
de polynôme caractéristique (X − eiθ)(X − e−iθ) = −(2 cos θ)X + 1, donc redevable de
8.5.6. Géométriquement ces matrices sont les matrices de la rotation d’angle θ dans deux
bases différentes, comme le montre le dessin ci-dessous (en toute rigueur, pour parler de
rotation d’angle θ il faut au préalable munir le plan R2 d’une structure euclidienne).

Le triangle en pointillés est rectangle puisqu’il s’appuie sur un diamètre du cercle. L’angle
de gauche de ce triangle est θ à cause de la relation entre angle au centre et angle inscrit,
et l’hypothénuse a longueur 2. On a donc bien

r2(u0) = −u0 + (2 cos θ).r(u0).

Si en revanche θ est congru à 0 modulo π, la matrice Rθ n’est pas cyclique (c’est une
homothétie), et n’est donc pas semblable à une matrice compagnon.

Dans la situation “orthogonale” à celle de 8.5.6 (c’est-à-dire celle où le polynôme ca-
ractéristique au lieu d’être à racines simples est une puissance de X − λ), on a le fait
suivant.
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8.5.9. Pour tout λ ∈ k, les matrices

λ

1 . . .
. . . λ

1 λ

 , et Comp
(
(X − λ)n

)
=


0 (−1)n−1(n

n

)
λn

1 . . .
. . . 0 −

(n
2
)
λ2

1
(n

1
)
λ


sont semblables. En effet, la matrice de gauche a polynôme minimal (X − λ)n où n est la
taille de la matrice, et pour raisons de degré c’est aussi son polynôme caractéristique. On
en déduit que c’est une matrice cyclique, et ainsi qu’elle est semblable à Comp

(
(X−λ)n

)
.

8.6 – Décomposition de Frobenius et invariants de similitude

Cette section est consacrée à la preuve et à l’étude des conséquences du résultat suivant.

8.6.1 Théorème (Décomposition de Frobenius). Pour tout f ∈ L(E), il existe une unique
suite de polynômes unitaires non constants P1, . . . , Pr ∈ k[X] satisfaisant aux deux condi-
tions :
(i) il existe une décomposition E =

⊕
16i6r Fi en sous-espaces stables par f , telle que

pour tout i = 1, . . . , r l’endomorphisme induit fFi ∈ L(Fi) est cyclique de polynôme
caractéristique et minimal Pi ; et

(ii) P1|P2| · · · |Pr.

Nous allons démontrer à part l’existence et l’unicité de la décomposition de Frobenius,
mais avant de procéder tâchons d’illustrer l’importance de ce résultat. Les points à retenir
sont (i) que la suite de polynômes Pi caractérise la classe de similitude de f , et (ii) que
ces polynômes peuvent se calculer algorithmiquement, en appliquant le pivot de Gauss à
la matrice X.Id−A à coefficients dans l’anneau principal k[X], après avoir choisi une base
pour écrire la matrice A de f .

Une décomposition E =
⊕

16i6r Fi comme dans l’énoncé du théorème est appelée une
décomposition de Frobenius de f .

8.6.2 Définition. Soit f ∈ L(E). Les polynômes P1, . . . , Pr associés à f comme dans le
Théorème 8.6.1 sont appelés les invariants de similitude de f .

Cette terminologie est justifiée par l’énoncé suivant.

8.6.3 Corollaire. Deux endomorphismes f, g ∈ L(E) sont semblables si et seulement si
ils ont les mêmes invariants de similitude.

Preuve. Notons (P1, . . . , Pr) et (Q1, . . . , Qs) les invariants de similitude de f et g res-
pectivement. Si f et g sont semblables, alors toute décomposition de Frobenius pour f
est aussi une décomposition de Frobenius pour g, et donc nécessairement (P1, . . . , Pr) =
(Q1, . . . , Qs).

Réciproquement, s’il existe deux décompositions E =
⊕

16i6r Fi et E =
⊕

16i6rGi
en sous-espaces Fi stables par f et Gi stables par g telles que fFi et gGi sont cycliques
de polynôme caractéristique Pi, alors il existe pour tout i = 1, . . . , r un isomorphisme
ϕi : Gi ∼= Fi tel que gGi = ϕ−1

i ◦fFi◦ϕi, donc f et g sont semblables par le Lemme 6.3.2.
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La partie ’unicité’ du Théorème 8.6.1 est une conséquence directe de la Proposition
suivante, que nous démontrerons plus loin. Pour la notion de facteurs invariants d’une
matrice à coefficients dans un anneau principal, nous renvoyons à la section 3.1.

8.6.4 Proposition. Soit f ∈ L(E), et A la matrice de f dans une base B de E. Les inva-
riants de similitude de f sont les facteurs invariants de la matrice X.Id−A à coefficients
dans l’anneau principal k[X] (auxquels il faut retirer les ’1’ initiaux).

Autrement dit, les facteurs invariants de la matrice X.Id−A sont (1, . . . , 1, P1, . . . , Pr)
où (P1, . . . , Pr) sont les invariants de similitude de f .
8.6.5. Une conséquence particulièrement intéressante est qu’on peut déterminer les inva-
riants de similitude en opérant le pivot de Gauss (des matrices à coefficients dans k[X]) à
la matrice X.Idn −A, voir section 3.1.

8.6.6 Exemple. Calculons les invariants de similitude de l’endomorphisme associé à la
matrice

A =

−3 −2 −2
−2 0 −1
10 5 6

 .
On calcule X.Id − A, puis on échange les deux premières lignes, avant d’effectuer une
permutation circulaire sur les colonnes pour mettre un 1 en haut à gauche :

X.Id−A =

X + 3 2 2
2 X 1
−10 −5 X − 6

 i) L1↔L2
ii) C3→C1→C2→C3−−−−−−−−−−−−→

 1 2 X
2 X + 3 2

X − 6 −10 −5

 ;

ensuite on remplace L2 par L2 − 2L1 et L3 par L3 − (X − 6)L1, on obtient1 2 X
0 X − 1 −2(X − 1)
0 −2(X − 1) −(X − 1)(X − 5)

 ;

enfin on remplace L3 par L3 + 2L2, on obtient :1 2 X
0 X − 1 −2(X − 1)
0 0 −(X − 1)2

 .
On voit déjà apparaître les facteurs invariants de la matrice, il n’y a plus qu’à faire du
nettoyage en opérant sur les colonnes pour arriver à une forme diagonale : on fait tout
d’abord C2 ← C2 − 2C1 et C3 ← C3 −XC1, ce qui donne la première matrice ci-dessous,
puis C3 ← −C3 − 2C2, ce qui donne la seconde matrice ci-dessous.1 0 0

0 X − 1 −2(X − 1)
0 0 −(X − 1)2

 ;

1 0 0
0 X − 1 0
0 0 (X − 1)2

 .
On en conclut que les invariants de similitude de la matrice A sont X − 1 et (X − 1)2,
donc A est semblable à la matrice(

Comp(X − 1))
Comp

(
(X − 1)2)

)
=

1
0 −1
1 2

 ,
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qui d’après 8.5.9 (voir aussi plus généralement 8.6.10 plus loin), est elle-même semblable
à la matrice ci-dessous, 1

1 0
1 1

 .
On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’effectivement ker

(
A− Id)

)
et ker

(
A− Id)2) ont

dimension 2 et 3 respectivement.

8.6.7 Remarque. Les invariants de similitude contiennent l’information des polynômes
minimal et caractéristique. Dans les notations du Théorème 8.6.1, on a

µf = Pr et χf = P1 · · ·Pr

En effet, toujours dans les notations du Théorème 8.6.1, on a pour chaque i = 1, . . . , r,
Pi = χfFi = µfFi , et donc puisque tous les Fi sont stables,

χf = χfF1
· · ·χfFr

= P1 · · ·Pr

et µf = ppcm(µfF1
, . . . ,µfF1

)
= ppcm(P1, . . . , Pr) = Pr.

En particulier, on connaît désormais un algorithme pour calculer le polynôme minimal
(en fait on en connaissait déjà un : calculer les puissances successives de A jusqu’à trouver
le plus petit entier k tel que Id, A, . . . , Ak soient liés comme vecteurs de Mn(k), puis
chercher une relation de dépendance linéaire entre ces matrices ; l’algorithme du pivot de
Gauss est nettement plus efficace).

8.6.8 Corollaire. Les invariants de similitude sont invariants par extension des scalaires.

En particulier, puisque le polynôme minimal est l’un des invariants de similitude, il est
invariant par extension des scalaires. Nous renvoyons à l’exemple 8.6.10.1 plus loin pour
une illustration instructive de ce résultat.

Preuve. Les invariants de similitude se calculent par l’algorithme de Gauss, qui ne fait pas
sortir du corps de départ. Précisément, si on part d’une matrice A ∈ Mn(k), avec donc
X.Id−A à coefficients dans k[X], étendre les scalaires revient à considérer A à coefficients
dans k′, une extension de corps de k, et ainsi X.Id− A à coefficients dans k′[X]. Mais si
on opère le pivot de Gauss sur X.Id − A ∈ Mn(k′[X]), on fait les mêmes opérations que
si l’on opérait le pivot de Gauss sur X.Id−A ∈Mn(k[X]), et donc le résultat final est le
même !

Une autre façon de prouver le corollaire est de dire directement que les facteurs in-
variants sont eux-mêmes invariants par extension des scalaires. Dans notre contexte, cela
s’écrit de la manière suivante. Si X.Id−A est équivalente à diag(1, . . . , 1, P1, . . . , Pr) dans
Mn(k[X]), alors a fortiori ces deux matrices sont équivalentes dansMn(k′[X]), donc les
facteurs invariants de X.Id−A vue dansMn(k′[X]) sont bien 1, . . . , 1, P1, . . . , Pr.

8.6.9 Remarque. Dans le cas des endomorphismes trigonalisables, nous avions déjà des
invariants suffisants pour distinguer les classes de similitude (Théorème 7.8.10) et calcu-
lables algorithmiquement, ainsi qu’une forme normale représentant chacune de ces classes
(Remarque 7.8.7). Ce que l’on gagne dans ce cas, c’est donc une forme un peu plus com-
pacte pour organiser les invariants, et un algorithme lui aussi plus compact pour les cal-
culer.
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Justement, voyons comment déterminer les invariants de similitude d’un endomor-
phisme trigonalisable à partir de sa forme normale de Jordan.

8.6.10 Exemple. On considère la matrice diagonale par blocs

A = diag
(
Ja1,1(λ1), . . . , Ja1,k1

(λ1), . . . , Jar,1(λr), . . . , Ja1,kr (λr)
)
,

avec r valeurs propres λ1, . . . , λr deux à deux distinctes, et pour tout i = 1, . . . , r, ki blocs
de Jordan associés à la valeur propre λi, de tailles respectives ai,1 6 . . . 6 ai,ki .

Quitte à rajouter formellement des blocs de taille 0, on peut supposer qu’il y a autant
de blocs pour chaque valeur propre, autrement dit k1 = . . . = kr ; nous noterons k ce
nombre. En permutant les blocs, on obtient la matrice ci-dessous, semblable à A :

A′ = diag
(
Ja1,1(λ1), . . . , Jar,1(λr), . . . , Ja1,k(λ1), . . . , Jar,k(λr)

)
,

D’après 8.5.9, le bloc de Jordan Ja(λ) est semblable à la matrice compagnon de (X−λ)a ;
pour tout s = 1, . . . , k, les deux matrices ci-dessous sont donc semblables,

diag
(
Ja1,s(λ1), . . . , Jar,s(λr)

)
et As = diag

(
Comp

(
(X−λ1)a1,s

)
, . . . ,Comp

(
(X−λr)ar,s

))
.

Puisque λ1, . . . , λr sont deux à deux distinctes, les polynômes (X−λ1)a1,s , . . . , (X−λr)ar,s
sont deux à deux premiers entre eux, donc d’après 8.5.7 la matrice As est cyclique associée
au polynôme

∏r
i=1(X − λi)ai,s pour tout s = 1, . . . , k.

En conclusion, la matrice A est semblable à la matrice diagonale par blocs dont les
blocs diagonaux sont les matrices compagnons associées aux polynômes

∏r
i=1(X − λi)ai,s

pour s = 1, . . . , k. Puisque pour tout i = 1, . . . , r, on a choisi ai,1 6 . . . 6 ai,ki , ces
polynômes vérifient les relations de divisibilité requises de sorte que

r∏
i=1

(X − λi)ai,1 , . . . ,
r∏
i=1

(X − λi)ai,k

sont les invariants de similitude de la matrice A.

8.6.10.1. Le cas particulier ci-dessous de 8.6.10 est intéressant du point de vue de l’inva-
riance par extension des scalaires. On considère la matrice

R =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
∈M2(R).

DansM2(C), cette matrice est diagonalisable, semblable à la matrice diagonale diag(eiθ, e−iθ).
D’après ce qui précède, elle a un seul invariant de similitude,

(X − eiθ)(X − e−iθ)

qui est bien un polynôme à coefficients réels.

8.6.11 Exercice. Montrer qu’un endomorphisme trigonalisable est cyclique si et seule-
ment si tous ses sous-espaces propres sont des droites.



8.6. Décomposition de Frobenius et invariants de similitude 123

8.6.12 Exercice. 1) Soit α0 ∈ C. Donner un représentant de chacune des classes de
similitude dansM4(C) constituées de matrices ayant α comme unique valeur propre.
2) Pour chaque classe de similitude comme dans la question précédente, représentée par
une matrice A, calculer :
a) les polynômes caractéristique et minimal χA et µA ;
b) pour tout α ∈ C et i ∈ N, la dimension du noyau de (αId4 −A)i ;
c) les invariants de similitude de A.
3) On suppose à présent α0 ∈ R. Déterminer deux matrices A′, A′′ ∈ M4(R) qui ne sont
pas semblables, mais qui sont telles que pour A = A′, A′′ :

(i) dim
(
ker(α0Id4 −A)i

)
=
{
i si i 6 1
2 sinon

; et (ii) dim
(
ker(αId4 −A)i

)
= 0

pour tout α ∈ R − {α0} et tout i ∈ N.
(Indication : nous remercions nos aimables lecteurs de chercherA′ etA′′ non-trigonalisables,
pour éviter de trouver un contre-exemple à notre théorème 7.8.10).

8.6.1 – Existence d’une décomposition de Frobenius

Le point difficile est le lemme 8.6.14. Une fois ce point acquis, la preuve est une ré-
currence sans grand mystère. La preuve du lemme 8.6.14 fait intervenir la dualité très
élégamment.
8.6.13 Preuve de la partie existence du théorème 8.6.1. On raisonne par récurrence
sur la dimension de E. Si dim(E) 6 1, le résultat est trivial. Considérons donc E de
dimension au moins 2, et supposons l’existence démontrée en dimension plus petite.

D’après la proposition 8.5.4 il existe x ∈ E tel que µx = µf . Soit Fx le sous-espace
cyclique associé à x. D’après le lemme 8.6.14 ci-dessous, il existe un supplémentaire Gx de
Fx dans E qui est stable par f . On a dim(Gx) < dim(E), donc par hypothèse de récurrence
appliquée à l’endomorphisme induit fGx ∈ L(Gx) il existe des polynômes P1| · · · |Pr et une
décomposition Gx =

⊕r
i=1Gi telle que chaque fGi soit cyclique de polynôme Pi. On a

alors E = Fx �
⊕r

i=1Gi, et fFx est cyclique de polynôme µx = µf . On a Pr = µfGx ,
voir remarque 8.6.7, donc Pr|µf (c’est la proposition 7.2.12). Ainsi (P1, . . . , Pr,µf ) est une
suite de polynômes comme on voulait.

8.6.14 Lemme. Soit x ∈ E tel que µx = µf . Alors le sous-espace cyclique associé à x
possède un supplémentaire dans E stable par f .

8.6.14.1 Attention. En général il est faux que le sous-espace cyclique associé à x quel-
conque possède un supplémentaire stable.

Par exemple, si f est nilpotent cyclique, c’est-à-dire nilpotent d’indice n = dim(E),
pour x ∈ ker(f i) \ ker(f i−1), i < n, le sous-espace cyclique Fx n’a pas de supplémentaire
stable. En effet, on a 0 < dim(Fx) < n, donc si on avait une décomposition E = Fx � G
avec G stable lui aussi, l’indice de nilpotence serait inférieur à max(dim(Fx),dim(G)),
donc strictement inférieur à n. Dans ce cas, µx = Xi et µf = Xn.

Preuve. Notons p le degré de µf = µx. Nous allons définir explicitement un supplémentaire
stable à Fx par p équations linéaires indépendantes. La famille (x, f(x), . . . , fp−1(x)) est
une base de Fx. En particulier c’est une famille libre, et nous pouvons donc licitement
considérer une forme linéaire ` ∈ E? telle que `(f i(x)) = 0 si i < p− 1 et `(fp−1(x)) = 1.
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Montrons que les formes linéaires `◦f i, i = 0, . . . , p−1 sont linéairement indépendantes.
Il suffit de vérifier que leurs restrictions à Fx le sont. Or la matrice de (`, . . . , ` ◦ fp−1) ∈
L(Fx,kp) dans la base (x, f(x), . . . , fp−1(x)) est de la forme

(8.6.14.1)


0 . . . 0 1
... . . . 1 ∗

0 . . . . . . ...
1 ∗ . . . ∗

 ,

donc elle est inversible, et ainsi les restrictions des ` ◦ f i (i = 0, . . . , p − 1) à Fx sont
linéairement indépendantes comme il fallait.

On définit G = (`, . . . , ` ◦ fp−1)⊥. Puisque `, . . . , ` ◦ fp−1 sont linéairement indépen-
dantes, c’est un sous-espace de dimension n−p de E. Montrons que c’est un supplémentaire
de Fx. Il suffit de montrer que Fx∩G = {0}. Or un vecteur z ∈ Fx est dans (`, . . . , `◦fp−1)⊥
si et seulement si ses coordonnées dans la base (x, f(x), . . . , fp−1(x)) sont dans le noyau
de la matrice (8.6.14.1). Celle-ci étant inversible, on a bien Fx ∩G = {0}.

Il reste à montrer que G est stable par f . Soit z ∈ G. On a

`(z) = `(f(z)) = · · · = `(fp−1(z)) = 0.

Puisque deg(µf ) = p, fp(z) est une combinaison linéaire de z, f(z), . . . , fp−1(z)). Ceci
implique que `(fp(z)) est une combinaison linéaire de `(z), `(f(z)), . . . , `(fp−1(z))), et
donc que `(fp(z)) = 0. Finalement on a donc

`(f(z)) = · · · = `(fp−1(z)) = `(fp(z)) = 0
⇐⇒ `(f(z)) = · · · = `(fp−2(f(z))) = `(fp−1(f(z))) = 0

et ainsi f(z) ∈ G comme il fallait démontrer.

8.6.15 Remarque. On peut comprendre la preuve ci-dessus un peu plus conceptuelle-
ment. En fait, le ` ∈ E? qu’on considère est tel que µ` = µfT : le polynôme minimal local de
fT ∈ L(E?) égale le polynôme minimal de fT. En effet f et fT ont même polynôme mini-
mal, 4 de degré p, et on montre dans la preuve que `, `◦f = fT(`), . . . , `◦fp−1 = (fT)p−1(`)
sont linéairement indépendantes, donc degµ` > p, et finalement µ` = µfT .

Alors
Vect(`, . . . , ` ◦ fp−1) = Vect

(
`, fT(`), . . . , (Tf)p−1(`)

)
= F`

est le sous-espace cyclique de fT associé à `. Il est donc automatiquement stable par f , et
de dimension p.

Enfin ` a été choisi de sorte qu’en plus Fx ⊆ E et F` ⊆ E? sont naturellement en
dualité, au sens où par le morphisme de restriction ϕ ∈ E? 7→ ϕ|F ∈ F ?x , F` est isomorphe
à F ?x . Si on préfère (mais j’en doute), F` est un supplémentaire de F⊥x , donc il est isomorphe
au quotient E?/F⊥x , qui lui est canoniquement isomorphe à F ?x (voir 4.4.7).
8.6.15.1 Attention. La famille des restrictions de `, . . . , `◦fp−1 à Fx n’est en général pas
la base duale de (fp−1(x), . . . , f(x), x) (et encore moins celle de (x, f(x), . . . , fp−1(x))).
à titre d’exercice, on pourra écrire explicitement la matrice (8.6.14.1) en fonction des
coefficients du polynôme minimal µx = µf .

4. on peut s’en convaincre directement à titre d’exercice ; sinon les matrices de f et fT dans des bases
duales l’une de l’autre sont transposées l’une de l’autre, donc elles ont même polynôme minimal.
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8.6.2 – Unicité de la décomposition de Frobenius

Comme nous l’avons annoncé plus haut, la partie unicité du théorème 8.6.1 est une
conséquence directe de l’identification des invariants de similitude de f aux facteurs inva-
riants non triviaux de la matrice X.Id−A ∈Mn(k[X]), où A est la matrice de f dans une
base arbitraire (c’est la proposition 8.6.4). Nous allons donc ici démontrer cette proposi-
tion. Avant de le faire, nous attirons l’attention du lecteur sur une subtilité de l’énoncé du
théorème 8.6.1.
8.6.16 Mise en garde. Si les invariants de similitude de f sont bien uniques, en général
la décomposition en somme de sous-espaces cycliques elle ne l’est pas.

Par exemple, si f est une homothétie n’importe quelle décomposition de E en somme
directe de droites est une décomposition de Frobenius de f .

Un autre exemple : si f est nilpotent avec k blocs de Jordan tous de la même taille a,
de manière équivalente si f est nilpotent d’indice a tel que dim(ker f i)−dim(ker f i−1) = k
pour tout i = 1, . . . , a, alors pour toute famille de vecteurs x1, . . . , xk telle que (x̄1, . . . , x̄k)
est une base de E/ ker(fa−1), les sous-espaces cycliques Fx1 , . . . , Fxk fournissent une dé-
composition de Frobenius de f .

Nous prouvons la proposition 8.6.4 par une mise en oeuvre explicite du pivot de Gauss
sur X.Id−A pour une matrice A sous forme décomposée de Frobenius.
8.6.17 Preuve de la proposition 8.6.4. Soit P1, . . . , Pr des polynômes comme dans le
théorème 8.6.1. Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale
par blocs

A = diag(Comp(P1), . . . ,Comp(Pr)) ∈Mn(k).
D’après le lemme 8.6.18 ci-dessous, pour chaque i = 1, . . . , r la matrice X.Idni−Comp(Pi)
est équivalente dansMni(k[X]), ni = deg(Pi), à la matrice diagonale diag(1, . . . , 1, Pi). On
en déduit que la matrice X.Idn−A est équivalente dansMn(k[X]) à la matrice diagonale

diag(1, . . . , . . . , 1, P1, . . . , Pr) ∈Mn(k[X]).

8.6.18 Lemme. Soit P ∈ k[X] unitaire non constant. Les facteurs invariants de la ma-
trice X.Id− Comp(P ) sont (1, . . . , 1, P ).
Preuve. On écrit P = Xn + an−1X + · · · + a0. On effectue les opérations élémentaires
suivantes sur les lignes de la matrice

X.Id− Comp(P ) =



X a0

−1 . . . a1
. . . . . . ...

−1 X an−2
−1 X + an−1


,

qu’on appelle L1, . . . , Ln : on effectue la permutation circulaire Ln → Ln−1 → · · · → L1 →
Ln, on obtient 

−1 X a1
. . . . . . ...

−1 X an−2
−1 X + an−1

X a0

 ,
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puis on remplace Ln par

Ln +XL1 +X2L2 + · · ·+Xn−1Ln−1,

ce qui donne 
−1 X a1

. . . . . . ...
−1 X an−2

−1 X + an−1
P (X)

 .
Il ne reste alors plus qu’à faire du nettoyage automatique en opérant sur les colonnes pour
arriver à la matrice diagonale diag(1, . . . , 1, P (X)).

Précisément, on remplace C2 par C2 + XC1 et Cn par Cn + a1C1 pour mettre des 0
sur la première ligne, puis C3 par C3 +XC2 et Cn par Cn + a2C2 pour mettre des 0 sur la
seconde ligne, et ainsi de suite jusqu’à remplacer Cn par Cn+(X+an−1)Cn−1 pour mettre
un 0 sur l’avant-dernière ligne. On a alors obtenu la matrice diag(−1, . . . ,−1, P (X)) qui
convient à notre bonheur, qu’on peut transformer en diag(1, . . . , 1, P (X)) en multipliant
les n− 1 premières lignes par −1.

8.7 – Interprétation en termes de k[X]-modules

8.7.1 Modules. Définition d’un module. Ce qui change par rapport aux espaces vec-
toriels : il n’est pas toujours possible de résoudre les systèmes d’équations linéaires, en
particulier ciao la théorie de la dimension. Dans la catégorie des espaces vectoriels, (i) E
de dimension n possède des sev de toutes les dimensions 6 n, (ii) F sev possède toujours
un supplémentaire, et (iii) toute suite exacte est scindée. Dans la catégorie des modules
ces trois énoncés sont faux (on verra qu’ils le sont aussi dans la catégorie des groupes).
8.7.2 k[X]-module associé à un endomorphisme. Le k[X]-moduleME,f . Ceci revient
à considérer que la donnée de f ∈ L(E) induit une représentation de l’algèbre k[X].
La recherche de décompositions de ces représentations est exactement la théorie de la
réduction des endomorphismes.
8.7.3 Proposition. Les k[X]-modules isomorphes à ME,f sont exactement les ME′,f ′

pour lesquels qu’il existe ϕ : E ∼= E′ tel que f = ϕ−1 ◦ f ′ ◦ ϕ..
Preuve. Soit ϕ : ME,f

∼= M isomorphisme de k[X]-modules. Je définis E′ := M muni
de la structure de k-ev sous-jacente, et f ′ := mX ∈ L(E′). La relation f = ϕ−1 ◦ f ′ ◦ ϕ
est offerte par le fait que ϕ est un isomorphisme de k[X]-modules, donc commute à la
multiplication par X ∈ k[X].

8.7.4 Sous-modules. Les sous modules de ME,f sont les MF,fF , F stable par f . Ceci
dicte les définitions :
(i) f simple s’il n’a pas de sev stable non trivial ;
(ii) f semi-simple si tout stable possède un supplémentaire stable.

Invariants de similitude : on les a définis plus haut, et on sait qu’on peut les trouver
de la manière suivante : on prend une base, on fabrique X · Idn −M , et on la met sous
forme réduite.
8.7.5 Théorème. Deux matrices sont semblables ssi elles ont les mêmes invariants de
similitude.
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8.7.5.1. Le k[X]-module ME,f est isomorphe au quotient E[X]/im(X · id− f) via

π :
∑

eiX
i 7→

∑
f i(ei).

Preuve. on vérifie que π
(
(Xid − f)(

∑
eiX

i)
)

= 0, et réciproquement si
∑
eiX

i ∈ kerπ
alors ∑

eiX
i =

∑
eiX

i − 0

=
∑

eiX
i −

∑
f i(ei)

=
∑

(Xiid− f i)(ei),

et chaque Xiid− f i = (Xid)i − f i se factorise par Xid− f .

8.7.5.2 Conclusion.

E[X]
im(X · id− f)

∼=
k[X]
(P1) � · · ·� k[X]

(Pn) .

8.7.6 Remarque. On a démontré que les invariants de similitude peuvent être définis à
partir du k[X]-module ME,f , en utilisant le fait qu’il est de type fini.
8.7.7 Décomposition de Frobenius. Chaque Ei = k[X]/(Pi) est un sev stable par f
et fi := fEi est cyclique avec χfi = µfi = Pi. La décomposition

ME,f = E1 � · · ·� En

est une somme directe de sous-espaces cycliques pour f .
On en déduit χf = χf1 · · ·χfn = P1 · · ·Pn, et µf = Pn. Ceci dévoile le Théorème de

Cayley–Hamilton (je ne dirais pas que ça le trivialise. . .), y compris sa version améliorée
“χ et µ ont les mêmes facteurs irréductibles”.
8.7.7.1 Exercice. f cyclique ⇔ tous les Pi sauf le dernier sont égaux à 1.
[En particulier, on fait remarquer qu’en général il y a un certain nombre d’invariants égaux
à 1, et que ceux-ci donnent des facteurs triviaux dans la décomposition cyclique.]
8.7.8 Décomposition de Dunford–Jordan d’un bloc cyclique.

k[X](
(X − λ1)a1 · · · (X − λr)ar

) ∼= k[X]
(X − λ1)a1

� · · ·� k[X]
(X − λr)ar

par le lemme chinois ; pour chaque morceau de la décomposition de droite, la multiplication
par X s’écrit

(8.7.8.1)


λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ


dans la base

(
(X − λ)a−1, . . . , X − λ, 1

)
, puisque

X · (X − λ)i = (X − λ)i+1 + λ(X − λ)i.

(8.7.8.1) est un bloc de Dunford–Jordan de taille a.
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8.7.9 Exercice. Soit P ∈ k[X]. On considère le k-espace vectoriel EP = k[X]/(P ) (il se
trouve que c’est aussi une k[X]-algèbre), et l’endomorphisme mP ∈ L(EP ) de multiplica-
tion par X :

∀H ∈ k[X], mP (H̄) = X ·H.

1) On note n = deg(P ). Montrer que EP est de dimension n, muni de la base canonique
(1̄, X̄, . . . , X̄n−1).
2) Démontrer que µmP = P .
3) Écrire la matrice de mP dans la base canonique. En conclure que le polynôme minimal
de la matrice compagnon associée à P est P lui-même.

8.8 – Invariants de similitude

8.8.1 – Principe

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k. Lorsque k est algébri-
quement clos, on sait déjà donner la liste complète des classes de similitude dans L(E)
(c’est-à-dire les orbites de L(E) sour l’action de GL(E) par conjugaison), et étant donné
f ∈ L(E) on sait déterminer algorithmiquement à quelle classe il appartient : il faut com-
mencer par déterminer ses valeurs propres, puis déterminer sa forme normale de Jordan
en calculant pour chaque λ ∈ Sp(f) la suite

(
dim(ker(f − λ.id)i

)
i>0.

Ici nous allons expliquer comment tout ceci peut s’obtenir en effectuant un seul pivot
de Gauss à coefficients dans k[X]. Moyennant le choix d’une base de E, on identifie f à
une matrice carrée A ∈ Mn(k). On considère alors la matrice A − X.Id ∈ Mn(k[x]), et
on sait d’après le théorème des facteurs invariants 3.1.1 qu’il existe une unique suite de
polynômes unitaires P1, . . . , Pn tels que les matrices

A−X.Idn et

P1
. . .

Pn


soient équivalentes dansMn(k[X]). Ces polynômes P1, . . . , Pn se calculent directement en
appliquant l’algorithme du pivot de Gauss à A −X.Id comme il est expliqué en 3.2. On
les appelle les invariants de similitude de f (ce sont les facteurs invariants de la matrice
A − X.Id), et en effet ils caractérisent la classe de similitude de f en vertu du résultat
suivant.

8.8.1 Théorème. Il existe un isomorphisme de k-espaces vectoriels

(8.8.1.1) ϕ : E '−→
n∏
i=1

(
k[X]/(Pi)

)

tel que f = ϕ−1mXϕ, où mX est l’endomorphisme du k-espace vectoriel à droite de
(8.8.1.1) défini par

∀ (Q1, . . . , Qn) ∈
n∏
i=1

(
k[X]/(Pi)

)
: mX(Q1, . . . , Qn) = (XQ1, . . . , XQn).
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Ainsi deux endomorphismes ayant les mêmes invariants de similitude sont semblables.
Réciproquement, si f et g sont deux endomorphismes semblables, alors leurs matrices A
et B dans la base qu’on a choisie sont semblables dans Mn(k), et ceci implique que les
matrices A−X.Id et B−X.Id sont semblables dansMn(k[X]). Elles sont donc a fortiori
équivalentes, et ont donc les mêmes facteurs invariants. Finalement, deux endomorphismes
sont semblables si et seulement si ils ont les mêmes invariants de similitudes.

On verra que P1 = µf (polynôme minimal de f) et P1 · · ·Pn = χf (polynôme carac-
téristique de f). On donne dans la partie 8.8.2 la traduction du Théorème 8.8.1 dans le
langage habituel de l’algèbre linéaire.

Décrivons synthétiquement les idées qui vont nous permettre d’arriver à ce résultat.
Premièrement, on va associer de manière naturelle un k[X]-module ME,f à l’endomor-
phisme f , de sorte que deux endomorphismes sont semblables si et seulement si leurs
k[X]-modules associés sont isomorphes. Ce k[X]-module est de type fini, et même de
torsion. Il est donc redevable du théorème de classification des k[X]-modules de type
fini, qui est exactement analogue au Théorème ?? pour les groupes abéliens de type fini.
Ainsi, ME,f est isomorphe comme k[X]-module à un produit de k[X]-modules k[X]/(Pi).
On démontrera que ME,f s’identifie au quotient de k[X]n (n = dim(E)) par l’image de
l’endomorphisme

f −X.id ∈ Lk[X](k[X]n),
ce qui permettra d’identifier les Pi à ceux du Théorème 8.8.1.

D’une certaine manière, voir f à travers le prisme du k[X]-module ME,f revient à as-
socier à f une représentation de l’algèbre k[X] sur E. De ce point de vue, la décomposition
8.8.1.1 n’est autre que la décomposition isotypique de cette représentation.

8.8.2 – Exemples fondamentaux

8.8.2 Bloc cyclique. Soit P ∈ k[X] un polynôme unitaire de degré d. On écrit P =
Xd + a1X

d−1 + · · ·+ ad. Le quotient k[X]/(P ) est un k-espace vectoriel de dimension d,
et la famille (1, X, . . . ,Xd−1) en est une base. L’application

mX : Q 7→ XQ

est un endomorphisme du k-espace vectoriel k[X]/(P ). Sa matrice dans la base (1, X, . . . ,Xd−1)
est

C(P ) =


0 −ad
1 . . . ...

. . . 0 −a2
1 −a1

 ,
on reconnaît la matrice compagnon du polynôme P .

On peut démontrer de manière limpide que le polynôme minimal de mX (et donc celui
de la matrice compagnon C(P )) est P . Soit F ∈ k[X]. L’endomorphisme F (mX) associe
à toute classe Q la classe FQ. Ainsi F (mX) est l’endomorphisme nul de k[X]/(P ) si et
seulement

F (mX) = 0Lk(k[X]/(P )) ⇐⇒ ∀Q ∈ k[X]/(P ) : FQ = 0k[X]/(P ).

Cette dernière condition équivaut à F ∈ (P ) : clairement tout multiple de P vérifie cette
condition, et réciproquement si F la vérifie, alors pour Q = 1 on a F = 0, c’est-à-dire
F ∈ (P ).
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D’autre part on a déjà calculé que le polynôme caractéristique de C(P ) est P lui-même.
Ainsi les polynômes minimal et caractéristique de mX sont égaux : on dit que mX est un
endomorphisme cyclique. C’est un exercice classique de vérifier que réciproquement, tout
endomorphisme cyclique est donné dans une base adaptée par la matrice compagnon de
son polynôme caractéristique et minimal.

Le Théorème 8.8.1 fournit une décomposition de Frobenius de f : chacun des facteurs
k[X]/(Pi) est un sous-espace stable par mX , sur lequel l’endomorphisme se restreint à un
endomorphisme cyclique de polynôme P .

8.8.3 Bloc de Jordan. On considère ici le cas particulier du paragraphe 8.8.2 où P =
(X − λ)d, λ ∈ k. Dans ce cas, il et judicieux de considérer k[X]/(P ) muni de la base
(1, . . . , X − λd−1). Dans cette base, puisque

X(X − λ)i = (X − λ)(X − λ)i + λ(X − λ)i = (X − λ)i+1 + λ(X − λ)i,

la matrice de l’endomorphisme de multiplication par X est

Jd(λ) =


λ
1 λ

. . . . . .
1 λ

 ,

on reconnaît un bloc de Jordan de taille d pour la valeur propre λ.

8.8.4 Isomorphisme chinois. Considérons à présent le cas où

P = (X − λ1)d1 · · · (X − λr)dr ,

avec les λi deux à deux différents. Alors les (X − λi)di sont deux à deux premiers entre
eux, donc on a un isomorphisme de k-algèbres

Q ∈ k[X]/(P )
∼=7−→ (Q mod P1, . . . , Q mod Pr) ∈

r∏
i=1

k[X]/(Pi).

Via cet isomorphisme, multiplier par X dans le membre de gauche revient à multiplier
par (X, . . . ,X) dans le membre de droite. Ainsi chaque

{0} × · · · × k[X]/(Pi)× · · · × {0}

(qu’on notera plus légèrement k[X]/(Pi) par abus de notation) est un sous-espace stable
par mX , sur lequel mX agit par multiplication par X : « mX de k[X]/(P ) se décompose
en mX des k[X]/(Pi) ».

D’après le paragraphe précédent 8.8.3, mX de k[X]/(Pi) s’écrit dans une base adaptée
comme un bloc de Jordan Jdi(λi). On conclut donc que dans une base adaptée, mX de
k[X]/(P ) s’écrit comme une matrice diagonale par blocs

Jd1(λ1)
. . .

Jdr(λr)

 .
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8.8.5 Facteurs invariants et décomposition de Dunford–Jordan. La condition
(i) P1| · · · |Pn sert à assurer l’unicité des facteurs invariants. Pour avoir bien compris,
il faut s’assurer de savoir démontrer l’affirmation suivante. Soit f ∈ L(E) à polynôme
caractéristique scindé, de valeurs propres λ1, . . . , λr deux à deux différentes. On suppose
que dans la décomposition de Dunford–Jordan de f , pour tout i = 1, . . . , r, la valeur
propre λi apparaît dans des blocs de Jordan de tailles 0 6 di,1 6 . . . 6 di,n (on autorise
des blocs de Jordan de taille 0). Alors les invariants de similitude de f sont les polynômes
P1, . . . , Pn avec pour tout j = 1, . . . , n

Pj = (X − λ1)d1,j · · · (X − λr)dr,j .

On remarquera qu’en général les premiers invariants de similitude peuvent être égaux à 1,
auquel cas les facteurs correspondants dans la décomposition (8.8.1.1) sont triviaux.
8.8.6 Exercice.
1) Soit α ∈ C. Donner un représentant de chacune des classes de similitude dansM4(C)
constituées de matrices ayant α comme unique valeur propre.
2) Pour chaque classe A comme dans la question précédente, calculer :
a) les polynômes caractéristique et minimal χA et µA ;
b) pour tout β ∈ C et i ∈ N, la dimension du noyau de (βId4 −A)i ;
c) les invariants de similitude de A.
3) Soit α ∈ R. Déterminer deux matrices A′, A′′ ∈ M4(R) qui ne sont pas semblables,
mais qui sont telles que pour A = A′, A′′ :

(i) dim
(
ker(αId4 −A)i

)
=
{
i si i 6 1
2 sinon

; et (ii) dim
(
ker(βId4 −A)i

)
= 0

pour tout β ∈ R − {α} et tout i ∈ N.
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