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Chapitre 1

Introduction

1.1 Résumé

La problématique abordée dans cette thése est I'estimation non paramé-
trique des modeles conditionnels a variable explicative fonctionnelle en trai-
tant deux cas : le cas ou la variable réponse est réelle et le cas d’'une variable
réponse fonctionnelle. On établit la convergence uniforme presque compléte

d’estimateurs non paramétriques pour certains modeéles conditionnels.

Dans un premier temps, nous considérons une suite d’observations i.i.d. et
nous construisons des estimateurs par la méthode du noyau pour la fonction
de régression généralisée, la fonction de répartition conditionnelle, la densité
conditionnelle, la fonction de hasard conditionnelle et le mode conditionnel.
Nous étudions la convergence uniforme presque compléte de ces estimateurs
en précisant leurs vitesses. A titre illustratif, nous donnons des exemples

d’applications sur des données simulées.

Dans un second temps, on généralise nos résultats au cas d’une variable
réponse fonctionnelle (appartenant & un espace de Banach) et on estime la
régression classique. Cette généralisation a été étudiée dans les deux cas : les
observations i.i.d. ainsi que le cas dépendant. Dans ce dernier, nous avons

fixé comme objectif la convergence presque compléte ponctuelle lorsque les



observations sont S-mélangeantes.

Nos résultats asymptotiques exploitent bien la structure topologique de
I’espace fonctionnel de nos observations et le caractére fonctionnel de nos mo-
déles. En effet, toutes nos vitesses de convergence sont quantifiées en fonction
de la concentration de la mesure de probabilité de la variable fonctionnelle,
de 'entropie de Kolmogorov et du degré de régularité des modeéles. Notons
également que dans le cas ou la variable réponse est aussi fonctionnelle, nos
vitesses de convergence contiennent un terme additionnel qui dépend du type

de I'espace de Banach de la variable réponse.

1.2 Summary

In this thesis, we consider the problem of the nonparametric estimation in
the conditional models when the regressor takes its values in infinite dimen-
sion space. More precisely, we treated two cases when the response variable
is real and functional. One establishes almost complete uniform convergence

of nonparametric estimators for certain conditional models.

Firstly, we consider a sequence of i.i.d. observations. In this context, we
build kernel estimators of the conditional cumulative distribution, the condi-
tional density, the conditional hazard function and the conditional mode.
We give the uniform consistency rate of these estimators. We illustrate our

results by giving an application on simulated samples.

Secondly, we generalize our results when the response variable is in a Ba-
nach space. We estimate the regression function. In this context, we treat
both cases : i.i.d and dependent observations. In the last case, we consi-
der that the observations are S-mixing and we establishes almost complete

pointwise convergence.

Our asymptotic results exploit the topological structure of functional
space for the observations. Let us note that all the rates of convergence

are based on an hypothesis of concentration of the measure of probability
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of the functional variable on the small balls and also on the Kolmogorov’s
entropy which measures the number of the balls necessary to cover some set.
Moreover, when the response variable is functional the rate of convergence

contains a new term which depends on type of Banach space.
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1.3 Liste des travaux

Publications

1. F. Ferraty, A. Laksaci, A. Tadj, P. Vieu. Rate of uniform consistency
for nonparametric estimates with functional variables. J. Statist. Plann.
Inference. 140, 335-352.

2. F. Ferraty, A. Laksaci, A. Tadj, P. Vieu. Kernel regression with functio-

nal response (en révision favorable a Electronic Journal of Statistics).

3. F. Ferraty, A. Laksaci, A. Tadj, P. Vieu. Estimation de la régression
pour variable explicative et réponse fonctionnelles dépendantes (Sou-

mis pour publication).

Communications

1. F. Ferraty, A. Laksaci, A. Tadj, P. Vieu. Rate of uniform consistency
for nonparametric estimates with functional variables. bémes Journées
de Statistique Fonctionnelle et Opérationnelle (STAPH), Dijon, les 18
et 19 Juin 2009.

2. F. Ferraty, A. Laksaci, A. Tadj, P. Vieu. Modéle de régression non
paramétrique fonctionnel & variable réponse Banachique. Journées In-

ternationales de Statistique Théorique et Appliquée, Sidi Bel Abbés,
les 10, 11 et 12 Avril 2010.
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1.4 Les modéles non paramétriques condition-

nels comme outils d’analyse prévisionnelle

Etudier les liens entre deux variables aléatoires est une question trés impor-
tante en statistique. D’un point de vue historique, ce probléme a été abordé
pour la premiére fois dans un contexte géométrique par Galileo Galilei en
1632. L’idée principale de ce dernier est d’ajuster un nuage de point par une
droite permettant d’interpréter la relation entre des données contaminées.
Une formulation mathématique pour ce probléme, connue dans la littérature
sous le nom de régression linéaire, a été donnée par Legendre et Gauss indé-
pendamment, en (1805) et (1809) et est basée sur le principe des moindres
carrés. En statistique, ce probléme peut étre modélisé de la maniére sui-
vante : supposons qu’on dispose de deux variables aléatoires dépendantes X
et Y, la prévision de Y sachant X se fait & travers X par une application
r. Autrement dit, on cherche une fonction r telle que r(X) soit une bonne
approximation de Y selon un critére donné. Ainsi, le probléme devient la

minimisation de la fonction de risque suivante :
err(r) =El(Y — r(X)), (1.1)

ot [ est une fonction de perte. Si cette fonction de perte est convexe et admet

un minimum unique, alors on peut prendre la quantité
() =argmin E([(Y — ¢)| X = )
ceR

comme approximation de Y sachant X = z. En conséquence, on peut dire
qu’en statistique non paramétrique, les outils naturels pour faire la prévision
sont les modeéles liés a la distribution conditionnelle de ces variables aléa-
toires. Parmi ces modeles les plus sollicités citons la régression classique, la
régression modale (mode conditionnel), les quantiles de régressions (la mé-
diane conditionnelle). ... Dans la suite de ce paragraphe, nous rappelons les
définitions de ces outils, en explicitant la fonction de risque associée a chaque
modeéle et en mettant I'accent sur la diversité et I'étendue de la littérature

disponible sur ces modéles.
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1.4.1 La régression classique

Ayant observé X, la valeur moyenne de Y est ’approximation la plus utilisée

comme prédicteur de Y. La fonction de risque associée a ce prédicteur est
I(2) = 2%
Autrement dit, la régression classique est I'unique solution de
r(x) =EY|X = x).

Cette estimation est équivalente & ’estimation par la méthode de maximum

vraisemblance classique lorsque Y est X sont liées par la relation suivante :
Y =r(X)+e,

ol € est de loi normale de variance finie 02 et indépendante de X . L’optimalité
de cet outil de prévision dans le cas ou le bruit est gaussien ’a rendu trés

populaire.

Dans notre contexte non paramétrique, les premiers résultats ont été obte-
nus par Tukey (1961). Tandis que I'estimation par la méthode du noyau a été
utilisée pour la premiére fois en 1964 séparément par Nadaraya et Watson.
Cette méthode d’estimation a connu un développement continu. En effet,
Devroye (1978) a établi la convergence uniforme presque siire de cet estima-
teur. Le taux de convergence optimal pour la régression non paramétrique a
été donné par Stone (1980, 1982). Collomb (1981, 1983, 1984, 1985) apporte
une contribution déterminante sur ce modéle. Ces travaux se sont focalisés
sur l'utilisation de la régression dans la prévision de séries chronologiques.
Les premiers résultats asymptotiques sur l'estimation non paramétrique de
la fonction de régression sur les processus a-mélangeants ont été élaborés
par Gyorfi et al. (1989). Dans ce cadre a-mélangeant, Vieu (1991) a donné
les termes asymptotiquement exacts de I'erreur quadratique de l'estimateur a
noyau de la fonction de régression. Nous renvoyons a Bosq et Lecoutre (1987),

Schimek (2000), Sarda et Vieu (2000) pour un large éventail de références.
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Plus récemment, le modeéle de régression non paramétrique a été considéré
pour la prévision spatiale (voir de Lu et Chen (2004), Biau et Cadre (2004),
Carbon et al. (2007), Li et Tran (2009)).

1.4.2 Les quantiles de régressions

L’inconvénient de la régression classique est que l'estimation de la fonction
de régression est sensible aux valeurs aberrantes et peut se montrer inap-
propriée dans certains cas, comme lorsque la distribution est multimodale
ou fortement asymétrique. Ce manque de robustesse peut étre résolu par la
prévision en utilisant les quantiles conditionnels. Cet outil de prévision est

obtenu en introduisant la fonction de risque
I(z) = |z| +2p(z — 1)z.
Ainsi le prédicteur est la solution du probléme d’optimisation

#(z) = minE((Y — ¢)|X = 2) (1.2)

ceR

La robustesse de cette méthode provient de la convexité et la bornitude
de la fonction de risque. Ces deux propriétés sont indispensables pour la
robustesse d’'un modéle, la premiére sert & assurer l'unicité de la solution
du probléme d’optimisation (1.2), tandis que la deuxiéme est utilisée pour

réduire I'influence des observations aberrantes sur la prévision.

L’utilisation des quantiles de régression en prévision a été étudiée par plu-
sieurs auteurs. A titre d’exemple, Stone (1977) est le premier qui a estimé le
quantile conditionnel. Il a établi la convergence en probabilité d’un estima-
teur basé sur l'estimation empirique de la fonction de répartition condition-
nelle. La normalité asymptotique et la convergence uniforme de I'estimateur a
noyau de quantiles conditionnels ont été obtenues par Samanta (1989) dans le
cas i.i.d.. En 1991, Roussas a traité le cas ot les observations sont issues d’un
processus de Markov. Il a établi la convergence presque stire d’un estimateur a

noyau pour ce paramétre. Berlinet et al. (1998) donnent un théoréme général
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sur la normalité asymptotique des estimateurs des quantiles conditionnels, in-
dépendamment de la corrélation entre les observations. Zhou et Liang (2003)
ont utilisé 'approche ci-dessus (1.2) pour estimer la médiane conditionnelle.
[ls ont montré la normalité asymptotique de I'estimateur construit lorsque les
observations sont o mélangeantes. Une généralisation de cet estimateur a été
proposée par Gannoun et al. (2003). Ces derniers ont établi la convergence
presque compléte et la normalité asymptotique de ces estimateurs. Récem-
ment, Li et Lin (2007) ont rétabli les résultats de Zhou et Liang (2003) pour
le cas de variables associées. Nous renvoyons a Lemdani et al. (2009) pour

I’estimation des quantiles conditionnels sur des données tronquées.

1.4.3 La régression modale

Un autre prédicteur alternatif a la régression classique est le mode condition-
nel. Par définition, le mode conditionnel est la valeur qui maximise la densité
conditionnelle. On suppose qu’il existe un compact S ot le mode est unique

noté . Ce prédicteur est obtenu, en considérant :
0(x) = argmax fy|x—(y),
yes

ol fy|x=s est la densité conditionnelle de ¥ sachant X = z. En utilisant le
critére (1.1), nous pouvons remarquer que le mode conditionnel est obtenu

en considérant la fonction de risque

l(z):{ 0 siz=0,

1 sinon .

Un premier estimateur du mode conditionnel fut étudié¢ par Collomb et al.
(1987). Ces derniers ont ¢tabli la convergence uniforme de cet estimateur.
Dans cet article, Collomb a donné un exemple d’un processus ¢-mélangeant
ol le mode conditionnel prévoit mieux que la régression. Samanta et Tha-
vaneswaran (1990) ont étudié la normalité asymptotique. Motivé par sa su-

périorité sur la régression en prévision, le mode conditionnel a fait l'objet

16



de plusieurs travaux : Quintela-Del-Rio et Vieu (1997) sur le processus a-
mélangeant, Ould-Said (1997) pour le cas ergodique, Louani et Ould-Said
(1999) pour la normalité asymptotique dans le cas des observations fortement
mélangeantes. Loannides et Matzner-Lgber (2004) proposent un estimateur
pour le mode conditionnel lorsque les variables sont entachées d’erreurs. Nous

renvoyons a Ould-Said et Cai (2005) pour le cas de données censurées.

1.5 Modéles non paramétriques conditionnels
et variables fonctionnelles : état de 'art et

contributions de la thése

La statistique fonctionnelle occupe désormais une place importante dans la
recherche en statistique. Il s’agit de la modélisation statistique des données
qui sont des courbes supposées observées sur toutes leurs trajectoires. Ceci
est pratiquement possible en raison de la précision des appareils de mesures
modernes et de 'importante capacité de stockage qu’offrent les systémes in-
formatiques actuels. Il est facile d’obtenir une discrétisation tres fine d’objets
mathématiques tels que des courbes, surfaces,..... Ce type de variables se re-
trouve dans de nombreux domaines, comme la météorologie, la chimie quanti-
tative, la biométrie, I’économétrie ou I'imagerie médicale. Parmi les ouvrages
de référence en la matiére, on peut citer les monographies de Ramsay et Sil-
verman (1997) pour les aspects appliqués, Bosq (2000) pour les aspects théo-
riques, Ferraty et Vieu (2006) pour une étude non paramétrique et Ferraty
et Romain (2011) pour des développements récents. Dans le méme contexte,
nous renvoyons a Manteiga et Vieu (2007) ainsi que Ferraty (2010). L’objec-
tif de ce paragraphe est de faire une étude bibliographique sur les modéles
non paramétriques conditionnels considérés dans cette thése, permettant de
comparer nos résultats obtenus avec ceux qui existent déja. Cependant, vu
I’étendue de la littérature disponible dans ce domaine, nous ne pouvons pas

faire un exposé exhaustif. Ainsi, nous allons restreindre notre étude biblio-
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graphique aux modéles non paramétriques.

1.5.1 Sur le modéle de régression

Les premiers résultats en statistique non paramétrique fonctionnelle ont été
¢laborés par Ferraty et Vieu (2000) et ils concernent 'estimation de la fonc-
tion de régression a variable explicative de dimension fractale. Ils ont établi
la convergence presque compléte d'un estimateur a noyau de ce modéle non
paramétrique dans le cas i.i.d. En s’inspirant des développements récents
de la théorie des probabilités de petites boules, Ferraty et Vieu (2004) ont
généralisé ces derniers résultats au cas a-mélangeant et ils ont exploité 1'im-
portance de la modélisation non paramétrique des données fonctionnelles en
appliquant leur étude a la discrimination des courbes et a la prévision. Dans
le cadre d’observations fonctionnelles a-mélangeantes, Masry (2005) a mon-
tré la normalité asymptotique de I'estimateur de Ferraty et Vieu (2004) pour
la fonction de régression. Le lecteur peut trouver dans le livre de Ferraty et
Vieu (2006), un large éventail des applications de la fonction de régression
en statistique fonctionnelle. La convergence en moyenne quadratique a été
étudiée par Ferraty et al. (2007). Plus précisément, ils ont explicité le terme
asymptotique exacte de erreur quadratique. Ce résultat a été utilisé par
Rachdi et Vieu (2007) pour déterminer un critére de sélection automatique
du parameétre de lissage basé sur la validation croisée. La version locale de ce
critére a été étudiée par Benhenni et al. (2007). On trouvera dans cet article
une étude comparative entre 'approche locale et globale. Comme travaux
bibliographiques récents en régression, nous renvoyons le lecteur a Ferraty et
Vieu (2011) ainsi qu’a Delsol (2011). Des résultats sur "uniforme intégrabi-
lité ont été établis par Delsol (2007,2009) et Delsol et al. (2011). D’autres
travaux se sont intéressés a l’estimation de la fonction de régression en utili-
sant différentes approches : la méthode des k plus proches voisins par Burba
et al. (2008), les techniques robustes par Azzidine et al. (2008), Attouch et
al. (2009) et Crambes et al. (2008), I'estimation par la méthode simplifiée de
polynéme locaux par Barrientos-Marin et al. (2010).
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Tout au long de ce travail de thése, nous avons considéré une variable explica-
tive fonctionnelle. Notre apport dans ce domaine concerne en premier temps
la convergence uniforme de l'estimateur a noyau de l'opérateur de régres-
sion lorsqu’on considére une variable réponse scalaire. Dans la deuxiéme et
la troisiéme partie de la thése, nous étudions le cas ot la variable réponse est
aussi fonctionnelle. Comme résultats asymptotiques, nous obtenons en pre-
mier temps la convergence uniforme d’un estimateur a noyau dans le cas ol
les observations sont indépendantes et identiquement distribuées et ensuite,
nous ¢établissons la convergence presque compléte lorsque les observations

sont S-mélangeantes.

1.5.2 Sur la fonction de répartition conditionnelle

L’estimation de la fonction de répartition conditionnelle dans un cadre fonc-
tionnel a été introduite par Ferraty et al. (2006). Ils ont construit un es-
timateur a double noyau pour la fonction de répartition conditionnelle et
ils ont précisé la vitesse de convergence presque compléte de cet estimateur
lorsque les observations sont indépendantes et identiquement distribuées. Le
cas des observations a-mélangeantes a été étudié par Ferraty et al. (2005).
Un exemple d’application sur la prévision via la médiane conditionnelle, ainsi
que la détermination d’intervalles de prédiction ont été considérés dans cet
article. Plusieurs auteurs ont traité l'estimation de la fonction de répartition
conditionnelle comme une étude préliminaire de l'estimation des quantiles
conditionnels. Citons par exemple, Ezzahrioui et Ould-Said (2005,2006) qui
ont étudié la normalité asymptotique de cet estimateur dans les deux cas
(ii.d. et a-mélangeant). Une autre méthode d’estimation pour les quantiles
conditionnels a été proposée par Laksaci al. (2009). Les résultats asympto-
tiques de cet article sont la convergence presque compléte et la normalité
asymptotique dans le cas i.i.d. Nous renvoyons a Cardot et al. (2004) pour

une approche linéaire des quantiles conditionnels en statistique fonctionnelle.

La contribution de la thése sur ce modeéle est ’'étude de la convergence uni-
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forme sur les deux arguments réel et fonctionnel de I’estimateur de la fonction
de répartition conditionnelle. La vitesse de convergence de cet estimateur est
précisée. Les résultats obtenus sont détaillés dans le chapitre 2 de cette thése.
Ce sont les premiers résultats uniformes disponibles dans la littérature por-
tant sur l'estimation de la fonction de répartition conditionnellement a une

variable fonctionnelle.

1.5.3 Sur la densité conditionnelle et ses applications

L’estimation de la fonction de densité conditionnelle et ses dérivées, en sta-
tistique fonctionnelle, a été introduite par Ferraty et al. (2006). Ces auteurs
ont obtenu la convergence presque compléte dans le cas i.i.d. Depuis cet
article, une littérature abondante s’est développée sur ’estimation de la den-
sité conditionnelle et ses dérivées, notamment afin de 1'utiliser pour estimer le
mode conditionnel. En effet, en considérant des observations a-mélangeantes,
Ferraty et al. (2005) ont établi la convergence presque compléte d’un estima-
teur & noyau du mode conditionnel défini par la variable aléatoire maximisant
la densité conditionnelle. Alternativement, Ezzahrioui et Ould-Said (2005,
2006) ont estimé le mode conditionnel par le point qui annule la dérivée de
I’estimateur a noyau de la densité conditionnelle. Ces derniers se sont concen-
trés sur la normalité asymptotique de I'estimateur proposé dans les deux cas
(i.i.d. et mixing). La précision des termes dominants de l’erreur quadratique
de I'estimateur a noyau de la densité conditionnelle a été obtenue par Laksaci
(2007). Nous renvoyons a Laksaci et al. (2010) pour la question du choix du
parameétre de lissage dans I'estimation de la densité conditionnelle & variable

explicative fonctionnelle.

Dans cette thése, nous proposons d’étudier la convergence uniforme d’un
estimateur & noyau pour la densité d’une variable réelle conditionnée par
une variable aléatoire fonctionnelle. Nous donnons avec précision la vitesse
de convergence de cet estimateur et dérivons des propriétés asymptotiques

de lestimateur du mode conditionnel. Le lecteur trouvera ’ensemble de ces
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résultats au chapitre 2.

1.5.4 Sur la fonction de hasard conditionnelle

La littérature sur 'estimation de la fonction de hasard conditionnelle est re-
lativement restreinte en statistique fonctionnelle. L’article de Ferraty et al.
(2008) est un travail précurseur sur le sujet. Dans cette publication les au-
teurs ont établi la convergence presque compléte d’un estimateur a noyau
de la fonction de hasard conditionnelle, lorsque les observations sont indé-
pendantes et identiquement distribuées. Dans le méme contexte, Ezzahrioui
(2007) a étudié la normalité asymptotique. Le cas a-mélangeant a été traité
par Quintela-Del-Rio (2010). Ce dernier a établi la convergence presque com-
pléte et la normalité asymptotique de I'estimateur proposé par Ferraty et al.
(2008). L’auteur a illustré ces résultats asymptotiques par une application
sur des données sismiques. On pourra regarder également le récent article de
Laksaci et Mechab (2010) sur l'estimation de la fonction de hasard condi-

tionnelle pour des données fonctionnelles spatialement dépendantes.

Dans cette thése, nous étudions 'estimation de la fonction de hasard d’une
réponse réelle conditionnellement & une variable fonctionnelle. Nous obtenons
la vitesse de convergence presque compléte uniforme sur les deux arguments
fonctionnel et réel. Ces premiers résultats uniformes sont détaillés dans le

chapitre 2.

1.6 Présentation du cadre de travail et des ré-

sultats

1.6.1 Présentation de la problématique de la thése

La premiére thématique de cette thése porte essentiellement sur I'étude de la
convergence uniforme en statistique non paramétrique fonctionnelle. Rappe-

lons que 'une des principales motivations de l’engouement de la statistique
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non paramétrique fonctionnelle est la solution qu’elle offre pour le probléme
du fléau de la dimension. Ce phénoméne bien connu en statistique non para-
métrique concerne la dégradation considérable de la qualité de ’estimation
lorsque la dimension augmente. La convergence uniforme en statistique non
paramétrique fonctionnelle engendre un autre probléme de dimensionnalité.
En effet, d’'une maniére générale le traitement de la convergence uniforme sur
un ensemble donné est lié au nombre des boules qui recouvrent cet ensemble.
En dimension finie pour un ensemble compact, ce nombre est de 'ordre de
r¢ ol  est le rayon des boules, d est la dimension de l’espace. Du point de
vue probabiliste, cette relation est justifiée par le fait que la probabilité de
I'ensemble est majorée par le nombre de boules multipliés par r¢ qui est la,
mesure de Lebesgue d'une boule de rayon r. Donc, on peut dire qu’il y a une
relation entre le nombre des boules, la dimension de 'espace et la mesure
de probabilité utilisée. Ainsi, il est naturel de s’interroger sur la vitesse de
convergence uniforme des estimateurs lorsque la dimension est infinie. Bien
entendu, ce nombre dépend de la structure topologique de I'espace de variable

fonctionnelle considérée mais les questions les plus importantes sont :

1. Peut-on trouver un compromis entre le rayon de la boule et le nombre

des boules pour assurer la convergence uniforme des estimateurs construits ?

2. Peut-on optimiser la vitesse de convergence en fonction de la structure

topologique considérée ?

L’étude effectuée dans la premiére partie de cette thése constitue une
réponse a cette question et la notion d’entropie jouera un roéle clé dans notre
démarche.

La deuxiéme problématique abordée est le cas ot la variable réponse est
fonctionnelle. Un tel sujet a été 'objet de plusieurs études dans le cas fonc-
tionnel paramétrique : nous renvoyons le lecteur & Bosq (1989, 1990, 1991),
Besse et Cardot (1996), Antoniadis et Sapatinas (2003) ou encore Laukai-
tis (2007). Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous donnons plusieurs
résultats dans le cadre non paramétrique lorsque la variable réponse est fonc-

tionnelle. Il s’agit, & notre connaissance, de la premiére étude générale dans
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ce contexte.

1.6.2 Le plan de la thése

Ce premier chapitre est consacré a la présentation des notations et des
résultats asymptotiques obtenus. Puis, cette thése se divise en trois parties.
La premiére partie s’intéresse uniquement a une variable réponse réelle et
au cas d’observations i.i.d.. Dans ce contexte, nous étudions la convergence
uniforme des estimateurs a noyau de l'opérateur de régression, de la fonc-
tion de répartition conditionnelle ainsi que de la densité conditionnelle. Puis,
nous dérivons des résultats portant sur ’estimation de la fonction de hasard
conditionnelle ou bien celle du mode conditionnel. Dans la deuxiéme partie,
nous nous intéressons a la situation ot la variable réponse est Banachique
(i.e. a valeurs dans un espace de Banach) et toujours au cas d’observations
i.i.d.. Le chapitre 4 propose un rappel d’outils probabilistes pour variables
aléatoires Banachiques. Les résultats de convergence uniforme de I'estimateur
a noyau de 'opérateur de régression sont détaillés dans le chapitre 5. Enfin,
une troisiéme partie propose un premier résultat de convergence ponctuelle
de l'estimateur a noyau de l'opérateur de régression lorsqu’on considére la

réponse fonctionnelle et des observations dépendantes.

1.6.3 Présentation des modéles et ses estimateurs

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires & valeurs dans F x R, ot
F est un espace semi-métrique. On note d la semi-métrique de F. Pour tout

x € F, on définit la fonction de régression généralisée par
my(z) = E[p(Y) [ X = 2],

oll ¢ est une fonction mesurable connue (voir Ferraty et Vieu 2006). Notons
que cette fonction peut regrouper plusieurs modéles non paramétriques tels

la régression classique pour ¢ = Id (Ferraty et Vieu (2002)), ou la fonction
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de répartition conditionnelle si p(t) = Ij_o ,4(t) (pour y € R). La fonction

de répartition conditionnelle de Y sachant X = x, notée F'* est donnée par
Ffy) =P <ylX =2), VyeR

On suppose que cette distribution conditionnelle de Y sachant X est abso-
lument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dont on note f* sa
densité. On désigne par f*U) la dérivée d’ordre j de cette densité condition-
nelle.

Soit (X;,Yi)i=1...n des couples ayant la méme loi que (X,Y’). On considére

un estimateur pour la fonction de régression généralisée, noté m,, défini par

() = it K(hghd(z, X,))p(Y7)
) S, K (hid(x, X0)

ou K est un noyau et hy est une suite de réels positifs. Ainsi, on construit

, Vo € F,

un estimateur pour la fonction de répartition conditionnelle, noté re (voir,
Ferraty et al. (2006)), défini par

ﬁ(y) = Z Whi(2) Ly, <y Vy € R, Vo € F,

i=1

ou

K (higtd(z, X;))
YL K(hgd(x, X))

De méme, on introduit un estimateur pour la densité conditionnelle, noté [,

défini par
_ g i K (g d(a, Xa) H (hy' (y — V7))
> Kby d(z, X5)) ’

ol H est un noyau et hy est une suite de réels positifs.

ﬁ(y) Vy € R, Vo € F,

Pour 'estimation de la fonction de hasard conditionnelle, on note par h*
la fonction de hasard conditionnelle et h* son estimateur & noyau, donnée
respectivement par

f(y)

h’(y):Tx(y)v vqu(y)<17 vafa
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gy = W)
=10
1= F(y)
On étudie aussi le mode conditionnel. Un estimateur de 6 est la variable
aléatoire 6 solution du probléme d’optimisation suivant :

F2(6) = sup F(y).

yes

1.6.4 Présentation des résultats obtenus
Réponse réelle et cas i.i.d.

Nous supposons pour commencer que ’échantillon que nous étudions est
constitué de variables indépendantes et nous établissons la convergence uni-
forme de notre estimateur, en donnant ’expression explicite des termes de

vitesse de convergence.

Théoréme 1 Soit Sr C F, on a

- B b wsf (lo;gln)
Sup Jp(x) —m (@) = Ohi) + Oueo. | \[ 7055 |

ou ¢(hg) est la concentration de la mesure de probabilité de la variable

fonctionnelle X dans la boule de centre x et de rayon hy et 9g, (105 ") est la

fonction d’entropie.

Théoréme 2

R ¢S (1ogn)
sup sup | F* _ T -0 hbl + Oa.co. PF N n J
p I - = o) )
Théoréme 3
N Q/)S (logn)
sup sup |f*(y) — f* = O(h5) + O(R%) + Og.co. L
xeSI;yeSI;V (y) = [ (y)] (hg) (hg) : n'=7¢(hg)
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Théoréme 4

N wS (1ogn)
he —h* =0 h,bl —+ @) hb2 + Oa co. — L
sup sup [7(y) = 1 (y)| = O(hR) + O(h) + 0. 6 (hr)
Corollaire 1
e j (0 (logn)
0(x)— 0 = O(h) + O(hfg) + Opo. | || 522
sup 16(z) — 0(@) () + O + Ovco. | \| 5505

La démonstration de ces résultats et le détail des conditions imposées
seront donnés dans l'article Ferraty et al. (2010) qui est présenté dans le

chapitre 2 de cette thése.

Réponse fonctionnelle et cas i.i.d.

Dans cette partie, nous généralisons les résultats obtenus précédemment a
une variable réponse appartenant a un espace de Banach B. En introduisant
des conditions de concentration et d’entropie de Kolmogorov, on a le résultat

suivant :

Théoréme 5

e — o b l2) o ()
s ) =m@lf = 000 + Ouco |\ =5y | YO \nomy)

ou m est la fonction de régression définie par
m(z)=E[Y| X =2z], VxelF,

et m(z) est estimateur de m(z) donné par

DY K(h td(z, X;))Y;
Y K (h (X))

et ot p désigne le type de 'espace B.

ﬁl(x) , VLL’G./_",

La démonstration et le détail des conditions imposées font 1'objet d’un

article récemment soumis et qui est présenté dans le chapitre 5 de cette these.
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Réponse fonctionnelle et cas f-mélangeant

Afin de généraliser des problémes non standards de la statistique non
paramétrique (par exemple, la prévision des séries temporelles), nous mo-
délisons la notion de dépendance en considérant une suite d’observations
[S-mélangentes. Ainsi, en renforgant les hypothéses de concentration sur la
loi conjointe (Xj,Y;) ainsi que les hypothéses sur les coefficients de mélange,

on montre le résultat suivant de convergence ponctuelle :

Théoréme 6

S 00) — ()| = b logn 1 1=1/p
|l (x) ()II—O(h)+Oa.w.< 7h)>+0<7(h)) :

n1—6¢x( n1—6¢x

Ce résultat sera établi dans le chapitre 6 de cette thése.
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Premiére partie

Convergence uniforme : réponse

réelle
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Chapitre 2

Réponse réelle et cas 1.1.d.

Ce chapitre fait I'objet d’une publication dans Journal of Statistical Plan-
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abstract In this paper we investigate nonparametric estimation of some func-
tionals of the conditional distribution of a scalar response variable Y given a
random variable X taking values in a semi-metric space. These functionals
include the regression function, the conditional cumulative distribution, the
conditional density and some other ones. The literature on nonparametric
functional statistics is only concerning pointwise consistency results, and our
main aim is to prove the uniform almost complete convergence (with rate)
of the kernel estimators of these nonparametric models. Unlike in standard
multivariate cases, the gap between pointwise and uniform results is not im-
mediate. So, suitable topological considerations are needed, implying changes
in the rates of convergence which are quantified by entropy considerations.
These theoretical uniform consistency results are (or will be) key tools for
many further developments in functional data analysis.

keyword : Uniform almost complete convergence, kernel estimators, func-

tional data, entropy, semi-metric space.

2.1 Introduction

Studying the link between a scalar response variable Y given a new va-
lue for the explanatory variable X is an important subject in nonparametric
statistics, and there are several ways to explain this link. For examples, the
conditional expectation, the conditional distribution, the conditional density

and the conditional hazard function. The purpose of this paper is to give
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some contribution to the nonparametric estimation of these various conditio-
nal quantities when the explanatory variable is functional. This investigation
is motivated by the fact that there is an increasing number of examples co-
ming from different fields of applied sciences for which the data are curves
and there are many nonparametrical statistical problems which occur in the
functional setting (see, Ferraty and Vieu, 2006 for an extensive discussion on
nonparametric statistics for functional data). Note that the modelization of
functional variable is becoming more and more popular since the publication
of the monograph of Ramsay and Silverman (1997) on functional data analy-
sis. However, the first results concerning the nonparametric models (mainly
the regression function) were obtained by Ferraty and Vieu (2000). They
established the almost complete pointwise consistency ! of kernel estimators
of the regression function when the explanatory variable is functional and
the observations are i.i.d. Their study is extended to nonstandard regression
problems such that time series prediction (see, Ferraty et al., 2002). Niang
and Rhomari (2003) stated the convergence in L? norm of the kernel estima-
tor of this model, and Delsol (2007) states the exact asymptotic expression
for LP errors. The asymptotic normality result for the same estimator in
the strong mixing case has been obtained by Masry (2005) and extended
by Delsol (2009). The kernel type estimation of some characteristics of the
conditional cumulative distribution function and the successive derivatives of
the conditional density have been introduced by Ferraty et al. (2006). They
established the almost complete consistency for i.i.d observations. The strong
mixing case has been studied by Ferraty et al. (2005). Recently, Ferraty et al.
(2007) gave the asymptotic expansion of the mean squared error of the ker-
nel estimator of the regression function. Pointwise asymptotic properties of a

kernel estimate of the conditional hazard function have been investigated by

1. Let (Z")ne]N* be a sequence of real variables; we say that z, converges almost
completly (a.co.) to zero if and only if, Ve > 0, > >° | P(|z,| > €) < oo. Moreover, let
(un), N+ be a sequence of positive real numbers; we say that z, = O(u,) a.co. if and
only if 3¢ > 0, > °° | P(|z| > €eu,,) < oo. This kind of convergence implies both almost

sure convergence and convergence in probability.
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Ferraty et al. (2008). Among the lot of papers concerning the nonparametric
models related with the conditional distribution of a real variable given a
random variable taking values in infinite dimensional spaces, we only refer to
papers by Niang and Laksaci (2007) and Ezzahrioui and Ould-Said (2008).

While this literature is only concerning pointwise asymptotic, our interest in
this paper is to establish the uniform almost complete convergence of the non-
parametric estimates of the various conditional quantities mentioned above.
Uniform consistency results have been successfully used in standard non-
parametric setting in order to derive asymptotic properties for data-driven
bandwidth choice, additive modelling, multi-step estimation, .... So, it is
natural in this setting of functional data analysis (FDA) to investigate in a
systematic way uniform consistency properties. Indeed, because the FDA to-
pic youth one can expect in a near future that all these results will be useful
in numerous functional statistical methodologies like data-driven procedures,
additive modelling, . .. (see, Section 7 for more detailed motivations or related
bibliography). Moreover, this work completes the results obtained in Ferraty
and Vieu (2006) where the pointwise almost complete consistency with rate
is given for such models. It is worth noting that the uniform convergence is
not a direct extension of the previous pointwise results. Indeed, it requires
additional topological conditions, expressed here in terms of Kolmogrov’s en-
tropy. We will see that, unlike the standard nonparametric statistics, these
infinite dimensional topological considerations may lead in some cases (see
for instance, Example 3 in Section 2.2) to rates which are slower for uniform
results than for pointwise ones. At last, all these asymptotic results are esta-
blished under conditions related to some concentration properties expressed
in terms of small balls probabilities of the underlying explanatory variable.
We note that our hypotheses and results unify both cases of finite and in-
finite dimension of the regressors, which permits to overcome the curse of
dimensionality problem. Section 2 focuses on topological considerations via
the Kolmogorov’s entropy, whereas Section 3 deals with a general regression

model. In Section 4, we study the conditional cumulative distribution while
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the conditional density estimation is developed in Section 5. In Section 6, we
emphasize the repercussion of the previous results on the estimation of the
conditional mode and conditional hazard function. Finally, in Section 7, we
comment the obtained results and their potential impact on the statistical
literature as key tools for many further advances in FDA.

Throughout this paper, we consider a sample of independent pairs (X;, Yi)1<i<n
identically distributed as (X,Y") which is a random vector valued in F x R,
where F is a semi-metric space, d denoting the semi-metric and we will use

the notation B(z,h) = {2’ € F/d(2',x) < h}.

2.2 Topological considerations

2.2.1 Kolmogorov’s entropy

The purpose of this section is to emphasize the topological components of
our study. Indeed, as indicated in Ferraty and Vieu (2006), all the asymptotic
results in nonparametric statistics for functional variables are closely related
to the concentration properties of the probability measure of the functional
variable X. Here, we have moreover to take into account the uniformity
aspect. To this end, let Sz be a fixed subset of F ; we consider the following
assumption :
(H1) Vz € Sz, 0 < Cp(h) < P(X € B(x,h)) < C'¢(h) < oo.

We can say that the first contribution of the topological structure of the func-
tional space can be viewed through the function ¢ controling the concentra-
tion of the measure of probability of the functional variable on a small ball.
Moreover, for the uniform consistency, where the main tool is to cover a
subset Sz with a finite number of balls, one introduces an other topological

concept defined as follows :

Definition 1
Let S be a subset of a semi-metric space F, and let € > 0 be given. A finite
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N
set of points x1, o, ...,xyN in F is called an e-net for S if S C U B(xy, €).

k=1
The quantity vs(e) = log(N(S)), where N.(S) is the minimal number of open

balls in F of radius € which is necessary to cover S, is called the Kolmogorov’s

e-entropy of the set S.

This concept was introduced by Kolmogorov in the mid-1950’s (see, Kolmo-
gorov and Tikhomirov, 1959) and it represents a measure of the complexity
of a set, in sense that, high entropy means that much information is needed
to describe an element with an accuracy e. Therefore, the choice of the topo-
logical structure (with other words, the choice of the semi-metric) will play
a crucial role when one is looking at uniform (over S) asymptotic results.
More precisely, we will see thereafter that a good semi-metric can increase
the concentration of the probability measure of the functional variable X as
well as minimize the e-entropy of the subset Sz. In an earlier contribution
(see, Ferraty et al., 2006) we highlighted the phenomenon of concentration
of the probability measure of the functional variable by computing the small
ball probabilities in various standard situations. We will devote Section 2.2 to
discuss the behaviour of the Kolmogorov’s e-entropy in these standard situa-
tions. Finally, we invite the readers interested in these two concepts (entropy
and small ball probabilities) or/and the use of the Kolmogorov’s e-entropy

in dimensionality reduction problems to refer to respectively, Kuelbs and Li
(1993) or/and Theodoros and Yannis (1997).

2.2.2 Same examples

We will start (Example 1) by recalling how this notion behaves in un-
functional case (that is when F = R”). Then, Examples 2 and 3 are covering
special cases of functional process. More interestingly (from statistical point
of view) is Example 4 since it allows to construct, in any case, a semi-metric
with reasonably "small" entropy.

Examplel : Compact subset in finite dimensional space : A standard theorem
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of topology guaranties that for each compact subset S of RP and for each

€ > 0 there is a finite e-net and we have for any ¢ > 0,

Us(e) < Cplog (1) |

More precisely, Chate and Courbage (1997) have shown that, for any € > 0
the regular polyhedron in R? with length r can be covered by ([27\/—} + 1)
balls, where [m] is the largest integer which is less than or equal to m. Thus,

the Kolmogorov’s e-entropy of a polyhedron P, in RP with length r is

Ve>0,  p(e) ~plog ([@} + 1) .

Example2 : Closed ball in a Sobolev space : Kolmogorov and Tikhomirov
(1959) obtained many upper and lower bounds for the e-entropy of several
functional subsets. A typical result is given for the class of functions f(t) on

T =[0,2p) with periodic boundary conditions and

/f2 dt+—/ Fm(t)dt < r.

The e-entropy of this class, denoted W3™(r), is

1/m
Qﬂwz’”( ( ) <C (€> .
Example3 : Unit ball of the Cameron-Martin space : Recently, Van der Vaart

and Van Zanten (2007) characterized the Cameron-Martin space associated
to a Gaussian process viewed as map in C[0, 1] with the spectral measure p

satisfying

/ exp(8]A])pu(dA) < oo,

H= {t :— Re (/ e‘mh()\)du(k)) : he Lz(u)} ,

and they show that Kolmogorov’s e-entropy of the unit ball BEMW of this

space with respect to the supremum norm ||.|| is

1 2
wBﬂ”W( €) ~ <log (;)) ,ase— 0.
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Example 4 : Compact subset in a Hilbert space with a projection semi-metric :
The projection-based semi-metrics are constructed in the following way. As-
sume that H is a separable Hilbert space, with inner product < .,. > and
with orthonormal basis {ej,...,e;,...}, and let k be a fixed integer, &k > 0.
As shown in Lemma 13.6 of Ferraty and Vieu (2006), a semi-metric dj on ‘H

can be defined as follows :

k
di(z,2)) = | <z —ale;>2 (2.1)
j=1

Let x be the operator defined from #H into R¥ by
xX(x)=(<mze >,....,<x e >),

and let d,,¢ be the euclidian distance on R¥, and let us denote by Beyq(.,.) an
open ball of R* for the associated topology. Similarly, let us note by By(.,.) an
open ball of H for the semi-metric d;. Because x is a continuous map from
(H,dy) into (R, deuq), we have that for any compact subset S of (H,dy),
x(S) is a compact subset of R*. Therefore, for each € > 0 we can cover y(95)

with balls of centers z; € R* :
x(S) C UL Boyal(z,7), with dr* = C for some C > 0. (2.2)

Fori=1,...,d, let x; be an element of H such that y(x;) = z;. The solution
of the equation y(x) = z; is not unique in general, but just take z; to be one

of these solutions. Because of (2.1), we have that :
X N Bewal(zi, 1)) = Bi(x, 7). (2.3)

Finally, (2.2) and (2.3) are enough to show that the Kolmogorov’s e-entropy

of S is
Ys(€) = Cklog (1) :

€
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2.3  Estimation of the regression function

In this Section, we consider the problem of the estimation of a generalized

regression function defined as follows :
my(x) =E[pY)| X =12|, VxelF, (2.4)

where ¢ is a known real-valued Borel function. The model (2.4) has been
widely studied, when the explicative variable X is real and ¢(Y) =Y while
Deheuvels and Mason (2004) provide recent advances for general function ¢.
This model covers and includes many important nonparametric models such
as the classical regression function, the conditional distribution,. . ..

From the kernel estimator of the classical regression function (see, Ferraty

and Vieu, 2006), we propose the estimate of mg(z) of my,(x) defined as

Y K X))
A= e R xS

where K is a kernel function and hx = hg,, is a sequence of positive real

numbers which goes to zero as n goes to infinity.

Our aim is to establish the uniform almost complete convergence of m,, on
some subset Sz of F. To do that we denote by C or/and C” some real generic
constants supposed strictly positive and we assume that

(H2) There exists b > 0 such that Vai, 20 € Sz, |my(21) — my(z2)| <
Cd (21, x5),

(H3) Vm > 2, E(|p(Y)|™X = z) < dn(z) < C < oo with 6,,(.) conti-
nuous on S,

(H4) K is a bounded and Lipschitz kernel on its support [0, 1), and if
K(1) = 0, the kernel K has to fulfill the additional condition —oo <
C<K(t)<C <0,

(H5) The functions ¢ and g, are such that :

(H5a) 3C > 0,3y > 0, Vnp < no, ¢'(n) < C, and if K(1) = 0, the
function ¢(.) has to fulfill the additional condition :

n
30> 0, I > 0, V0 < 1 < o, / o) du > Cnon).
0
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(H5b) For n large enough,

)

(logn)? < s, (logn) _ n¢(hy)

0 o) logn
(H6) The Kolmogorov’s e-entropy of S satisfies

Zexp{ B)s, (logn)} < oo, for some [ > 1.

Conditions (H2)-(H4) are very standard in the nonparametric setting. Concer-
ning (Hb5a), the boundness of the derivative of ¢ around zero allows to consi-
der ¢ as a Lipschitzian function. In addition, from a theoretical point of view,
one has to separate the case when K(.) is a continuous kernel (i.e. K(1) = 0)
and the case when K(.) is not continuous (which contains, for instance, the
uniform kernel). The case when K (1) = 0 is more delicate and one has to
introduce an additional assumption acting on the behaviour of ¢ around zero
(see the proof in appendix). Hypothesis (H5b) deals with topological consi-
derations by controling the entropy of Sz. For a radius not too large, one
requires that ¢g, (IOTgL -
implies that g, (log") /(n¢(hgk)) tends to 0 when n tends to +o00. As re-

n

) is not too small and not too large. Moreover, (H5b)

marked in Section 2, in some “usual” cases, one has g, (loi") ~ C'logn
and (H5b) is satisfied as soon as (logn)? = O(n ¢(hk)). In a different way,
Assumption (H6) acts on the Kolmogorov’s e-entropy of Sr. However, if one
considers the same particular case as previously, it is easy to see that (H6)

is verified as soon as [ > 2.

Theorem 1 Under the hypotheses (H1)-(H6), we have

__ b sy (27)
félsli [Me(z) —my(z)| = O(hk) + Ou.co. “nolhe)

(2.5)

2.4 Conditional cumulative distribution esti-

mation

In this section, we assume that the regular version of the conditional pro-

bability of Y given X exists and we study the uniform almost complete
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convergence of a kernel estimator of the conditional cumulative distribution
function, denoted by F*. A straightforward way to estimate the function F*
is to treat this function as particular case of m, with ¢(t) = Ij_ () (for
y € R). Thus, we estimate F'* by

F\m(y) = Z Wni(l')ﬂ{yigy}, Yy € R, Vo € F,

i=1

where ) K(hf}ld(x, X))
Y, K(hd(x, X3))

The estimate of the conditional cumulative distribution function has been in-

vestigated, in the real case, by several authors (see, Roussas, 1969, Samanta,
1989, among others). In the functional case, Ferraty et al. (2006) establi-
shed the almost complete convergence of a double kernel estimator of the
conditional cumulative distribution function.

Clearly, the previous result stated in Section 3 allows to conclude the almost
complete convergence of Fe uniformly in the functional argument x. Indeed,

it suffices to apply Theorem 1 to get :

Corollary 1 Under the hypotheses (H1),(H2) and (H})-(H6), we have

[ I _ b ¢S}' (10%)
sp |F7(y) = ()] = O) + Ouco {12025

But, in order to derive the uniform consistency on both (functional and real
arguments), we fix a compact subset Sg of R and we consider the following
additional assumptions :
(H2") Y(y1,92) € Sr X Sg, V(z1,22) € Sr X Sz,
| (y1) — F*2(yo)| < C (d(m1, 22)" + |y — yo™)
(H6') The Kolmogorov’s e-entropy of Sr satisfies

> 1
an/2b2 exp {(1 — B)s, < ogn)} < 0o, for some > 1.
n=1

n
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Theorem 2 Under the hypotheses (H1), (HZ),(H4), (H5) and (HO ), we

have

. logn
sup sup |[F*(y) — F(y)| = O(h%) + Oq.co. M (2.6)

r€SF yeSr n¢(h'K)

2.5 Conditional density estimation

In this section, similar results will be derived for the kernel estimator of the
conditional density of Y given X. We assume that the conditional probability
of Y given X is absolutely continuous with respect to the Lebesgues measure
on R and we will denote by f* the conditional density of Y given X = z. We

define the kernel estimator f# of f* as follows :

_ b Y K (hitd(a, Xo) H (hy' (y — V7))

fow) S K (hd(r, X)) ek vre 2 .

where the functions K and H are kernels and hy = hg,, (vesp. hy = hp,) is

a sequence of positive real numbers. Note that a similar estimate was already
introduced in the special case when X is a real random variable by Rosenblatt
(1969) and by Youndjé (1996) among other authors.
In order to establish the uniform almost complete convergence of this esti-
mator, we consider the following additional assumptions :

(H2") Y(y1,y2) € Sk X Sgr, V(x1,22) € Sy X Sx,

[f () = [2(ye)] < C (d™ (w1, 22) + [1n — 12])
(H5b") For some v € (0, 1), lim,,—, 1o n"hy = 0o, and for n large enough :

(log n)? logn _ n'=7 g(hi)
sty <45 (0 < o

Y

(H6”) The Kolmogorov’s e-entropy of Sr satisfies

n

0 1
S /2 exp {(1 — B)is; ( Og”)} < o0, for some 1 > 1,
n=1
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(H7) H is bounded Lipschitzian continuous function, such that [ [¢[*H (¢)dt <
oo and [ H?(t)dt < .

Theorem 3 Under the hypotheses (H1), (H2'),(H4),(Hb5a),(H5Y'), (H6")
and (H7), we have

~ logn
sup sup [F2(4) — F7(5)] = O(h) + O+ O, | [ L2250

. (2.8
TESF yESR n1—7¢(hK> ( )

2.6 Some direct consequences

2.6.1 Estimation of the conditional hazard function

This section is devoted to the almost complete convergence of the kernel

estimator of the conditional hazard function of Y given X uniformly on fixed
subset Sz x Sg of F x R. We return to Ferraty et al. (2008) for the pointwise

almost complete convergence of this model, in the functional case. Recall

that the conditional hazard function is defined by :

he(y) = % Yy, F*(y) < 1, Vo € F.

Naturally, the conditional hazard function estimator is closely linked to the

conditional survival function estimate. Consider the kernel estimates of the

functions F* and f? defined in the previous Section, and adopt the kernel

estimator ?L;(y) of the conditional hazard function h* defined by :

—~ -y
S

In addition to the previous assumptions, used to establish the convergence
rates of (2.6) and (2.8), the following is needed :

(H8) 3d; > 0, 62 > 0 such that Yz € Sz, Yy € Sk, F*(y) < §; < 1 and
fi(y) < 0.
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Theorem 4 Under the hypotheses of Theorem 3 and if (H6') and (H8) hold,

then
aup sup [ () — ()| = O(H) + 00 + 0o | 12202} (29)
r€SF yeSR nl_'ng(hK)

2.6.2 Conditional mode estimation

Let us now study the almost complete convergence of the kernel estimator of
the conditional mode of Y given X = x, denoted by #(z), uniformly on fixed
compact subset Sr of F. For this, we assume that 6(z) satisfies on S the
following uniform uniqueness property (see, Ould-said and Cai, 2005, for the
multivariate case).
(H9) Veog > 03dn >0, Vr: S — Sg,
sup [0(z) —r(z)| = e = sup [f*(r(z)) — f7(0(2))] = n.

TESF zeSE

Moreover, we suppose also that there exists some integer j > 1 such that
Vx € Sr the function f* is j-times continuously differentiable with respect

to y on Sg and _
(110) ffOH(x)=0if 1 <l <j and ff(J)(-) is uniformly continuous on Sg
such that |f*W)(4(x))| > C > 0,
where f*0) is the j** order derivative of the conditional density f*.
We estimate the conditional mode #(z) with a random variable 9/(\1') such

that

—

0(x) = arg sup f*(y).

yESR

From Theorem 3 we derive the following Corollary.

Corollary 2 Under the hypotheses of Theorem 3 and if the conditional den-
sity f* satisfies (H9) and (H10), we have

sup [0(z) — 0(z)| = O(h) + O(h2) + O Usr (5F)
xeslj: K H a.co. nl_fy(b(h,]()
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2.7 Comments

2.7.1 Impact of the results

This paper has stated uniform consistency results in functional setting.
They are not only nice extensions of pointwise results but they have great
impacts (both from theoretical and practical point of view). First of all, the
natural practical interest of getting uniform consistency is for prediction.
Look for instance at Theorem 2. The fact to be able to state results on the
quantity

sup [ () — my ()]
r€ESE

allows directly to obtain result on quantity
|@(X) - msﬁ(X)|>

where X is a new random functional element valued in Sr. The same kind
of remark can be done for the other problems treated in Theorem 8, 11 and
14 (i.e. conditional cumulative distribution, conditional density and condi-
tional hazard function). More generally, as in multivariate statistics, it can
be useful for estimating the solution of general equations with applications
for detecting peaks, valleys, change points (see, for instance, Boularan et al.,
1995). Secondly, and this is maybe the main point, uniform consistency re-
sults are indispensable tools for the study of more sophisticated models in
which multi-stage procedures are involved. This occurs in a very wide scope
of situation in standard multivariate nonparametric analysis. In functional
setting, the needs of uniform consistency results have been recently pointed
out in some multi-stage models such as additive modelling (Ferraty and Vieu,
2009), partial functional linear model (Aneiros and Vieu, 2008), and single
functional models (Ait Saidi et al., 2008). Other functional data methodolo-
gies are also using such kind of uniform tools, such as for instance data-driven
bandwidth choice (Benhenni et al., 2007), or bootstrapping (Ferraty et al.,
2009). The scope of functional applications of our theoretical uniform results

will increase in the near future following the progress of FDA.
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2.7.2 General comments on the hypotheses

In addition to the comments given in Section 3, we go back to com-
plete this discussion by comparing the structural assumptions of the uni-
form convergence to those of the pointwise ones studied by Ferraty and Vieu
(2006).

On the functional variable. Unlike the pointwise case, the uniform consistency
requires a concentration property of the probability measure uniformly over
Sz (see, (H1)). So, it is important to give here general situations when such
an assumption is fulfilled. From a probabilistic point of view, this can be done
by introducing the Onsager-Machlup function (see, Onsager and Machlup,
1953) defined as :

_ . P(B(z,h))
V(LU,Z) ES]—‘, .FX(SL’,Z)—IOg (}Lg%m .
Then, (H1) is verified if the Onsager-Machlup function of the probability

measure of the functional variable is such that
Ve € Sx, |fx($,0)| < (C < o0. (210)

The Onsager-Machlup function has been intensively studied in the lite-
rature as well as the quantities P(X € B(0,h)). Their respective explicit
expression for several continuous time processes can be found in Bogachev
(p.186, 1999), which produces thereby examples of subsets and functional
variables that satisfy (H1). This pure probabilistic point of view focuses on
small ball probabilities with standard topologies. But, from a statistical point
of view, the practitioner can choose the semi-metric. In particular, Example
4 in Section 2 gives an interesting family of semi-metrics allowing to fulfill
(H1) for a large set of functional variables (see, Lemma 13.6 in Ferraty and
Vieu, 2006). In fact, as a statistician, an important task consists in building
a semi-metric adapted to the functional variable. Here, the word “adapted”

can mean that this semi-metric allows to satisfy (H1) but other properties for

54



the semi-metric can be required and this issue will be certainly investigated

in further works.

On the regqularity constraints of the model. Regularity-type conditions on the
functional objects to be estimated are given via assumptions (H2), (H2’),
(H27”). In comparison with the pointwise case (see, Ferraty et al., 2006), we
do not assume that the constants depend on the conditioning point. Moreo-
ver, these assumptions are sufficient but not necessary. For instance, one can

replace (H2) by a new one thanks to the function

Ly(2) = Elp(Y) —my(2)| X = z].

Consider F as a vector semi-normed space and let us assume that it exists a

linear operator A, such that
Lo(2) = Au(z — @) + o([|lz — z]),

where A, is bounded uniformly over Sz (which amounts to assume that L,
is differentiable since L,(x) = 0). From an asymptotic point of view, the only
change is appearing in the bias. So, by using the first-order expansion of L,
we can get also under this alternative assumption that
sup | (x) — m(z) = O(h)

As a conclusion, there are several ways to introduce regularity constraints
in the functional nonparametric models. The alternative assumption used
here preserves the same rate of convergence. However, one has to keep in
mind that considering other smoothness conditions on the model can lead to

different convergence rates for the bias.

2.7.3 Comments on convergence rates

It is well known that in finite dimensional case (that is F = RP), the uni-

form rates of convergence (over compact sets) are the same as the pointwise
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ones. The main point of this paper is to show how this is not so obvious in
functional settings. To fix ideas, let us just look at the regression case (the
other ones could be discussed similarly).

For fixed point = € F and for ¢ = Identity, Ferraty and Vieu (2006, Theorem
6.11) obtained the pointwise result :

., = b \/ logn a.co
my(z) —my(x) = O(hy) + O ( n¢(hK)> , @.CO.,

while in Theorem 2 of this paper we stated the following result

. B b wa (bin)
x53£|mw($) —my(2)] = O(hy) + O no(hi)

, .CO.

To see how the uniform point of view leads to a deterioration of the rates of
convergence, one may look at examples discussed in Section 2.2. For instance,
if one considers the standard gaussian process with usual metric topology

(Example 3), the loss is of logn since one gets

Vs, (log”) = 0 ((logn)?)

n
However, if ones focuses on Example 4, we can see the interest of using a
semi-metric. Indeed, by building a suitable projection-based semi-metric, the
entropy function becomes :

Yo, (bg”) — Ologn).

n

So, such a new topological choice (as described in Example 4) allows to avoid
the deterioration of the rates of convergence.

2.8 Appendix : Proofs

In the following, we will denote, for all © = 1,...,n, by
Ki(x) = K(hi'd(,X;))  and  Hi(y) = H(hy'(y — V7).
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First of all, according to (H1) and (H4), it is clear that if K (1) > C' > 0,
Vi € Sy, 30 < C < ' < oo, Cp(hy) < E[Ky(x)] < C'¢(hk).  (2.11)

In the situation when K (1) = 0, the combination of (H1) and (H5a) allows to
get the same result (see, p44, Lemma 4.4. in Ferraty and Vieu, 2006). From

now on, in order to simplify the notation, we set ¢ = logn'
n
Proof of Theorem 1 We consider the decomposition :
o(2) — mo(x) = = [Go() — By (a)
f(z)
b |Ega(w) = my(@)] + [1 = F@)] mo(®) (9 19)
= P @ = .
f(z) f(x)
where
~ 1 i
f(z) = - K(hi'd(z, X;
) = B, Xy & )
and
1 n
7o(2) = K(hi'd(z, X;))e(Y7).

Therefore, Theorem 1 is a consequence of the following intermediate results.

Lemma 1 Under the hypotheses (H1) and (H4)-(H6), we have

. B wS]: (lo;gln)
e == O\ gty

Corollary 3 Under the hypotheses of Lemma 1, we have

Z (wlenf f ;) < 0.
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Lemma 2 Under the hypotheses (H1),(H2) and (H4)-(H6), we have

sup |Eg,(z) — my(z)| = O(hi).

z€ESE

Lemma 3 Under the assumptions of Theorem 1, we have

R R Q/)S}' (log”)
— F — Ug.co. —
et 19(2) = Egy(2)] = O, no(hi)

L]
., TN (s-) be an e-net for Sr (see, Definition 2)

and for all © € Sz, one sets k(z) = arg min d(x,xy). One considers
kE€{1,2,,Ne(SF)}

Proof of Lemma 1. Let zq,

the following decomposition :

sup | f(z) — Ef(z)| < sup |f(2) — f(@r@)| + sup [ f(Zr@) — Ef(Tr@))]
TESF SGS]: fGS]:

J/
-~

~
Fy Fy

J/

+ sup |Ef(xk(x)) - E]?(x)| .

z€SFE Py
F
e Let us study Fj. By using (2.11) and the boundness of K, one can write :
Ao<sp LS R L Kiow)
1 > Sup — = v Ni\T) — o Nl Tk (e
veSF N E[Kl( )] EK ()] @
< ¢ hK QCS;JSI; Z ‘K Ki(wpa) ‘ IB(2,h i) 0B @ oy i) (Xi)-

i=1

Let us first consider the case K (1) = 0. Because K is Lipschitz on [0, 1] i
this case, it comes

n

C
< Sup—E ZZWIchZ:
z€Sy N i—1

€
WI[B(%hK)UB(%(z),hK)(Xi)v
with, uniformly on z,

Z,=0 (m) EZ =0 (;K) and Var(Z,) = O (WQ}ZK))
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A standard inequality for sums of bounded random variables (see, Corollary
A.9 in Ferraty and Vieu, 2006) with (H5b) allows to get

B € € | logn
Fl =0 <hK) +Oa.co. (hK n¢(hK)) ’

and it suffices to combine (Hba) and (H5b) to get

_ ¢S}' (E)
Fl - Oa.co. ( n(b(hK)> .

Now, let K (1) > C > 0. In this situation K is Lipschitz on [0, 1). One has to

decompose F} into three terms as follows :

Fy < C sup (Fy1 + Fio + Fi3)

zeSr
with
1 n
o = ngb(hK) ; ‘Kz(l') - Ki(ﬂfk(z))} ][B(gc,hK)ﬂB(gck(z),hK)(Xi)a
1 n
Fe = 500 > i) gy gt o (Xo):

=1
1 n
Fi = n¢(hK);Ki(:cm))H—B(%hmmB(zk(z)ﬁK)(XZ-).

One can follow the same steps (i.e. case K (1) = 0) for studying Fi; and one

_ ws}' (6)
Fll - Oa.co. ( ngb(hK)) .

Following same ideas for studying Fis, one can write :

gets the same result :

1

O
Pip < % Wi with Wi = SThe) B Bl (K1)

i=1
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and by using again (Hba) and the same inequality for sums of bounded

random variables, one has :

fis = 0 (i) 0 (i)

Similarly, one can state the same rate of convergence for Fi3. To end the
study of Fj, it suffices to put together all the intermediate results and to use
again (Hb5b) for getting :

_ ¢S}' (E)

e Now, concerning Fy, we have, for all n > 0,

! (F 2 Z;fh%)

— 1 Y Vs (6)
- <ke{1?%ﬁs¢>}|f rw) = Bl @)l > n¢(hK))

Y Y ws}' (6)
< Ne(Sf)ke{l’r{%SF)}P (If(xk) = Ef(zi)| > n¢(hK)) :

Let Ay = m (Ki(zg) — E[K;(zg)]) . We show, under (H1) and (H4),

that Vk =1,...,N(Sx), Vi=1,...,n,

Aki =0 (¢(hK)_1> and also VCL’/’(Am) =0 (¢(hK)_1) .

So, one can apply the Bernstein-type inequality (see, Corollary A.9 in Ferraty
and Vieu, 2006) which gives directly :

P (soa-stan=fi353) = #(;

S A
=1

< 2exp{—Cn*s, (¢)}.

¢S}' (E)
o me))
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Thus, by using the fact that v, (€) = log N.(Sr) and by choosing 7 such
that Cn? = 3, we have

¢SF (6)
no(hr)

Ne(Sr),_, max P (|f<xk> ~ Ef(w) >0

k€{177N€(

) < C'N(SF)*
(2.13)

Because Z N.(SF)"" < 0o, we obtain that

_ ws}' (6)

e For Fj, it is clear that F3 < E(sup |F(z) — f(l‘k(m))‘) and by following a

TESF
similar proof to the one used for studying F}, it comes

_ Ysy ()
B - 0( m(hK)).

O
Proof of Corollary 3. It is easy to see that,
1 -~ 1 ~
inf |f( )| <= = Jz €Sy suchthat 1—f(x) > = = sup|l—f(x)] >
r€ESFE 2 2 TESF
We deduce from Lemma 1 that
-~ 1 -~ 1
P | inf <—-| <P 1— - .
(1@l < 3 ) < P (sl - Flo)l > 5)
Consequently
1
Z < inf |f 5) < 0.
O
Proof of Lemma 2. One has
1 n
Eg,(r) — =|————=F K; Y| —
BG,(2) = m(a)] ‘nE[m(x)] > Kifa)ol1)| =m0
1
< EK Yi)] —
< ‘E[?M K (@)p(¥1)] — my(a)



Hence, we get

~ 1
_ < - — .
Vr € S]:> |Eg¢(l’) m¢(z)| = E[Kl(l')] [EKl(x) |m80(X1) m¢(z)|]
Thus, with hypotheses (H1), (H2) and (2.11) we have
1
Eg,(z) — <(OC——[EK;(2)1 X)X < Oht
Vo € 5.7:7 | g@(x) m@(x)| = CE[K1(SL’)][ 1(‘7:) B(w,hK)( 1)d ( 1>:L')] = Ch’K>

this last inequality yields the proof, since C' does not depend on .

O
Proof of Lemma 3. This proof follows the same steps as the proof of
Lemma 1. For this, we keep these notations and we use the following decom-

position

sup |go(7) — Egy(2)| < sup |gp(7) — Gp(Tk(x))| + U |Gp(Th(z)) — Edp(Tr(z))]

r€ESFE rE€ESE z€SFE
G G
+ sup |Egy (Tr@)) — Egp(x)] .
zeSr
Gs

The condition (H1) and the result (2.11) allow to write directly, for G; and
G

n

1 1

G = sup K)o = R )]

reESFE ZZ E[Kl( )]
< sup - ¢ Z (V)| [Ki(2) — Kiwrw)| Tnhi)osen, b-

Now, as for Fj, one COHSlders K(1) = 0 (i.e. K Lipschitz on [0, 1]) and one
gets :

Ki(@k())p(Yi)

_ep(Yy)
Z Z; with Z;, = hK ¢(hK) xSEUSI; Ip( D )UB(@g(2) b ) -

The main difference with the study of F} is that one uses here an exponential

inequality for unbounded variables. Note that one has
Elle"(V)) = E [Elo(¥)["1X]) = [ n(a)dPs < C < x,

62



which implies that

Cem
E(lZ)]") £ ————.
(‘ 1| ) = h% ¢(hK)m_1

So, by applying Corollary A.8 in Ferraty and Vieu (2006) with a? =

€ logn
ts Gi = Ouwco | \| 57— | -
one gets G4 ( i ¢(hK)>

Now, (H5b) allows to get

Gl = Oa.co. < M) . (214)

hi (hic)’

no(hx)

If one considers the case K (1) > C' > 0 (i.e. K Lipschitz on [0, 1)), one has
to split GGy into three terms as for F; and by using similar arguments, one

can state the same rate of almost complete convergence. Similar steps allow

o ws}' (6)
Gy =0 ( n¢(hK)> . (2.15)

For Gy, similarly to the proof of Lemma 1, we have, Vi > 0,

PG/ 22)

to get

-~ ~ ws}' (6)
=P ~E
(’fe{lg%ﬁs;)}m“xk) Gol@)l > ne(hx)

k{1, Ne(Sr no(hx)

The rest of the proof is based on the exponential inequality given by Corollary
A 8.i in Ferraty and Vieu (2006).
Indeed, let

< N.(S5) Imx)f<@mw—E@mM>n %”@).

1

= B )]

(K (k) o (V) — I K () (V)]

The same arguments as those invoked for proving Lemma 6.3 in Ferraty and
Vieu (2006, p.65) can be used to show that £ [['y|™ = O(¢(hg)~ ™) which

63



gives by applying the exponential inequality mentioned above, for all n > 0

P <\9}($k) — Egy(x)| > n %) < 2N.(SF)~ "

Therefore, by suitable choice of n > 0, we have

~ ~ IOg Ne(S]:) / 1-8
N, P —E ———— == | <(C'N, .
(SF) L max (Igga(xk) Ge(m)l >m [ =205 ) < C"Ne(57)
As Z N.(SF)"" < 0o, we obtain that
n=1
sy (€)
G2 = Og.co. - . 2.16
’ ( n¢(hk) ( )
Now, Lemma 3 can be easily deduced from (2.14), (2.15) and (2.16).
O
Proof of Theorem 2 Similarly to (2.12), we have
/\"E €T 1 AZE /\"E xr /\ZE
F) = () = 7| (Fia) = BFR(0) = () = EF%(y))]
F*(y ~ ~
e [E () — (x)], (2.17)
f(x)
where
Fii(y) = Z higtd(z, Xi)) Ly,<y)-

nE[K (hy 1d (z, X1))

Then, Theorem 2 can be deduced from the following intermediate results,

together with Lemma 1 and Corollary 3.

Lemma 4 Under the hypotheses (H2) and (H4), one has

sup sup |F2(y) — EFS(y)| = O(h%Y).

zeSF yeSR
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Lemma 5 Under the assumptions of Theorem 2, we have

cup sup | F5(0) — BRG] = Ou [ /222050
z€SF yeSr n¢(h'K)
U
Proof of Lemma 4. It is clear that (H4) implies V(z,y) € Sz X Sg,
~ 1
E|Fy(y)| — F*(y) = —=———F [(Ki(2)1 X)) (F* (y) — F* :
B = F0) = gy (90 e (60)) () — ()]
(2.18)
The Lipschitz condition (H2') allows us to write that
V(Z',y) € S]: X S]R7 ]IB(I,hK)(Xl)|FX1(y) - Fx(y)| S Chl}éa
then,
V(,y) € Srx Su, |B[Fiy)] - Fr(y)| < onlz.
0

Proof of Lemma 5. We keep the notation of the Lemma 1 and we use the

compactness of Sg, we can write that, for some, ty,t,,...,t, € Sg,
Zn
Sz C |ty = lnsty +1n)
j=1

_1 1 )
with [, =n 2?2 and z, < n?2. Taking

y — t;|.
N

.....

Thus, we have the following decomposition :

sup sup |Fa(y) — EFx(y)| < sup sup |Fx(y) — Fy' (y)

zeSF yeSR zeSr yeSr
F
+ sup sup ﬁ;k(””) (y) — Eﬁ;k(z) (y)’
z€SF yeSr
7
+ sup sup |EFV (y) — EFy(y)|.
rE€SF yeSR

~~

B
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Concerning (F]) and (Fj), by following the same lines as for studying the

terms F; and F3, it comes

r wa (E) an I ¢S; (6)
im0 ([E2) war-o([23).  aw

Concerning (F%), the monotony of the functions E[FZ%(-)] and FZ(-) permits
to write, for all j < z, and for all x € Sz,

EFY©(t;—1) < s EEG®(y) < EEG(t +1,),
yE(tj—ln,tj+ln)

Frol—t) < sw FeO) < FEOW+L). (220
yE(tj—ln,tj+1n)
Next, we use the Holder’s condition on F* and we show that, for any vy, v
€ Sk and for all z € S,
1
E[Ky ()]

1

EFe(y,) — Eﬁ’”(yz)‘ = ‘ E[K\(z)]

E[K\(2)F* (y1)] - E[K1(2)F™ (y2)]

= Gl =l (2.21)

1

Then we get by (2.20) and (2.21) and because [,, =n %2 :

F5§F4+O< %f@),

n ¢(h1<)
where
=T T
F, = max max max Fy @ (s4) — EFNk(””)(sj)‘ :
ke{l,...Ne(SF)} 1<j<zn s, :tj_lnvtj"l‘ln

Thus, it remains to study Fj. By using similar arguments as those invoked

for studying F5 and combined with (H6'), one has Fj = O o, Vs (€) 7
n¢(hi)

which implies that

sup sup |Fy" (sji) — EFy (sj))
TESF YESR

—0,. ( Vsz (€) ) L (222)
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So, Lemma 5 can be easily deduced from (2.19) and (2.22).
O

Proof of Theorem 3 The proof is based on the following decomposition

Frw) ~ F) = = [(Few) — EFew) ~ (F*(v) — EF(w)

f(x)
+ fj(iy)) [Ef(a:) . f(g:)] (2.23)
where
T _ 1 - -1 -1
faly) = i R X)) ; K (higd(x, X)) H (hig' (y = Y3)) -

Theorem 3 can be deduced from the following intermediate results, together

with Lemma 1 and Corollary 3.

Lemma 6 Under the hypotheses (H2'),(H4) and (H7), we have

sup sup |f7(y) — Efu(y)| = O(h%) + O(h%).

r€SF yeSr
Lemma 7 Under the assumptions of Theorem 3, we have

logn
sup sup | f3(y) — Ef% ()] = Ouco, ( %()) :

z€SF yeSR nl_’ygb(hK)

Proof of Lemma 6. One has

Eft(y) — f*(y) nhHEKl E [ZK ] ()
1 =1
" EK,(7)

Moreover, by change of variable

E (Kl(if) [hy E(Hy(9)1X1) — f(y)]) -

hi'E (H,(y)| X)) = hH/H Y72y X () dz—/H () (y — hyt)dt,
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we arrive at
I BCH, ()1 X) — £ ()] < / HO)F (= hat) — £2(y)d.
Finally, the use of (H2") implies that
i E(Hy ()| X1) — £7(y)] < C / H () (i + [17h2 ) dt.

This inequality is uniform on (z,y) in Sz x Sk and the use of (H7) states
Lemma 6.

O
Proof of Lemma 7. Let us keep the definition of k(z) (resp. j(y)) as in

Lemma 1 (resp. in Lemma 5). The compactness of Sk permits to write that
Sk C [ Jt) = lnsty + 1)
j=1

with [, = n~27"% and Zn < C n37+3. We have the following decomposition :

Tr T T TTk(x e (z (s
o) —Eff(y)| < sup sup | fi(y) — fy )(y)‘+ sup sup | fr" " (y) = fi' 7 (i)
zeSr yeSr zeSr yeSr
Ty Ty
L Do
+ sup sup Nk( )(tj(y)) —E Nk( )(tj(y)))
zeSr yeSr
Ty
+ sup sup Eﬁvk(”)(tj(y)) — E/;ka(w)(y)‘
zeSr yeSr
Ty
+ sup sup [EF ) - ER )|
rE€SF yeSR

7

g

Ts

Similarly to the study of the term F; and by replacing (H5b) with (H5b"),

it comes

B Vs, (€) an _ Vs (€)
Tl—Oa_w( 7711_%(%)) d Ty 0( 7nl_w(h[{)>. (2.24)
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Concerning the term 75, by using the Lipschitz’s condition on the kernel H,

one can write

Lo Lo
Nk( )(y) - Nk( )(tj(y))

IN
3|1Q
I'M:

h ¢(hi)

sum of bounded variables allow us to write

W)~ 1 ) = O(h2 ) e (h_2 n¢(hK)>'
H

Now, the fact that lim, , . n"hy = oo and [, = n"37"3 imply that :

B Vs, (€) o _ Vs (€)
TQ—Oa.w( 7711_%(}”{)) d 1y 0< 7nl_w(h[{)). (2.25)

By using analogous arguments as for Lemma 1, we can show for all n > 0,

ws}' (6)
r <T3 - nhy ¢(hK))
| sy (e)
. nhy Cb )

= P( max max

]6{172 7777 Z’n} ke{l 7777 Né(S]:)}

where Z; = . Once again, a standard exponential inequality for a

FRE(t) — Bfe(t)

Tr 7pS]:
< E(L) — >yt |
< znlNe(S7) je{{%??fzn} ke{l,.rfl,?\i{(sf)}P< v (t) nthb
Let .
ot e Hilt) = B (K Hi(4)]

and apply Bernstein exponential inequality (see, Corollary A.9 in Ferraty
and Vieu, 2006). For that, we must calculate the asymptotic behavior of
E|A;| and EA?. Firstly, it follows from the fact that the kernel K and H
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are bounded that E|A;| < C (hy ¢(hg))~*. Secondly, the use of the same
analytic arguments as of Lemma 6, allows us to get :
1
lim -— E[H}(y)|X1] = fxl/HQ(t)dt,
n—o0 hpr R

which implies that

C
ElAP< ——.
A= hi ¢(hi)

Thus, we are now in position to apply the Bernstein exponential inequality

and we get :

fRE(t) — EFE(t)

Vszn,P< > M)

nhy ¢(hx)

< 2exp{—Cn*s, (€)}.
Therefore, since z, = O (I;1) = O (n%“’J’%), by choosing Cn* = 3 one has
o520 )

2 N.(S¥) far(ty) — Efve(t;)

nhi ¢(hr)

< 'z, N (S5) =67

By using the fact that lim,_, ;.. n” hy = oo and (H6”), one obtains

_ wS}— (E)
T5 = Og.co. ( = () ¢(hK)> . (2.26)

So, Lemma 7 can be easily deduced from (2.24)-(2.26).
U

Proof of Theorem 4 The proof is based on the same kind of decomposition
as (2.23)

[\f%y) )+ AL By )]

o 1
[ (y)=h* ()| < [1— F2(y)|

T 1 - Fe(y))

Consequently, Theorem 4 is deduced from Theorems 2 and 3, and from the

next result which is a consequence of Theorem 2.
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Corollary 4 Under the conditions of Theorem 4, we have

r€SF yeSR

36 > 0 such that ZP{ inf inf |1 — F*(y)| < 6} < 00

n=1

Proof of Corollary 4. It is clear that

inf inf [1— F*(y)| < (1 — sup sup F*(y))/2

zeSF yeSR TESF YESR
= sup sup |[F*(y) — F*(y)| = (1 — sup sup F*(y))/2,
zeSr yeSr zeSFE yeSR

which implies that

ZP ( inf inf [1— F*(y)| < (1 — sup sup Fx(y))/2)

rzESF yESR zE€SF yeESR

< S0 ((sup sup 1F) — P20 = (1 sup sup ()2 <

n=1 zeSr yeSr zeSF yeSR

We deduce from Theorem 2 that

ZP ( inf inf [1— F*(y)] < (1 — sup sup Fx(y))/Q) < 00
— zeSFE yeSR

z€SF yeSr

This proof is achieved by taking § = (1 — sup sup F*“(y))/2 which is strictly

r€ESF yeSR
positive.
0J
Proof of Corollary 2. By a simple manipulation, we show that
1 (0(x)) = f*(8(2))] < 2 sup| f*(y) = f*(»)]. (2.27)

yes

We use the following Taylor expansion of the function f* :

—

f7(0(x)) = £ (0()) + %fx(”(ﬁ’(x))(ﬁ(fﬁ) —0(x))’,
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for some ¢'(z) between 6(x) and 9/(\:6) Clearly, it follows by (H9), (2.27) and
Theorem 3 that
sup |0(x) —0(z)] — 0 a.co.

z€SFE
Moreover, by means of (H10), we obtain that
sup | /790 (x)) — f*D(0(x))] = 0 a.co.

zeSE

Hence, as for Corollary 3, we can get 7 > 0 such that

:c(] /
E P(xle%f; 9())<T)<oo,
and we have

sup [0(z) — 0(z) < C sup sup | F*(y) — f*(y)],  a.co.

zeSFr zeSF yeSr

By combining this result with Theorem 3, we obtain the claimed result.

0
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Chapitre 3
Applications

L’objectif de ce chapitre est de montrer, & l'aide de données simulées,
comment on peut implémenter facilement et rapidement la fonction de ré-
gression par la méthode du noyau et que le choix du parameétre de lissage
joue un roéle crucial dans le comportement asymptotique de I'estimateur en

insistant sur une méthode de sélection du parameétre de lissage.

3.1 Régression fonctionnelle : un exemple

Les exemples d’applications sur 'estimation de la fonction de régression
sont trés nombreux comme en témoigne la littérature abondante accordée a
ce type de modéle et ses implications dans différents domaines, tels la clas-
sification des courbes (Ferraty et Vieu 2004), la prévision non paramétrique
(Ferraty et Vieu 2006) et la prévision de séries temporelles fonctionnelles
(Ferraty et al. (2002), Delsol (2007)).

Dans cette partie, on revient a l'utilité de la fonction de régression dans
ce contexte de prévision. Pour cela, on considére un jeu de données assez
compliqué pour lequel les observations (Y;, X;) sont liées par le modeéle de

régression suivant :



ou r(x) = 4log {1/ ([(2/(t))%dt + [[(/(t))*dt]*)} + 3 et €1,..., €, n v.ar.
i.i.d. de loi normale N(0,1). Pour les variables explicatives X;, on suppose
que ces observations sont issues d’un processus stochastique X (¢) = a cos(b+
7Wt) + csin(d + 2nWt) ou W, b et d sont indépendantes de lois normales
respectivement N (0,1), N(0,0.3) et N(0,0.5). Les variables a et ¢ sont de
lois de Bernoulli B(0.5). Les courbes X; sont réguliérement observées sur une
grille de discrétisation de 100 points dans I'intervalle [0, 1] et sont représentées

sur le graphe suivant :
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Fig. 1. Les courbes X;

Notre objectif principal est de montrer 'efficacité de notre méthode d’esti-

mation dans un contexte de prévision. Pour cela, nous considérons 110 obser-
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vations réparties sur deux paquets : échantillon d’apprentissage (X, Y;)ica,
card(A) = 90, échantillon de test (X;,Y:)ier, card(T) = 20 et nous utilisons
un noyau quadratique défini par

3(1 — 22 i 0,1
K(LL’)I 2( T ) SI‘LL’G [ ’ ]7 (31>
0 ailleurs,

ainsi qu'une semi-métrique définie par

V(w1 22) € F x F; d 3 (@), y) = \/ / (247 (t) — 5" (1))dt, g €N,

ot (9 est la dérivée d’ordre ¢. Le choix de cette famille de semi-métriques est
guidé par la forme du modéle de régression choisi et est adapté a la régularité
des courbes (X;);—1, , Dans notre procédure d’estimation, nous avons utilisé
plusieurs valeurs de ¢ (¢ € {1,2,3,5,7}) et nous avons constaté que lorsque
q = 1 les résultats sont légérement meilleurs. De méme, le choix du paramétre
de lissage hx joue un role trés important dans cette estimation par la méthode
du noyau. Dans ce contexte fonctionnel, Rachdi et Vieu (2007) et Benhenni
et al. (2007) ont élaboré des méthodes pratiques pour le choix automatique
(local et /ou global) de ce paramétre. Typiquement, ces méthodes sont basées

sur la minimisation des quantités suivantes :

LCV,(hi) =n™" Y (V; = #74(X;))* W, (X;) pour le choix local,
=1
et

GOV (hi) =n~") (V; — #(X;))*W(X;) pour le choix global,
i=1
ou W et W, , sont des fonctions convenablement choisies par I'utilisateur et

mMe  Hhservation. Le

ou 7% est I'estimateur basé sur ’échantillon privé de la i
parameétre de lissage obtenu par cette procédure est optimal selon les critéres

suivants :
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ASE(hg) = n—lz(f(Xi) —r(X,))*W(X5),

i=1

ISE(hk) = /(f’(z) — 7(2))*W (x)dPx(z)

et

MISE(hg) = / E(#(z) —r(z))*W (z)dPx (),

ol Px est la mesure de probabilité de la variable fonctionnelle X. D’un point
de vue pratique, 'estimation de la fonction de régression r avec ces deux types
de choix a été déja programmé par Ferraty et Vieu (2006) (voir les différents
programmes sur le site STAPH http ://www.math.univ-toulouse.fr /staph/

npfda). Dans cet exemple, nous comparons le choix local au choix global en
considérant les deux fonctions funopare.knn.lcv et funopare.knn.gcv pour
prévoir les valeurs réponses (Y;);er dans I’échantillon. Notons que dans la
fonction funopare.knn.lcv (resp. la fonction funopare.knn.gcv) on prend
Whe = Ip@n) (resp. W =1) et que la fenétre optimale est sélectionnée lo-
calement (resp. globalement ) en terme de nombre de voisins les plus proches
(resp. sur I'ensemble des quantiles de la matrice a;; = d(X;, X;)). Nous tes-

tons lefficacité de ces méthodes d’estimation en calculant ’erreur suivante :

RMSE = ‘€%
Var(Y;) ’

ou 7 est I'estimateur de r. Les résultats de prévision pour les deux méthodes

sont donnés sur le graphe suivant :
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Choix local, RMSE=1.93 Choix global, RMSE=1.99
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Fig. 2. Qualité de prédiction

Ces résultats numériques montrent que notre procédure d’estimation est
performante en terme de prévision et que les critéres de choix du parameétre
de lissage ont un bon comportement en pratique. Notons aussi que dans cet

exemple, l'estimation utilisant un choix local du parameétre de lissage est
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légérement meilleure (RMSE = 1.93) par rapport au cas du choix global ot
Ierreur de prévision est RMSE = 1.99.

3.2 Sur la mise en oeuvre de 'estimateur de la

densité conditionnelle

La densité conditionnelle est une alternative a l’espérance conditionnelle
pour décrire la relation entre deux variables aléatoires. Du point de vue pra-
tique, la plupart des travaux en statistique non paramétrique fonctionnelle
traite la densité conditionnelle comme une étape préliminaire a l'estimation
du mode conditionnel (outil de prévision alternatif a la régression ; voir, par
exemple la monographie de Ferraty et Vieu (2006)). Dans cette perspective
prédictive, les paramétres hx et hy sont obtenus en minimisant le critére
suivant :

> (V=67 (X)), (3.2)

i=1
ol é‘i(Xi) = argsup, ?X\i_l(y) représente l'estimateur du mode conditionnel
basé sur l’ensemble des données & l'exception de (X;,Y;). Les programmes
sont accessibles sur le site du groupe STAPH (http ://www.math.univ-
toulouse.fr/staph /npfda). On peut aussi estimer la densité conditionnelle
pour diverses finalités autres que le mode conditionnel (estimation de la
fonction de hasard conditionnelle, test de multi-modalités,...). Pour cela, on
pourrait étre amené a considérer le critére de validation croisée suivant :

n

CV(eshn) = S WX [(F% () Wa(a)da—2 30 F5 (WA (X)Wl

1=1

ou

N S K (i e, X)) H (b (= Y7)
S K (hidd(x, X;)) ;

Wi et Wy étant des fonctions convenablement choisies par 1'utilisateur. Ce

)

critére est une extension au cadre fonctionnel du critére introduit par Youndjé
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(1993), mais son étude théorique dans le cadre fonctionnel reste un probléme

ouvert.

3.3 A propos de la mise en oeuvre de l’esti-
mateur de la fonction de répartition condi-
tionnelle

De méme que le cas de la densité conditionnelle, la fonction de répartition
conditionnelle est souvent traitée en statistique non paramétrique fonction-
nelle comme une étape préliminaire a ’estimation de la médiane condition-

nelle ou bien celle des quantiles conditionnels (voir Ferraty et Vieu (2006)).

Le critere du choix des parameétres de lissage est donné par

(hiopes M,y ) = arg mln Z 1nf{FXi (u) > 5})?,

ot F'Xi (u) est 'estimateur de la fonction de répartition conditionnelle défini

par
Z K (hi'd(X, X)) H* (hiy' (u = Y7))
FXi (u) = 22 ,
Z K(htd(X;, X))
JFi
avec H*( fo t)dt. Ce critére permet d’implémenter facilement la fonc-

tion de repartltlon condltlonnelle pour s’en servir dans un but prévisionnel.
Les programmes sont accessibles sur le site du groupe STAPH (http ://www.math.univ-
toulouse.fr/staph/npfda). Les questions liées au choix du parameétre de lissage

restent en particulier ouvertes dans le cadre fonctionnel.
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3.4 Sur la mise en oeuvre de l'estimateur de

la fonction de hasard conditionnelle

Trés peu de travaux se sont intéressés a la mise en oeuvre de I'estimation
de la fonction de hasard conditionnellement & une variable fonctionnelle,
a l'exception de 'article de Quintela-del-Rio (2010). Cependant, les aspects
théoriques ont été largement étudiés (voir, Ferraty et al. (2008), Ezzahroui et
Ould-Said (2010), Laksaci et Mechab (2010)). Les questions liées au choix du
paramétre de lissage restent en particulier ouvertes dans le cadre fonctionnel.

3.5 Conclusion

Notre objectif dans ce chapitre a été de montrer I'applicabilité des mo-
deles conditionnels étudiés dans cette premiére partie de thése. En conclu-
sion, on peut dire que l'estimateur utilisé pour la régression est trés facile
a mettre en oeuvre en pratique et que l'aspect fonctionnel des données n’a
pas trop d’influence sur la rapidité du programme utilisé tout en exploitant
la nature fonctionnelle des données a travers les différentes métriques qu’on
peut utiliser. Nous avons constaté que le bon comportement de cet estima-
teur est étroitement liée au choix de la métrique et du parameétre de lissage.
En ce qui concerne le choix optimal du parameétre associé a une famille de

semi-métriques, il est encore une question ouverte.
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Deuxiéme partie

Convergence uniforme : réponse

fonctionnelle
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Chapitre 4

Les variables aléatoires

Banachiques

Dans ce chapitre, nous ouvrons une courte parenthése pour donner quelques
définitions et quelques outils probabilistes pour variables aléatoires a valeurs
dans un espace de Banach. Dans ce contexte, de nombreux travaux sont dis-
ponibles dans la littérature (& titre d’exemple, on peut citer Bru et Heinich
(1980) et Li et Queffélec (2004)). Nous renvoyons a Beck (1958) qui fait déja
état de développements nombreux et variés sur ce théme. En ce qui concerne
les rappels qui suivent, nous nous référons essentiellement & l'ouvrage de
Bosq (2000) qui dresse le bilan actuel des diverses connaissances acquises en

la matiére.

4.1 Espérance de variable Banachique

Afin d’établir la définition de I'espérance d’une variable aléatoire prenant
leurs valeurs dans un espace de Banach, nous commencons par définir les

variables aléatoires dans un espace de Banach.

Définition 1 (Beck, 1958)

Soit (I', %, 1) un espace mesuré et B un espace de Banach. Si une application
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Y de T dans B est telle que :
i) il existe un ensemble I'g € ¥ tel que pu(I' = T') = 0 et que
Y (Ty) ={Y(t), t € Lo} est séparable,
i1) Pour tout ensemble de Borel A C B, Y™ (A)={t/Y(t) € A} € %,

nous disons que Y est une fonction fortement mesurable de (I',%, p) dans
(B,Bg).

Définition 2 (Beck, 1958)
Soit Y une fonction fortement mesurable de (I', %, u) dans B. S’il existe un
élément y € B tel que pour toute fonctionnelle linéaire bornée y* définie sur

B, on ait

/fW@MMﬂzf@%

t
nous disons que Y est fortement intégrable et y est lintégrale de Y. Nous

appellerons y ’espérance mathématique de Y et nous la noterons EY .

Définition 3 (Beck, 1958)

Si B est un espace de Banach séparable, alors Y : (2, A) — (B, Bg) est une
B-variable aléatoire si et seulement si y*(Y') est une variable aléatoire réelle
pour tout y* € B*, ou Bg est la tribu de Borel et B* est ’espace dual de B.

Remarque 1 (Bru et Heinich, 1980)

Toute fonction fortement mesurable de €2 dans B est une B-variable aléatoire.

Exemple 1 (Bosgq, 2000)
Soit B = LP([0,1], B, A), ot 1 < p < 0o, muni de la norme

muz(AWmmﬁuﬁyeB,

X est la mesure de Lebesgue sur [0, 1], alors B est un espace de Banach, son

espace dual est
1

1
B* = L([0,1], Bp,1), A) avec ]—9 + 5 =1.
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Si & = {&, 0 <t < 1} est un processus mesurable dans LP([0, 1], By, A),
alors fol &z(t)dt est une variable aléatoire pour tout z € B*. D’ou, £ est une

B-variable aléatoire.

Définition 4 (Beck, 1958)

Soit (Y;)iea une suite de B-variables aléatoires, si pour tout entier positif m,

pour tout (Y, Yi, -+, Y; ) et pour tout (Ky,...,K,,) CB™, ona:
P(Y;, € Ky,---.Y,, € K,) = [[ P(V;, € K)),

J=1

alors les Y; sont dites indépendantes.

Définition 5 (Bosq, 2000)
Soit Y une variable aléatoire Banachique ;Y est dite intégrable si
E(Y]]) < +oc.

Remarque 2 (Bosgq, 2000)
i) Ly(P) lespace des classes d’équivalence (X <Y lorsque X =Y p.s) des

B-variables aléatoires intégrables muni de la norme ||Y |15 = E||Y]

est un espace de Banach.

ii) L’espérance mathématique E est un opérateur linéaire continu défini de

L5(P) dans B tel que :
|EY]| < E[[Y]].

Exemple 2 (Bosgq, 2000)
Soit C[0,1] Uespace des fonctions réelles continues dans [0, 1], alors C|0, 1]

munt de la norme sup :

lyl| = sup |y(t)], v € C[0,1]
te[0,1]

est un espace de Banach séparable. Soit & = {&, 0 <t < 1} un processus

aléatoire réel a trajectoire continue ; £ est donc une C[0, 1]-variable aléatoire.
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Si & est intégrable (i.e. E||£|| < +00), alors

E ( / 1 @dmt)) - / (B W dp(t). p € M(0.1)

ot M([0,1]) est lespace dual de C[0,1] qui est l'espace des mesures signées
sur ([0, 1], Byoa1). Ceci implique :

(E&(t) = E(E()), t €0,1].

4.2 Type et cotype d’un espace de Banach

La notion de type (cotype) d'un espace de Banch a été introduite par
Hoffman-Jorgensen (1974). On trouvera dans la littérature plusieurs versions
de cette notion. On pourra voir a ce sujet les travaux de Hamedani et Man-
drekar (1978), Bastero et Uriz (1986) ainsi que Bosq (2000). On adopte la
définition suivante :

Définition 6 Soit p € [1,2] et ¢; une suite de variables aléatoires de Rade-
macher indépendantes (c’est-a-dire €; est une variable aléatoire qui prend les
valeurs 1 ou —1 avec probabilité 1/2). On dit que B est de type p si il existe

une constante C' telle que pour toute suite finie (x;) d’éléments de B, on a :

p
ZQ%‘ < Z [Ji][”
i i

Cette approche nous permet d’étudier plusieurs propriétés fondamentales

E

lices a la structure et a la géométrie de 'espace de Banach (voir Johnson and
Lindenstrause (2003)). Dans la théorie des ¢léments aléatoires dans un espace
de Banach, ce concept a été employé pour caractériser plusieurs propriétés
fondamentales tel le théoréme de limite centrale, la loi du logarithme itérée,
la loi des grands nombres,..... A ce sujet De Acosta (1985) a montré que les
espaces de Banach de type p sont caractérisés par la loi forte des grands
nombres de Marcinkiewicz et Zygmund. Dans notre travail, on a utilisé cette
notion pour préciser la vitesse de convergence de nos estimateurs. Notre

démarche repose sur les propriétés suivantes :
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Proposition 1 (Bosgq, 2000)
Soit p € [1,2]. Si B est de type p, il existe une constante C' telle que, pour

toute suite finie (X;) de variables aléatoires centrées appartenant a L, :

pRRe

Par ailleurs, nous donnons quelques exemples d’espaces Banachiques pour

p
E <> E|IX|P.

lesquels ce concept est établi.

1. Espace de dimension finie : On considére sur R” la norme eucli-
dienne définie par ||x|js = /Y, 27 ; Pespace (R™,||.||2) est de type 2.

2. Espace de Hilbert : Soit H un espace de Hilbert muni du produit
scalaire < -,- >. L’espace H muni de la norme induite par le produit
scalaire est de type 2. De plus si un espace B est un espace de Banach
de type 2, alors il existe un espace de Hilbert isométrique a l'espace B

(Mikhail et Vladimir, 1997, Théoréme 5.3.4, p.69).

3. Les espaces L, : L’espace des fonctions p-intégrables est de type p
(Bosq, 2000).

4.3 Quelques inégalités pour variables Bana-

chiques

D™un point de vue théorique, nos résultats asymptotiques s’appuient sur
des inégalités de type exponentiel prenant en compte deux situations : le cas
d’observations indépendantes et le cas d’observations dépendantes. Un autre

type d’inégalité, appelée inégalité C,., s’avérera aussi trés utile.

Proposition 2 (Bosgq, 2000)
Soit Zy,...,Z, une suite de B-variables aléatoires indépendantes et identi-

quement distribuées. Si il eziste des constantes positives b = b(n), | = I(n),
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telles que :

ZEHZW lzbk 2 Vk > 2,

alors pour tout t > 0, on a

t2

P(|[Snll = El[Sul|| > 1) < QGXP(—m

);
i=1

Tous d’abord, nous avons besoin de donner la définition d’une suite S-mélangeante.

Définition 7 (Rhomari, 2002)
Soit {Z;,i = 1,2, ...} une suite de variables aléatoires. Pour tout entier n, on

pose B(n) le coefficient de mélange défini par

= sup{%ZZ|P (A; N B;) — P(A)P(B;)| :

1
=1 ]:1

A, € Fi(Z) et By € Fioo(2), I, JCN* etk e N*},

ot ff(Z) est la tribu engendrée par {Z;,i < j < k}.

Si B(n) — 0 lorsque n — 0o, nous disons que la suite Z; est 5-mélangeante.

Proposition 3 (Rhomari, 2002)
Soit Zy, ..., Z, une suite B-mélangeante ou les (Z;);1...,, sont centrées. Si
pour m > 2, max; Y1 El|Z;q_pl|™ < 5qmla®M™ 2, alors pour tout

1 <j<p<n ettout e > pe*(q), on a

PUIY. 21 2 ) < pex (5 S PO ) s

2p[(n + p)C + (e — pe
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ot C' est une constante positive, M est un nombre positif, e*(q) = max; €}(q)
etei(q) = EQQ L E||Z3]1), et 0t (Z5,)i=1,...q sont des v.a.i.i.d. ayant meéme

lois que (Zj4(i—1)p)i=1,-q-

Inégalité C.

Proposition 4 (Loéve, 1963)
Soit Z une B-variable aléatoire, ou B est un espace de Banach de type

p(p>1); alors on a :

E|Z - EZ|P <2 ' [E|Z|P + |EZ|P].
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Chapitre 5

Réponse fonctionnelle et cas 1.1.d.

Ce chapitre fait Ce chapitre fait I'objet d'une publication dans Electronic

Journal of Statistics.
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Kernel regression with functional response
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abstract We consider kernel regression estimate when both the response va-
riable and the explanatory one are functional. The rates of uniform almost
complete convergence are stated as function of the small ball probability of
the predictor and as function of the entropy of the set on which uniformity

is obtained.

keyword : Uniform almost complete convergence, kernel estimators, func-

tional data, entropy, semi-metric space.

5.1 Introduction

Regression model is a main tool to examine the relationship between a
response variable and an explanatory one. We are interested in estimating
the nonparametric regression when both variables (response and explanatory)
are functional. The study of statistical models adapted to such kind of data
received a lot of attention in recent literature (see, Ramsay and Silverman
(2005), Bosq (2000) and Ferraty and Vieu (2006) for recent monographies
and Ferraty and Romain (2011) for an handbook on statistics in infinite di-
mensional spaces). Since the previous paper by Ferraty and Vieu (2002) the
literature on nonparametric regression (see the survey by Ferraty and Vieu
(2011)) starts to be rather important when the response variable is scalar,
but there are very few advances in this direction when this response is func-

tional (see however Bosq and Delecroix (1985) and Lecoutre (1990) for earlier
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references). Various advances on this field have been already provided but
under some linear assumption on the regression operator (see for instance
Miiller et al (2008), He et al (2009), in standard i.i.d. case; see also Bosq
(2000) in the specific time series context).

This work presents some asymptotic property for a kernel-type regression
estimator when both response and explanatory variables are functional. Pre-
cisely we state the uniform almost complete convergence rate of this doubly
functional kernel estimate. As far as we know, our result is the first one sta-
ting uniform asymptotic results in nonparametric doubly functional regres-
sion problems. As usually in functional statistics, the topological structures
on the infinite-dimensional spaces play a prominent role, and we present
the rates of convergence in such a way to highlight these topological effects.
Firstly, the problems linked with the high (high because infinite) dimen-
sionality of the explanatory variable are dealt with by means of small ball
probability considerations (and this is directly linked with the topological
structure). Secondly, the uniformity of the convergence is obtained by means
of entropy notions (which are, once again, direct topological considerations).
Finally, the type of the Banach space on which the response variable takes
its values acts also directly on the rates of convergence.

Section 2 is dedicated to some probability tools for functional variable valued
in a Banach space. The doubly functional model and its estimate are pre-
sented in Section 3 and the uniform rates of convergence are stated therein.
Some technical proofs are defered to the Appendix.

Before closing this introduction it is worth being stressed that, even if we have
deliberately chosen to present a short theoretical paper, there exists a wide
scope of applied scientific fields for which our approach could be of interest.
In the next future, our works will be concentrated on the implementation of
this doubly functional nonparametric method. To fix the ideas, one can for

instance find examples in Biometrics, Genetics or Environmetrics in He et al
(2009), Miiller et al (2008) and Hlubinka and Prchal (2007) respectively.
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5.2 Some probability tools for functional va-

riables

We present two general tools for random variables valued in Banach
spaces. The topological complexity of the Banach space B will appear through
the following following notion.

Definition 2 A Banach space B is of type p €]1,2] if there exists a strictly
positive constant ¢ such that for any finite sequence Z1, . .., Z, of independent
B-random variables such that E||Z;||P < co and EZ; = 0, we have

E|Y ZllP < e) ElZ]|P.
i=1 i=1

Remark 1 Clearly, R¥ (kK > 1) or more generally any Hilbert space is a
Banach space of type 2.

In addition, and as it is usual in nonparametric statistics, one needs some
kind of exponential inequality for getting rates of convergence. We will make
use later in this paper of the following Bernstein’s type inequality for sums

of Banach-valued random elements :

Lemma 8 Let 7y, ..., 7, be independent B-random variables. If we have
- k!
> E||zi|F < §z2bk—2,wg > 2,
i=1

for some positive constants b = b(n) and | =1(n), then :

t2

— > < —_—
vt > 0, P(I1S,]| = ElISulll > 6) < 2exp(— 55—

)
where S, =>"" | Z;.

This inequality can be found at page 49 in Bosq (2000), and a deeper discus-

sion on B-random variables can also be found in this book.

100



5.3 The functional regression with functional

respomnse

5.3.1 The doubly functional nonparametric setting

Let us consider a sample of independent pairs (X1,Y)),. .., (X,,Y,) iden-
tically distributed as (X,Y’) which is a random pair valued in F x B3, where
(F,d) is a semi-metric space and (B, ||.||) is a Banach space of type p €]1,2].
Recall that a semi-metric (sometimes called pseudo-metric) is just a metric
violating the property : [d(z,y) = 0] = [z = y]. The functional regression
operator is defined by

m(z)=E[Y| X =z, VrelF. (5.1)

Nonparametric estimates of the operator m are constructed by local weigh-

ting ideas, as for instance the following doubly functional kernel estimate :

L K(hld(x, X5))Y

) = S R X)) ST

where K is a kernel function and h = h,, is a sequence of positive real
numbers which goes to zero as n goes to infinity. We stay here with this
simple nonparametric smoother, but alternative ones could be introduced
such as the local functional one previously studied by Barrientos-Marin et
al. (2010) for scalar Y.

5.3.2 The general hypotheses

Now Sr is a fixed subset of F, and for n > 0 we consider the following
n-neighborhood of S :

ST ={reF,3' € Sr,d(z,2") <n}.

We will use the notation B(xz,h) = {2’ € F, d(2',z) < h} for the closed
ball in the space F. The model consists in assuming that the probability
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distribution of X is such that there exists a non-decreasing function ¢ such
that :
(H1) 3(Cy,Cy), Vo € Sg, Ye > 0, 0 < Cio(e) < P(X € B(z,¢)) <
Cag(e) < o0,
while the joint distribution of (X,Y") has to satisfy :
(H2) 3C5 < oo, 3b > 0,3np > 0,Vz,2’ € ST, [m(z) — m(2)|| <
Csdb(z,2'),
(H3) 3Cy, Vr > 1, E(||Y||"|X) < Cyr! < o0, a.s.,
where rl = r(r—1)...(r —[r] 4+ 1), [r] being the largest integer smaller than
r. We also need the following technical conditions on the kernel K :
(H4) The kernel function has to be such that :
(i) K is a bounded and Lipschitz continuous function with support
[0,1),
and if K (1) = 0 it has also to fulfill, jointly with ¢(.), the conditions :
(il) 3(C5,Cq), —o0 < C5 < K'(t) < Cs < 0;
(i) 3C; > 0, 3n > 0, ¥y < mo, [ o(u) du > Cro(a).
While (H1)-(H4) are standard conditions to get pointwise rates of conver-
gence, the next assumptions are directly linked with our wishes to have uni-
form rates over the set S. These conditions will make appear the topological
complexity of the set Sz which will act through the Kolmogorov’s entropy
of Sx defined for any ¢ > 0 by :

Vs, (€) = log(Nc(Sx))

where N (S7) is the minimal number of open balls in F of radius € which are

necessary to cover Sz. Of course these conditions will also cross restrictions

on the small ball probability function ¢ introduced in (H1). Assume that :
(H5) 3Cs >0, Ing > 0, Vn < o, 0 < ¢'(n) < Cs,

(logn)? logn n¢(h)
(H6) 3ng, Vn > no, “olh) < g, (ngb(h)) < logn ’

(H7) 38> 1, 300 exp {(1 — B)vs, (*%22)} < co.
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It is important to stress that, despite of its rather intricate form, this set of
assumptions is not too much restrictive. Excepted (H3), all other conditions
are related with the explanatory variable X and they have been discussed
in various previous papers. The reader can look for instance at Chapter 13
in Ferraty and Vieu (2006) to see how all these conditions can be shown
to be true pending to suitable topological structure on the space F (that is,
pending to suitable choice of the semi-metric d). It is out of purpose to provide
detailled discussion in this paper, because this is definitively not linked with
the functional nature of the response (which is the main point that we wish
to address) and also because such a discussion appears already in various
other papers. Finally, the only condition which is specific to the functional
response Y is the rather unrestrictive conditional moment existency assumed
in (H3).

5.3.3 Uniform rates of convergence

The following theorem states the rate of convergence of m, uniformly
over the set Sr. The asymptotics are stated in terms of almost complete
convergence (denoted by a.co.) which is known to imply both weak and strong
convergences (see, among other, Section A-1 in Ferraty and Vieu, 2006). The
topological structure on the space F acts directly on these rates through the
functions ¢ and g, , while the topological complexity of the space B will
act through its type p.. As discussed before, this is the first result of this
kind in regression setting when both X and Y are functional. In the special
simpler case when Y is real this result was given in Ferraty et al. (2010). To
fix the ideas and to highlight the wide generality of the apparently highly
technical assumptions (H1)-(H7) a few special cases will be considered later
in Remark 2, while Remark 3 will present an interesting direct consequence

of this general result.
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Theorem 5 Under the hypotheses (H1)-(H7), we have

~ o . b Vsr (lo’in)
sup [la) =m(@)l| = () + Oueo | /=228 )

+ Ogco (#(h)) o : (5.2)

Proof. We consider the decomposition

(G(z) — Eg(x))  (Eg(z) —m(z)) (11— fA(SE))m(I)

m(x) —m(x) = — - 5.3

)=t o dw T jw Y
where

f(l’) _ 2?21 K(h_ld(zﬁXi)) and g(z) _ Z?:l K(h_ld(z?Xl))K (54)

nE[K(h~td(x, X1))] nE[K(h~'d(x, X1))]

The denominator f(x) does not involve the functional response, and therefore

the following results stated in Ferraty et al. (2010) remain true :

lo n
sup |]?(x) — 1| = 0,0 W) and ZP ( inf f ;) < 0.

x€SF ngb( rESF

So finally, Theorem 5 will be true as long as both following lemmas will be

proved. The proofs of these lemmas are reported to the Appendix.

Lemma 9 Under the hypotheses (H1),(H2) and (H4)-(H7), we have

sup ||[EG(x) — m(z)|| = O(").

r€ESFE

Lemma 10 Under the assumptions of Theorem 5, we have

_ S vs, (5 EER T
e 106 = B = Ouce ¢<h>) +0ue (55m)
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Remark 2 For any Hilbert space, it is clear that p = 2 (see, Remark 1) so
the rate (5.2) becomes :

o Vs (522)
xseusllllm(w) m(z)|| = O(h”) 4+ Og.co. o)

In the special case when B is the euclidian space R¥, when Sx is compact
and when X has a density with respect to the Lebesque measure, then (5.2)

becomes the usual multivariate nonparametric rate :

sup ||7i(z) — m(2)]| = O(hY) + Op.co. ( log”) .

zeSE nhk

Remark 3 Uniform consistency allows to replace a fized x with a random

element X . Indeed, as soon as P(X € Sg) =1, one gets

[1m(X) = m(X)]| < sup |[m(x) —m(z)]].
zeSr
So, results on sup,cg, ||m(x)—m(z)|| remain valid for ||m(X)—m(X)||. This
can be of great practical interest for other problems (automatic bandwidth

choice, semi-parametric modelling, . ..) which are out of the scope here.

5.4 Proof of technical lemmas
In the following, we will denote K;(z) = K(h™'d(x, X;)). First of all, one has
30 < Cg < Cl(] < 00, Vx € S]-‘, Cg(b(h) < E[Kl(l’)] < Clo¢(h> (55)

The result (5.5) is obvious when K (1) > 0 and can be extended to continuous
kernel K satisfying (H4) as shown in Lemma 4.4, page 44, in Ferraty and
Vieu (2006). From now on, we will denote by C'is a generic nonnegative real
constant, and we will take

logn
€= .

n
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Note that condition (H5) implies that for n large enough :
0 < ¢(h) < Ch,

in such a way that (H6) implies both that

Jim iy =0 Jim S5 <o 59
Proof of Lemma 9. One has
123() ~m(@)| = gz || B2 | K@) - m@) (K @) i
h i=1
= 5.y IEUO @] = m(@) EL @)
Hence, we get
Ve e Sy, |[Eg(z) —m(z)|| = m[EKl(x)(IIM(Xl) —m(z)|])].

Thus, with hypotheses (H1), (H2) and (5.5) we have, for n large enough :

1

Ve e Sy, [|[Eg(z) —m(x)]] < CW

[EK (2) Lpn (X1)d" (X1, x)] < ChP.
This last inequality yields the proof, since C' does not depend on =x.
O
Proof of Lemma 10. Let x,... 7y (g,) be such that the following covering
of Sx holds :
Sr C Uk;(lsf)B(zk,e),

and define

Vz € Sr, k(z) = i d(z, z4).
v€Spke)marg  min o d@ o)

One considers now the following decomposition

sup |[g(z) — Eg(z)|| < sup |[g(z) — (@) + sup |[g(zk@) — EG(Tre)||
TESF SGS}— | SGS]:

-~ ~~

Gl G2

J/
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+ sup || Eg(2r@)) — Eg(x )||

:EGS]:

G3
We will first deal with the terms G; and G3 which are the simplest ones in
the sense that they are not linked with the functional nature of Y and so one
can make use of previous literature for scalar response Y to treat them. The

term G5 will need more specific attention.
i) Study of the term G1. We get directly from (H1) and (5.5) :

= 1 1
G1 = su — K (2)Y; — ————— K (vp))Yi
S Z <nE[K1< Y B ) )H
= SEUP ZHYH HK Ki(k(z) H ][B(gch)UB(gck(z) ) (Xi).-
xSy T

In a first attempt, assume that K (1) = 0 (i.e. K is Lipschitz on [0, 1])

in order to get :

O\ . € HYII

Clearly, we get from (H3) :
ENY]"] = EE[Y]™X]] < Cm! < oo,
which implies that

Cmlem
E(|Z]™) < —————
(| 1| ) = pm ¢(h)m_l

Moreover, by using the second result in (5.6) together with the defini-

(5.7)

tion of € we have for n large enough :

<C.

>

Both last results yeld directly to

Cmlem1
E(|Z]™) < h=1 g (h)m—1
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So, by applying Corollary A.8 in Ferraty and Vieu (2006) with a? =

€

hé(h)

, one gets

1 « € logn

— Zi=FEZ Oq.co. — .

" ; 1 G ( wh ¢(h)>
Finally, applying again (5.7) for m = 1 one gets

B € logn €
Gl - Oa.co. < nh¢(h)> + O(%)

Now, using (H6) together with the second part of (5.6) and with the

definition of €, we get :

¢S;: (10571)

Gl = Oa.co. n¢(h)

(5.8)

The proof of (5.8) for the case K(1) > C' > 0 (i.e. K Lipschitz on [0, 1))
is not presented here since one can proceed exactly as in Lemma 6 in
Ferraty et al. (2010) by splitting again (7 into three terms.

ii) Study of the term G3. By definition of G3 we have :

Gy < SupE[Hg(«Tk(x))_/g(x)H}

zeSFr

< s [#(an) - 501

reSr

the first inequality coming from the contractive property of the expec-
tation operator (see Bosq, 2000, page 29). So we have finally G3 < EG,
which, combined with (5.8), leads directly to

wS]: (lorgLn)

G =N o)

(5.9)

iii) Study of the term Gy. This part is the most technical because it

involves directly the functional response Y. This is the main specificity
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of our work and so GG cannot be treated by the same techniques as
if Y was real (as for Gy and G3). The proof will use the exponential
inequality for Banach space valued random variables (see, Lemma 8).
Let :

1

and
W= 1L - B (u zrkiu) |
It is clear that, Vn > 0,

P(Gy>n)=P g(zx) — Eg >
(Gama) =P (,_ max [0 - B30 > )

i .
< NU(Sp),_ max P ([3(r) ~ Ega)] > )

< ]\fE r max P E I i ”

- (S )ke{17...,Ne(Sr)} <H i ' H g )

< Ne F max P H/n n — E E I i .
- (S )ke{l,...,Ne(Sr)} (l |> (H p ¥ H))

Choosing now

_ ¢SF (6) -
7= 1o no(h) +E (H Z:Fki||> : (5.10)

we have

ws}' (6)
P(Gy>n) < Ne(Sf)ke{Lr{f%(sf)}P (IWn| >0\ () ) . (5.11)

To apply the inequality of Lemma 8, one must evaluate the quantities

Y EIlk|™ and E()Twl). (5.12)
i=1 1=1

Using the condition (H3) we have for all 7 < m :
EIViki@) = B [K@E | 1x]]
< CjE[K](x)],
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leading finally, by using the result (5.5) and the boundedness of K (see
(H4)), to
BY: Ky ()] < Cjle(h). (5.13)
Now we use the Newton’s binomial expansion and we get :
1

i l™ < w (B (2)])™ (1K (2)Yill + [ E[K: ()Y [)™
k=0
where Cj,,,, = k,(%k), We get by (5.13) :

EITul™ < g S Com EIVi K1 (@) |1 B VoK ()]
< Cn_mm!¢(h)_m+1.
Note that we have used the fact that

vji<m,  Co(h) < BK](x)).

which is again a consequence of the boundednes of K (see (H4)) and
of the result (5.5). It follows that for all m > 1,

D E|Tl™ < Cml(ng(h)) ™. (5.14)

i=1
On the other hand, we use the C, inequality (see, Loéve, 1963, p.155)
for the second quantity of (5.12) and we have

E|YiE\(2) = EYiK, (2)]|P < 2770 [E|YViEL (@) + [|E[Y K (2)][]7]-

Noting that (5.13) can be obtained by the same route for non necessary

integer power (that is changing j into p) one gets
nP¢" (R E|T|P < C.

Now, we use that B is a space of type p €]1,2] and we have

(E <|| Zrn)) <E <|| imn)p < cgEnrmup,
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and hence

K (II ZFMH) = O((ng(h))~+'/7). (5.15)

Because of (5.14), we are now in position for applying Lemma 8, by

P C o ¢S}' (E)
P em TN ey
and we arrive at
¢SF (6) t2
=\ o (h) ) < Zexp(—gray)
< 2exp(—C t

ﬁ)

< 2N(SF)"C,

taking

the second inequality coming from the first result in (5.6). Therefore,
by using (5.15), (5.11) and (5.10), we have :

c 1-1/p
P <G2>”° zzs&h)>+<n¢1(h)) )SCNE(SF)l_B‘

Because of (H7) there exists some > 1 such that

Z NE(S]:)l_B < 00,

n=1

and we obtain that

_ Q/)S}— (E) L 1=/
G = Ous ( —W(h)) 4+ Ous (mb(h)) | (5.16)

Now, Lemma 10 can be easily deduced from (5.8), (5.9) and (5.16).
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Troisiéme partie

Cas dépendant
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Chapitre 6

Convergence ponctuelle : réponse

fonctionnelle

Ce chapitre fait I'objet d’un projet de la note CRAS.
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Estimation de la fonction de régression
pour variables explicative et réponse

fonctionnelles dépendantes

Frédéric FERRATY?, Ali LAKSACI®, Amel TADJ®* and Philippe VIEU®
®Université Paul Sabatier, Toulouse,
Université Djillali Liabes, Sidi Bel Abbes
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Résumé Nous considérons l'estimateur a noyau de la fonction de régres-
sion lorsque la variable réponse est dans un espace de Banach et la variable
explicative est a valeurs dans un espace semi-métrique. En considérant des
observations [-mélangeantes, on établit la vitesse de convergence presque

compléte de l'estimateur construit.

Abstract We consider a kernel estimate of the regression when the response
variable is in a Banach space and the explanatory variable takes its values in
a semi-metric space. Our main result states the almost complete convergence
(with rate) of the constructed estimate when the sample considered is a (-

mixing sequence.

6.1 Introduction

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires a valeurs dans F x B, ou B
est un espace de Banach de type 7 €]1,2] et F est un espace semi-métrique.
On note ||.|| la norme sur B et on note d(.,.) la semi métrique sur F. On
considére une suite de n observations de méme loi que le couple (X, Y'). Pour
x € F, on suppose que l'espérance conditionnelle de Y sachant X = x, notée

m(z) = EY | X = z], existe. L’estimateur naturel de m(x) par la méthode
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du noyau est

_ 2 K(hd(z, X5))Y;

) S R G X,)

, Vo e F, (6.1)

ot K(.) est un noyau et h := h, est une suite de nombres réels positifs.
Le but de cette Note est d’étudier I'estimateur non-paramétrique m(z) de
m(z) lorsque les deux variables X et Y sont a valeurs dans un espace de
dimension infinie et les observations (Y;, X;)i=1...., sont dépendantes. La mo-
délisation statistique des données fonctionnelles dépendantes est motivée par
un grand nombre de problémes concrets liés a 1’'étude de phénomeénes tem-
porels (voir, pour des exemples, Ramsay et Silverman (2002), Bosq (2000)
pour les modeéles paramétriques et Ferraty et Vieu (2006) dans le cas non-
paramétrique). Typiquement, les séries chronologiques fonctionnelles sont is-
sues d'un découpage d'un processus a temps continu sur des intervalles. Ceci
nous permet d’étudier le processus en tenant compte des morceaux de trajec-
toires continus. D’une maniére générale, les premiers résultats sur I’estimation
non-paramétrique de la fonction de régression a variable réponse fonctionnelle
ont été obtenus par Bosq et Delecroix (1985). En 1990, Lecoutre a étudié la
convergence uniforme presque compléte d'un estimateur de type régresso-
gramme de la fonction de régression lorsque la variable réponse est dans un
espace de Banach et la variable explicative est réelle. Récemment, Ferraty
et al. (2011) ont obtenu la convergence uniforme presque compléte d’'un es-
timateur a noyau d’une variable réponse Banachique conditionnée par une
variable explicative dans un espace semi-métrique lorsque les observations
sont indépendantes et identiquement distribuées.

L’apport principal de cette Note est de généraliser, au cas dépendant,
les résultats de Ferraty et al. (2011). Plus précisément, on établit la vi-
tesse de convergence presque compléte de m lorsque les observations sont
f-mélangeantes. L’expression de la vitesse de convergence exploite la struc-
ture topologique de la variable explicative et de la variable réponse, ainsi que
la structure de dépendance des observations.

Nos hypotheses sont présentées au paragraphe 6.2 alors que le résultat

119



principal est donné au paragraphe 6.3.

6.2 Notations et Hypothéses

Nous commengons par rappeler la notion de S-mélange pour une suite de

variables aléatoires.

Définition 8 Soit {Z;, i = 1,2, ...} une suite stationnaire de variables aléa-

toires. Pour tout entier n, on note $(n) le coefficient de mélange défini par

2.

=17

|P(A; 0 Bj) — P(A) P(Bj)| -

1

N —

B(n) = sup {

I J

A€ Fi(Z) et Bj e F(Z), I, JCN* etk e N*},

ot F¥(Z) est la tribu engendrée par {Z;,i < j < k}. Nous disons que la suite

(Z;) est f-mélangeante si le coefficient de mélange B(n) — 0 lorsque n — 0.

On trouvera dans la littérature plusieurs exemples de processus stochas-
tiques vérifiant cette condition de mélange. Par exemple, dans notre contexte
fonctionnel, Allam et Mourid (2002) ont donné les conditions suffisantes pour
qu’'un processus autorégressif Banachique soit f-mélangeant. Par la suite, on
note par B(z,h) = {2’ € F/d(z',x) < h} la boule de centre x de rayon h et

on introduit les hypothéses suivantes :

(H1) P(X € B(z,r)) = ¢,(r) > 0 pour tout r > 0,

(H2) 3b > 0,3C > 03u > 0, Vay, 29 € B(x,un), [|[m(z) —m(z)| <
Cdb(l'l,l'g),

(H3) (X, Yi)i>1 est une suite f-mélangante dont le coefficient de mélange
vérifie

Ja > 2, B(n) =0 (n"),
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(H4) 3C > 0,vVr > 1, E(||[Y]|"|X) < Cr! < oo p.s., avec 1! = r(r —
1)---(r—[r]+1) et on [.] désigne la partie entiére,

(H5) K est une fonction de support [0, 1] vérifiant 0 < Clyg < K(t) <
C'ljp1; < oo et si K(1) = 0, la fonction ¢,(.) vérifie la condition sup-

plémentaire

n
3C >0, Iny > 0, YO < n < no, / O (u)du > Cno.(n),
0
(H6) 39 € (2/a,1), lim, ,o0(n'=° ¢,(h)/logn) =

6.3 La convergence presque compléte

On établit le résultat suivant

Théoréme 7 Sous les conditions (H1)-(H6), on a

. o logn LT
() = m(@)l| = O(R") + Oco, ( nl—%x(h)) o (nl—%x(h)) |

Schéma de la preuve. La démonstration de ce Théoréme est basée sur la

décomposition suivante :

(@) —m(@) = = [3(0) = E§l)] + = [ Ea(e) ~m(a)] + 1 = Flw)] 22,

f(z) () Flx)
ﬂx):nE[ K(h 1dxX1 ZK hold(z, X))
et
glz) = §:K “Ld(z, X;))Y;.

nE[K (h 1d (z, X1))

Le Théoréme (3.1) est une conséquence des résultats préliminaires suivants :
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Lemme 1 Sous les hypotheses (H1),(H2), (H5) et (HG6), on a
1EG(x) — m(z)]| = O(h’).

Lemme 2 Sous les hypothéses (H1) et (H3)-(H6), on a

—~ Y B logn 1 1-1/7
[9(x) = Eg(2)]| = Oa.co. ( 7711_5%(@) +0 <7n1_5¢x(h)) . (6.2)

Lemme 3 Sous les hypotheses (H1), (H3), (H5) et (HG6), on a

.]/c\(x) —-1= Oa.co. ( %) . (63)

Remarque 3 Une des idées essentielles de la preuve consiste a utiliser une
inégalité exponentielle pour variables aléatoires Banachiques mélangeantes

due a Rhomari (2002). Cette inégalité est la suivante :

Soit Zy, ..., Z, une suite f-mélangeante ot les (Z;)i=1....n, sont centrées. Soit
J et p des entiers tels que 1 < j < p <n. Si pour m > 2,
max; Y0 Bl Z;-1pl|™ < gmla®M™2 alors pour tout € > pe*(q), on a

( (e — pe*(q))?
2p[(n + p)C + (€ — pe*(q)) M]

P(I>_ 2l =€) < pexp
=1

)+w@,

ot C est une constante positive, M est un nombre positif, €*(q) = max; €;(q)
et ei(q) = E(Q°, EllZ;1), ot (Z5,)i=1,..q sont des v.a.i.i.d. ayant méme

lois que (Zj+(i—1)p)i:17...7q,
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Chapitre 7

Preuves détaillées du résultat du

chapitre précédent

K(h™'d(z, X;)). Dans un pre-

Pour tout i = 1,.. ., n, on pose : K;(x) =
ns (H1) et (H5) permettent d’écrire

mier temps, on remarque que les condition

pour tout réel 7 > 0
30 < C < C' < 00, Chy(h) < E[K](2)] < C'¢(h). (7.1)

Voir Ferraty et Vieu, 2006, p44, Lemme 4.4, pour la preuve de ce résultat.

Preuve du Lemme 1.

1Eg(z) —m(z)|| = T [ZK Yi| = m(z) E[Ki(z)]
1
= @) | E[K1(2)Y1] — m(x) B[ K (z)]]]
Ce qui implique
1Eg(x) —m(z)| < [K11< ) [EK1(x) [m(X1) —m(2)]].

Sous les hypothéeses (H1), (H2) et (H5), on obtient :

|E5(x) — m(x)] < C (B () Loy (X0) (X0, )] < CH.

B[ (2)]
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Dans toute la suite, (p,)n et (¢,), désignent deux suites d’entiers positifs.

Preuve du Lemme 2. On pose, pouri=1,...,n:

1

Y= BR@)

[Ki(2)Y; — B [K;i(7)Yi]].

Alors, on a

Pour appliquer I'inégalité de type exponentiel (voir Rhomari, 2002) on doit
calculer asymptotiquement Y 7", E||T;||™ pour tout entier m > 2 ainsi que
e*(qn) = max; E || 7" T7]], ou (I'}); est une suite de variables indépendantes

de méme loi que I'; et ¢, est une suite de nombres positifs, définie par

qn = |i£:| + 17
DPn

[.] étant la partie entiére.
i) 11 est clair que E <||Y1K1(93)||j> -5 [K{(m)E [||Y1||j |X1H. En utilisant
(H4) et (7.1), on a pour tout réel j > 1 :

E (MK @) < Cjto.(h), (7.2)

De plus, pour tout entier m > 0, on a

1

™ < W(II&(%)EH+||E[Ki(if)3ﬁ]||)m
1 = k m—k
< chk,m Y1 (@) ||” ([ £ YK ()] , (7.3)

k=0

ot Cym = m!/(kl(m — k)!). Par ailleurs, il est facile de voir que

(IBG K@) < (EK@E (] 1x)"*

<
< O (¢a(h)" 7" (7.4)
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La combinaison de (7.2)-(7.4) permet d’obtenir pour tout entier m > 0 :
ETi|™ < Cml(¢a(h))™H

Il vient finalement pour tout entier m > 0 :
an
D ET™ < Cauldu(h) ™, (7.5)
i=1

ii) Evaluons maintenant la quantité e*(g,). On applique le fait que l'espace
de Banach B est de type 7 €]1,2] pour calculer asymptotiquement cette
quantité. En effet :

qn T dn T dn dn
(2(135m)) <2 (13m) <c3-ewr-c3emr
i=1 i=1 i=1 i=1
(7.6)
Tout d’abord, on a besoin d’évaluer la quantité > /", E||I';[|” pour tout 7 €

]1, 2]. Pour cela, on applique l'inégalité C (voir Loéve, 1963, P.155) pour

E|YiE\(2) = EYiK\(2)]|” < 277 BV K ()7 + (| ER R (2)]1]7] -

En combinant I’équation (7.1) et (7.2) avec la derniére inégalité, on arrive
a BE|0||” < C¢, 7 (k). 11 suffit de combiner ce résultat avec (7.6), pour
obtenir :

€ (an) = max B (H > rzu) = O}/ (62(h)) 14117,

Comme ¢, = O(n/p,), on a

" (qn) = O((n/pn) "7 (¢ (h)) 71 F17). (7.7)

Maintenant, nous sommes en mesure d’appliquer I'inégalité exponentielle de
Rhomari (2002). Donc, pour tout n > 0

y ' n exp [ — (nn = pne*(qn))? .
(7.8)
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ol p, et g, sont telles que ¢, = [p%] + 1. En posant M = ¢,(h)7!, et en
choisissant
pnlogn
=" +n ppe (Qn) > 0,
(Vs )
on obtient :

n

2T

i=1

1 pnlogn 1
P|= € (Gn
(n >770< n¢m(h)+n pn€’(q )))
nnglogn

<ppexp | —
=P p( 2 [C(n + pn) bz (h) + nor/np, logn

Maintenant, en choisissant p, = O(n°), on a
n logn B . B
> 1 ( D O pae (%))) <0’ ™+ np(n’).

1 n
: <ﬁ 2.1 . ()
(7.9)

En utilisant (H3) et le fait que 0 > 2/a (voir condition (H6)), il découle que

pour 7y choisi suffisamment grand, le terme de gauche de (7.9) est celui d’une

} ) + nﬂ(pn)

série convergente.
O
Preuve du Lemme 3. Il suffit d’appliquer le résultat précédent avec :

Yi=1 Vi,
B=R.

Dans ce cas 14, le type de 'espace est p = 2 et par conséquent le deuxiéme
terme de la vitesse de convergence de lemme 2 devient négligeable.

U
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Quatriéme partie

Commentaires et perspectives
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Chapitre 8

Discussions et Perspectives

8.1 Sur la convergence uniforme en statistique

fonctionnelle

En statistique non paramétrique, la convergence uniforme est considé-
rée comme étape préalable pour l'obtention de résultats plus pointus. Par
exemple, ce mode de convergence s’avére particulierement utile dés qu’on
souhaite valider théoriquement des procédures de choix automatique de pa-
ramétre. C’est le cas pour la sélection du paramétre de lissage (voir Rachdi
et Vieu, 2007 et Benhenni et al. 2007) dont I’étude théorique utilise de ma-
niére déterminante les résultats de convergence uniforme. Il en va de méme
de I’étude de modeles fonctionnels plus spécifiques tel le modéle additif (Fer-
raty et Vieu, 2009), le modeéle partiellement linéaire (Aneiros-Perez et Vieu,
2007) ou le modele a indice simple (Ait saidi et al., 2008). Le choix de la
semi-métrique, qui est lui aussi un point crucial, reste un probléme ouvert
pour lequel les résultats uniformes obtenus dans cette thése devraient s’avérer

utiles.
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8.2 Sur la régression non paramétrique fonc-

tionnelle avec réponse fonctionnelle

Les premiers résultats donnés dans cette thése lorsque la variable réponse
est aussi fonctionnelle traitent de la régression classique. Cela peut ouvrir
plusieurs perspectives. Par exemple, on peut également envisager d’étendre
au cas d'une variable explicative fonctionnelle les autres modeéles non para-
métriques conditionnels étudiés dans la premiére partie de cette thése. Les
choix du parametre de lissage et de la semi-métrique sont encore des pro-
blémes ouverts lorsque la réponse est fonctionnelle. La aussi, les résultats
uniformes de cette thése pourront s’avérer utiles. Les test de structures dans
les modeéles de régression non paramétriques fonctionnels présentent un grand
intérét en statistique fonctionnelle, et le cas de variable réponse fonctionnelle

reste encore non traité a ce jour.

8.3 Cas d’une réponse fonctionnelle en situa-

tion de dépendance

A notre connaissance, c’est la situation la moins développée dans la lit-
térature et les résultats de la derniére partie de cette thése ouvrent la porte
a de nombreuses extensions, d’ordre théorique (uniformité des résultats, al-
légement de I’hypothése de dépendance au cadre a-mélangeant,...) ou bien
d’ordre appliqué (choix du paramétre de lissage en particulier). Concernant le
cadre du a-mélange, les résultats obtenus précédemment devraient se généra-
liser & condition toutefois de bénéficier d’inégalités exponentielles adéquates
ce qui, dans I’état actuel de nos connaissances, ameénerait a considérer des

variables Hilbertiennes plutét que Banachiques.

132



Références

AIT SAIDI, A., FERRATY, F., KAssA, R., VIEu, P. (2008). Cross-validated

estimations in the single-functional index model. Statistics, 42, 475-494.

ANEIROS-PEREZ, G., VIEU, P. (2007). Semi-functional partial linear regres-
sion. Statist. € Proba. Let., 76, 1102-1110.

BENHENNI, K., FERRATY, F., RAcHDI, M., VIEU, P. (2007). Locally smoo-
thing regression with functional data. Computational. Statistics. 22, 353-370.

FERRATY, F., VIEU, P. (2009). Additive prediction and boosting for func-
tionnal data. Computational Statistics € Data Analysis, 53 1400-1413.

RacHDpI, M., VIEU, P. (2007). Nonparametric regression functional data :
Automatic smoothing parameter selection. J. Statist. Plan. Inf. 137, 2784-
2801.

133



134



Chapitre 9
Bibliographie générale

DE AcosTA, A. (1985). Inequalities for B-valued random variables with
applications to the strong law of large numbers, Ann. Probab. 9, 157-161.

AIT SAIDI, A., FERRATY, F., KAssA, R., VIEU, P. (2008). Cross-validated
estimations in the single-functional index model. Statistics, 42, 475-494.

Avrram, A., MOURID, T. (2002) . Geometric absolute regularity of Banach
space-valued autoregressive processes. Statist. Probab. Lett., 60, 241-252.

ANEIROS-PEREZ, G., VIEU, P. (2007). Semi-functional partial linear regres-
sion. Statist. € Proba. Let., 76, 1102-1110.

ANTONIADIS, 1., SAPATINAS, T. (2003). Wavelet methods for continuous-

time prediction using Hilbert-valued autoregressive processes. J. Multivariate

Anal. 87, 133-158.

ATTOUCH, M., LAKSACI, A., OULD-SAID, E. (2009). Asymptotic Distribu-
tion of Robust Estimator for Functional Nonparametric Models. Communi-
cations in Statistics : Theory and Methods. 38, 1317-1335.

AzzZEDDINE, N., LAKSACI, A., OULD-SAID, E. (2008). On the robust non-
parametric regression estimation for functional regressor. Statistic and Pro-
babability Letters. 78, 3216-3221.

135



BARRIENTOS-MARIN, J., FERRATY, F., VIEU, P. (2010). Locally modelled

regression and functional data. J. of Nonparametric Statistics. 22, 617-632.

BASTERO, J., URIz, Z. (1986). Cotype for p-Banach spaces. Compositio
Mathematica. 57, 73-80.

BECK, A. (1958). Une loi forte des grands nombres dans des espaces de
Banach uniformément convexes. Annales de l'institut Henri Poincaré. 16,

35-45.

BENHENNI, K., FERRATY, F., RAcHDI, M., VIEU, P. (2007). Locally smoo-
thing regression with functional data. Computational. Statistics. 22, 353-370.

BERLINET, A., GANNOUN, A., MATZNER-LOBER, E. (1998). Propriétés
asymptotiques d’estimateurs convergents des quantiles conditionnels. C. R.

Acad. Sci., Paris, Sér. I, Math. 326, No.5, 611-614.

Bessg, P. C., CARDOT, H. (1996). Approximation spline de la prévision
d’un processus fonctionnel autorégressif d’ordre 1. Canad. J. Statist. 24,
No.4, 467-487.

Biau, G., CADRE, B. (2004). Nonparametric Spatial Prediction. J. Statis-
tical Inference for Stochastic Processes. 7, 327-349.

BOGACHEV, V.I. (1999). Gaussian measures. Math surveys and monographs,
62, Amer. Math. Soc.

BosqQ, D. (1989). Propriétés des opérateurs de covariance empiriques d’'un
processus stationnaire hilbertien. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 309,
No.14, 873-875.

Bosq, D. (1990). Modéle autorégressif hilbertien. Application & la prévision
du comportement d’un processus a temps continu sur un intervalle de temps
donné. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 310, No.11, 787-790.

BosqQ, D. (1991). Modelization, nonparametric estimation and prediction

for continuous time processes. In Nonparametric functional estimation and

136



related topics (Spetses, 1990), 509-529, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C Math.
Phys. Sci. 335, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht.

Bosq, D. (2000). Linear processs in function spaces. Theory and Applica-
tion. Lectures Notes in Statistics. Vol 149, Springer Verlag.

Bosq, D., DELECROIX, M. (1985). Nonparametric prediction of a Hilbert-
space valued random variable. Stochastic Process. Appl. 19, 271-280.

BosQ, D., LECOUTRE, J. P.(1987). Théorie de I'estimation fonctionnelle.
ECONOMICA, Paris.

BOULARAN, J., FERRE, L., VIEU, P. (1995). Location of particular points

in nonparametric regression analysis. Austral. J. Statist. 37, 161-168.

Bru, B., HEINICH, H. (1980). Sur I'espérance des variables aléatoires vecto-

rielles. Annales de l'institut Henri Poincaré (B) Probabilités et Statistiques.
16, 177-196.

BURBA, F., FERRATY, F., VIEU, P. (2008). Convergence de l'estimateur a

noyau des k plus proches voisns en régression fonctionnelle non-paramétrique.

C. R. Acad. Sci. Paris. 346, 339-342.

CARBON, M., FrRANCQ, C., TRAN, L. T. (2007). Kernel regression estima-
tion for random fields. J. Statist. Plann. Inference. 137, 778-798.

CARDOT, H., CRAMBES, C., SARDA, P. (2004). Spline estimation of condi-

tional quantiles for functional covariates, C. R. Math. Acad. Sci. Paris. 339,
141-144.

CHATE, H., COURBAGE, M. (1997). Lattice systems. Physica D, 103 1 -612.

CoLLOMB, G. (1981). Estimation non paramétrique de la regression : Revue
bibliographique. Inter. Statist. Revue. 49, No.1, 75-93

CoLLOMB, G. (1983). Méthodes non paramétriques en régression, analyse
de séries temporelles, prédiction et discrimination. Doctorat d’état, Toulouse

3.

137



CoLLOMB, G. (1984). Propriétés de convergence presque compléte du pré-
dicteur a noyau. Z. W. Gebiete. 66, 441-460.

CoLLOMB, G. (1985). Nonparametric regression : an up to date bibliography
Statistics. 16, 309-324.

CoLLOMB, G., HARDLE, W., HASSANI, S. (1987). A note on prediction via
conditional mode estimation. J. Statist. Plann. and Inf. 15, 227-236.

CrAMBES, C., DELSOL, L., LAKSACI, A. (2008). L, errors for robust es-

timators in functional nonparametric regression. Journal of Nonparametric
Statistics. 20, 573-598.

DABO-NIANG, S., RHOMARI, N. (2003). Estimation non paramétrique de la
régression avec variable explicative dans un espace métrique. C. R., Math.,

Acad. Sci. Paris. 336, 75-80.

DABO-NIANG, S., LAKSACI, A. (2007). Estimation non paramétrique du
mode conditionnel pour variable explicative fonctionnelle. C. R., Math., Acad.
Sci. Paris. 344, 49-52.

DEHEUVELS, P., MASON, D. (2004). General asymptotic confidence bands

based on kernel type function estimators. Statistical Inference for Stochastic
Processes, 7, 225-277.

DELSOL, L. (2007). Régression non paramétrique fonctionnelle : expression
asymptotique des moments, Ann. [.S.U.P. Vol LI, 3, 43-67.

DeLsoL, L. (2009). Advances on asymptotic normality in nonparametric
functional Time Series Analysis Statistics. Statistics, 43, 13-33.

DELSOL, L. (2011). Nonparametric methods for a-mixing functional random
variables. In The Oxford Handbook of Functional Data Analysis (Ed. F.
Ferraty and Y. Romain). Oxford University Press.

DeLsoL, L., FERRATY, F., VIEU, P. (2011). Structural test in regression

on functional variables. J. Multivariate Anal. (to appear)

138



DEVROYE, L. (1978). The uniform convergence of the Nadaraya-Watson re-
gression function estimate. Canad. J. Statist. 6, No.2, 179-191.

EzzanrIOUI, M. (2007). Prévision dans les modéles conditionnels en dimen-
sion infinie. PhD Thesis. Univ. du Littoral Céte d’Opale.

EzzAaHr1OUI, M., OULD-SAID, E. (2005). Asymptotic normality of nonpa-

rametric estimators of the conditional mode for functional data. Technical

report, No.249, LMPA, Univ. Littoral Cote d’Opale.

EzzaHr1ioul, M., OULD-SAID, E. (2006). On the asymptotic properties of
a nonparametric estimator of the conditional mode for functional dependent
data. Preprint, LMPA No 277, Univ. du Littoral Céte d’Opale.

EzzAaHrIOUI, M., OULD-SAID (2008). Asymptotic normality of nonparame-
tric estimator of the conditional mode for functional data. Journal of Non-
parametric Statistics, 20(1), 3-18.

Ezzauriour, M., OULD-SAID (2010). Some asymptotic results of a non-

parametric conditional mode estimator for functional time-series data. Stat.
Neerl. 64, 171-201.

FERRATY, F. (2010). Special issue on statistical methods and problems in
infinite dimensional spaces. J. Multivariate Analysis. 101(2), 305-490.

FERRATY, F., Go1a, A., VIEU, P. (2002). Functional Nonparametric Model
for Time Series : A Fractal Approach for Dimension Reduction. TEST, 11,
317-344.

FERRATY, F., LAKSAcCI, A., TaDJ, A., VIEU, P. (2010). Rate of uniform

consistency for nonparametric estimates with functional variables. J. Statist.
Plann. Inference. 140, 335-352.

FERRATY, F., LAksAct, A., TapJ, A. VIEU, P. (2011). Kernel regression
whith functional response. Electronic Journal of Statistics. 5, 159-171.

FERRATY, F. LAKSACI, A., VIEU, P. (2005). Functional time series pre-

139



diction via conditional mode estimation. C. R. Math. Acad. Sci. Paris. 340,
389-392.

FERRATY, F. LAKSACI, A., VIEU, P. (2006). Estimation of some charac-
teristics of the conditional distribution in nonparametric functional models.

Statistical Inference for Stochastic Processes. 9, 47-76.

FERRATY, F., MAS, A., VIEU, P. (2007). Nonparametric regression on func-
tional data : inference and practical aspects. Aust. N. Z. J. Stat., 49, 267-286.

FERRATY, F., RABHI, A., VIEU, P. (2005b). Conditional quantiles for func-

tionally dependent data with application to the climatic El Phenomenon.
Sankhya, 67, 378-399.

FERRATY, F., RABHI, A., VIEU, P. (2008). Estimation non-paramétrique
de la fonction de hasard avec variable explicative fonctionnelle. Rom. J. Pure
& Applied Math., 53, 1-18.

FERRATY, F., ROMAIN, Y. (2011). The Oxford Handbook of Functional
Data Analysis. Oxford University Press.

FERRATY, F., VAN KEILEGOM, 1., VIEU, P. (2009). On the validity of the

bootstrap in nonparametric functional regression. Scand. J. Stat. (In press).

FERRATY, F., VIEU, P. (2000). Dimension fractale et estimation de la ré-

gression dans des espaces vectoriels semi-normés. C. R. Acad. Sci., Paris.
330, No.2, 139-142.

FERRATY, F., VIEU, P. (2002). The functional nonparametric model and

application to spectrometric data. Comput. Statist. and Data Anal. 17, 545-
564.

FERRATY, F., VIEU, P. (2004). Nonparametric models for functional data,
with application in regression times series prediction and curves discrimina-
tion. J. Nonparametric Statist. 16, 111-125.

FERRATY, F., VIEU, P. (2006). Nonparametric functional data analysis.

140



Theory and Practice. Springer-Verlag.

FERRATY, F., VIEU, P. (2009). Additive prediction and boosting for func-
tionnal data. Computational Statistics € Data Analysis, 53 1400-1413.

FERRATY, F., VIEU, P. (2011). Kernel regression estimation for functional
data. In the Oxford Handbook of Functional Data Analysis (Ed. F. Ferraty
and Y. Romain). Oxford University Press.

GALILEO GALILEI (1632). Dialogue concerning the two chief world systems.
Modern library, 2001. Translated by Stillman Drake.

GANNOUN, A., SARACCO, J., YU, K. (2003), Nonparametric prediction

by conditional median and quantiles. J. Stat. Plann. Inference. 117, No.2,
207-223.

GAuss, J. F. (1809). Theoria motus corporum coelestium. Hamburg : Perthes

et Besser.

GYORFI, L., HARDLE, W., SARDA, P. ET VIEU, P. (1989). Nonparametric
curve estimation for time series, Lecture Notes in Statistics. 60, Springer-

Verlag.

HAMEDANI, G. G., MANDREKAR, V. (1978). Lévy-khinchine representation
and Banach spaces of type and cotype. Studia Math. Vol. 63.

HE, G., MULLER, H.G., WANG, J.L., YANG, W. (2009). Functional Linear
Regression Via Canonical Analysis. Bernoulli. 16, 705-729.

HLUBINKA, D., PRCHAL, L. (2007). Changes in atmospheric radiation from
the statistical point of view. Comput. Statist. Data Anal. 51(10), 4926-4941.

HOEFFDING, W. (1963). Probability inequalities for sums of bounded ran-
dom variables. J. Amer. Statist. Assoc. 58, 13-30.

HOFFMANN-JORGENSEN, J. (1974). Sums of independent Banach space va-
lued random variables. Studia Math. 52, 159-186.

141



KoLMOGOROV, A. N., TIKHOMIROV, V .M. (1959). e-entropy and e-capacity.
Uspekhi Mat. Nauk 14 3-86. ( Engl Transl. Amer. Math. Soc. Transl. Ser), 2
277-364 (1961).

KugeLBs, J., L1, W. (1993). Metric entropy and the small ball problem for
Gaussian measures. J. Funct. Anal., 116, 133-157.

LAKksAct, A. (2007). Convergence en moyenne quadratique de I'estimateur
a noyau de la densité conditionnelle avec variable explicative fonctionnelle.

Ann. I.S.U.P. 51, 69-80.

LAKSACI, A., LEMDANI, M., OULD-SAID, E. (2009). A generalized L'-
approach for a kernel estimator of conditional quantile with functional re-

gressors : consistency and asymptotic normality. Statist. Probab. Lett. 79,
1065-1073.

LAKSACI, A., MADANI, F., RAcHDI, M. (2010). Kernel conditional density
estimation when the regressor is valued in a semi metric space. International

Statistical Review. (In press).

LAKSACI, A., MECHAB, M. (2010). Estimation non parametrique de la fonc-
tion de hasard avec variable explicative fonctionnelle cas des donnees spa-
tiales. Rev : Roumaine, Math Pures Appl. 55, 35-51.

LAUKAITIS, A. (2007). An Empirical Study for the Estimation of Autore-
gressive Hilbertian Processes by Wavelet Packet Method Nonlinear Analysis :
Modelling and Control 12 (1).

LECOUTRE, J. P. (1990). Uniform consistency of a class of regression func-
tion estimators for Banach-space valued random variable. Statist. Probab.
Lett. 10, 145-149.

LECOUTRE, J. P., OUuLD-SAID, E. (1993). Estimation de la fonction de
hasard pour un processus fortement mélangeant avec censure. Publ. Inst.
Statist. Univ. Paris. 37, No.1-2, 59-69.

LEGENDRE, A. M. (1805). Nouvelle méthode pour la détermination des or-

142



bites des comeétes. Paris : Courcier.

LEMDANI, M., OULD-SAID, E., PoUuLIN, N. (2009). Asymptotic properties
of a conditional quantile estimator with randomly truncated. J. Multivariate
Anal.100, 546-559.

L1, W. V., LIN, Z. (2007). Asymptotic normality for L'-norm kernel esti-
mator of conditional median under association dependence. J. Multivariate
Anal. 98, 1214-1230.

L1, D., QUEFFELEC, H. (2004). Introduction a l'’étude des espaces de Ba-
nach. Analyse et probabilités. Vol 12, Eyrolles.

L1, W. V., TrAN, L. T. (2009). Nonparametric estimation of conditional
expectation. J. Statist. Plann. Inference. 139, 164-175.

LOANNIDES, D., MATZNER-LOBER, E. (2004). A note on asymptotic norma-
lity of convergent estimates of the conditional mode with errors-in-variables.
J. Nonparametr. Stat. 16, 515-524.

LOEVE, M. (1963). Probability Theory. Third Edition. Van Nostranr Prin-

ceton.

Louani, D.; OUuLD-SAID, E. (1999). Asymptotic normality of kernel esti-
mators of the conditional mode under strong mixing hypothesis. J. Nonpa-
rametric Statist. 11, No.4, 413-442.

Lu, Z., CHEN, X. (2004). Spatial kernel regression estimation : Weak concis-
tency. Stat and Probab. Lett, 68, 125-136.

MANTEIGA, W. G., VIEU, P. (2007). Statistics for Functional Data. Com-
putational Statistics & Data Analysis. 51, 4788-4792.

MASRY, E. (2005). Nonparametric regression estimation for dependent func-
tional data : asymptotic normality. Stochastic Processes and their Applica-
tions, 115, 155-177.

MIKHAIL [. KADETS, VLADIMIR M. KADETS.(1997). Series in Banach Spaces :

143



Conditional and Unconditional Convergence (Operator Theory : Advances

and Applications). 94, Birkh&user.

MULLER, H.G., CHiOU, J.M., LENG, X. (2008). Infering gene expression

dynamics via functional regression analysis. BMC' Bioinformatics. 9, 60.

NADARAYA, E. (1964). On estimating regression. Theory Prob. Appl. 10,
186-196.

ONSAGER, L., MACHLUP, S. (1953). Fluctuations and irreversible proceses,
[-II. Phys. Rev., 91, 1505-1512; 1512-1515.

OULD-SAID, E. (1997). A note on ergodic processes prediction via estimation
of the conditional mode function. Scand. J. Statist. 24, 231-239.

OULD-SAID, E., CAI Z. (2005). Strong uniform consistency of nonparame-

tric estimation of the censored conditional mode function. Nonparametric

Statistics, 17, 797-806.

QUINTELA-DEL-RIO, A. (2006). Nonparametric estimation of the maximum
hazard under dependence conditions. Statist. Probab. Lett. , 76, 1117-1124.

QUINTELA-DEL-R10, A. (2010). On non-parametric techniques for area-
characteristic seismic hazard parameters. Geophys. J. Int. 180, 339-346.

QUINTELA-DEL-R10, A., VIiEU, P. (1997). A nonparametric conditional
mode estimate. J. Nonparametr. Statist. 8, No.3, 253-266.

Racubi, M., VIEU, P. (2007). Nonparametric regression functional data :

Automatic smoothing parameter selection. J. Statist. Plan. Inf. 137, 2784-
2801.

RAMSAY, J. O., SILVERMAN, B. W. (1997). Functional data analysis. Sprin-
ger, New York.

RaMsAy, J. O., SILVERMAN, B. W. (2002). Applied functional data analy-
sis : Methods and case studies Spinger-Verlag, New York.

144



RawmsAy, J. O., SILVERMAN, B. W. (2005). Functional Data Analysis,
Springer, New-York, 2nd Edition.

RHOMARI, N. (2002). Approximation et inégalités exponentielles pour les
sommes de vecteurs aléatoires dépendants. C. R. Acad. Sci. Paris. 334, 149-
154.

ROSENBLATT, M. (1969). Conditional probability density and regression es-
timators. In Multivariate Analysis II, Ed. P.R. Krishnaiah. Academic Press,
New York and London.

Roussas, G. G. (1968). On some properties of nonparametric estimates of
probability density functions. Bull. Soc. Math. Greece (N.S.) 9 29-43.

Roussas, G. G. (1991). Kernel estimates under association : strong uniform
consistency. Statist. Probab. Lett. 12, No.5, 393-403.

SAMANTA, M. (1989). Non-parametric estimation of conditional quantiles.
Stat. Probab . Lett. 7, No.5, 407-412.

SAMANTA, M., THAVANESWARAN, A. (1990). Non-parametric estimation of
conditional mode. Comm. Statist. Theory and Meth. 16, 4515-4524.

SARDA, P., VIEU, P. (2000). Kernel regression. In : M. Schimek (ed.) Smoo-
thing and regression ; Approaches, Computation, and Application. Wiley Se-
ries in Pprobability and Statistics, Wiley, New York.

SCHIMEK, M. (2000). Smoothing and Regression : Approaches, computa-
tion, and application, Ed. M.G. Schimek, Wiley Series in Probability and
Statistics.

STONE, C. (1977). Consistent nonparametric regression. With discussion a
nd a reply by the author. Ann. Statist. 5, no. 4, 595-645.

STONE, C. (1980). Optimal rates of convergence for nonparametric estima-
tors. Ann. Statist. 8, No.6, 1348-1360.

STONE, C. (1982). Optimal global rates of convergence for nonparametric

145



regression. Ann. Statist. 10, 1040-1053.

THEODOROS, N., YANNIS G. Y. (1997) Rates of convergence of estimate,

Kolmogorov entropy and the dimensioanlity reduction principle in regression.
The Annals of Statistics, 25, No.6, 2493-2511.

TUKEY, J.W. (1961). Curve as parameters, and touch estimation. Procee-

dings of the 4th Symposium on Mathematics, Statistics and Probability, 681-
694, Berkeley, CA, USA.

VAN DER VAART, A. W., VAN ZANTEN, J. H. (2007). Bayesian inference
with rescaled Gaussian process priors. Electronic Journal of Statistics., 1,
433-448.

VIEU, P. (1991). Quadratic errors for nonparametric estimates under depen-
dence. J. Multivariate Anal. 39 (2), 324-347.

WATSON, G. S. (1964). Smooth regression analysis. Sankhya Ser. A. 26,
359-372.

WATSON, G. S., LEADBETTER, M. R. (1964). Hazard analysis. I. Biome-
trika, 51, 175-184.

YOUNDJE, E.(1993). Estimation non-paramétrique de la densité condition-

nelle par la méthode du noyau. Thése 3eme cycle, Université de Rouen.

YOUNDJE, E. (1996). Propriétés de convergence de 'estimateur a noyau de
la densité conditionnelle. Rev. Roumaine Math. Pures Appl., 41, 535-566.

Zuou, Y., LiancG, H. (2003). Asymptotic properties for L; norm kernel

estimator of conditional median under dependance. J. Nonparametr. Stat.

15, 205-219.

146



Résumé
La problématique abordée dans cette thése est ’estimation non paramétrique
des modéles conditionnels a variable explicative fonctionnelle en traitant deux
cas : le cas ou la variable réponse est réelle et le cas d’une variable réponse
fonctionnelle. On établit la convergence uniforme presque compléte d’estima-

teurs non paramétriques pour certains modéles conditionnels.

Dans un premier temps, nous considérons une suite d’observations i.i.d. et
nous construisons des estimateurs par la méthode du noyau pour la fonction
de régression généralisée, la fonction de répartition conditionnelle, la densité
conditionnelle, la fonction de hasard conditionnelle et le mode conditionnel.
Nous étudions la convergence uniforme presque compléte de ces estimateurs
en précisant leurs vitesses. A titre illustratif, nous donnons des exemples

d’applications sur des données simulées.

Dans un second temps, on généralise nos résultats au cas d’une variable
réponse fonctionnelle (appartenant & un espace de Banach) et on estime la
régression classique. Cette généralisation a été étudiée dans les deux cas : les
observations i.i.d. ainsi que le cas dépendant. Dans ce dernier, nous avons
fixé comme objectif la convergence presque compléte ponctuelle lorsque les

observations sont S-mélangeantes.

Nos résultats asymptotiques exploitent bien la structure topologique de
I’espace fonctionnel de nos observations et le caractére fonctionnel de nos mo-
deles. En effet, toutes nos vitesses de convergence sont quantifiées en fonction
de la concentration de la mesure de probabilité de la variable fonctionnelle,
de I'entropie de Kolmogorov et du degré de régularité des modéles. Notons
également que dans le cas ou la variable réponse est aussi fonctionnelle, nos
vitesses de convergence contiennent un terme additionnel qui dépend du type

de I'espace de Banach de la variable réponse.
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