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La naissance du groupe de travail STAPH:
Une nécessité historique, scientifique

H. CarDpOT, F. FERRATY, Y. ROMAIN, P. SARDA ET P. VIEU

1 Le contexte historique et scientifique

Les aspects fonctionnels de la Statistique ont toujours été tres présents au La-
boratoire de Statistique et Probabilités de Toulouse. Historiquement, ces aspects
trouvent leurs racines dans deux familles de recherches dont les travaux sont
reconnus par la communauté scientifique francaise et internationale:

- Iestimation non-paramétrique “a la Collomb”;

- L’environnement fonctionnel de la Statistique multidimensionnelle “a la
Dauzois-Pousse”.

Ces deux domaines ont, pour I’essentiel, été développés de maniere indépen-
dante dans I'ensemble de la littérature. Cependant, 1’évolution récente de la Sta-
tistique Fonctionnelle induit des liens de plus en plus étroits entre eux. Il s’agit de
'utilisation de mémes outils mathématiques (I’analyse fonctionnelle par exemple)
ou encore de problemes statistiques pour lesquels des modeles alliant les deux
approches sont introduits (modeles fonctionnels, estimation fonctionnelle multi-
dimensionnelle,...). Enfin, dans de nombreuses études de cas les deux approches
sont souvent complémentaires.

Cette évolution rend nécessaires des études approfondies sur tous les aspects
fonctionnels de la Statistique: le contexte historique évoqué ci-dessus fait de
Toulouse un lieu privilégié pour cette démarche. Le groupe de travail STAPH
s’inscrit ainsi dans ce double contexte scientifique et historique.

2 Les objectifs scientifiques de STAPH

Le groupe de travail STAPH se fixe deux objectifs. 1l s’agit, tout d’abord, de
poursuivre I’étude des deux axes initiaux. Au dela de cette étude, la recherche et
I"approfondissement de liens entre ces deux axes est une démarche essentielle du



groupe de travail. C’est la notre second objectif qui, comme nous 'avons souli-
gné plus haut (voir également les trois premiers exposés), répond a une évolution
récente de la Statistique. L’utilisation conjointe des deux approches devraient per-
mettre d’appréhender des problématiques telles que la modélisation de variables
fonctionnelles comme en témoignent d’ailleurs des travaux récents, dont certains
réalisés par des membres de notre laboratoire. En ce sens, ce second objectif nous
apparalt comme le plus novateur et c’est celui que nous souhaitons privilégier.

Les trois themes principaux qui ont ainsi été retenus sont les suivants:
- Environnement opératoriel de la Statistique et de ses branches connexes;
- Estimation fonctionnelle uni et multi dimensionnelle;
- Modeles a variables fonctionnelles.

3 Les fondements de groupe de travail

Nous sommes attachés a une certaine facon de vivre et de penser la Recherche
et la Recherche en Statistique en particulier. Pour ce qui concerne le groupe de
travail, celle-ci s’articule autour de trois points: une exigence d’ouverture scienti-
fique, un mode de fonctionnement respectueux des besoins et des envies de tous
les participants et un ancrage profond dans la communauté scientifique toulou-
saine.

Ouverture scientifique

De par la position de la Statistique en tant que discipline a part entiere des
Mathématiques Appliquées, le groupe STAPH n’entend privilégier aucun des as-
pects qui en font son originalité. Les approches fondamentales doivent y trouver
leur place au méme titre que les études appliquées. En ce sens, nous souhaitons
que ce groupe soit un lieu d’activation des interactions entre “Statistique Fonda-
mentale” et “Statistique Appliquée”, en privilégiant également les collaborations
avec d’autres domaines scientifiques qui soient mutuellement profitables.

La position spécifique de la Statistique en fait une discipline ouverte sur de
nombreux autres domaines, que ce soit vers d’autres secteurs des Mathématiques
(Calcul des Probabilités, Mathématiques Fondamentales, Analyse Numérique,
...), mais aussi vers la Physique, I'Informatique, ... , et enfin vers des disci-
plines scientifiques pour lesquelles la Statistique est un outil (Biologie, Médecine,
Océanographie, ...). Nous souhaitons que ce groupe de travail soit aussi un lieu
d’échanges entre toutes ces disciplines.

Pour résumer ce premier aspect, les interactions intra et extra Statistique
devraient étre au centre de ’activité du groupe de travail qui entend ceuvrer ainsi
au décloisonnement entre “Statistique Fondamentale” et “Statistique Appliquée”,
tant il est vrai que cette séparation n’a pas lieu d’étre.
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Pour ce qui concerne le déroulement des séances de travail, il nous parailt
impératif de se donner les moyens d’un échange véritable entre les participants, ce
qui implique une ambiance détendue ou chacun (orateur et participant) peut non
seulement faire part de ses connaissances mais aussi (et surtout) de ses lacunes.

Par ailleurs, i1l ne nous semble pas souhaitable de privilégier une forme a
priori mais plutot de choisir dans chaque situation la forme la mieux adaptée
pour répondre aux exigeances ci-dessus. Nous souhaitons ainsi favoriser une large
diversité dans la nature des séances (exposé de résultats théoriques, étude de cas,
table ronde sur un theme précis, exposé de synthese,...).

[.’animation du groupe de travail est assuré par un collectif. Nous tenons beau-
coup a cette idée de travail collectif, trop souvent négligé dans notre métier de
chercheur. Ce collectif d’animation est, pour I'instant, composé des cinq membres
fondateurs du groupe de travail.

Ancrage dans la communauté statistique et scientifique toulousaine

Le groupe de travail se situe au sein du Laboratoire de Statistique et
Probabilités de Toulouse et se veut naturellement ouvert a tous ses membres.
Compte tenu de la nature des themes abordés, il est clair que tous (et pas seule-
ment les statisticiens) peuvent a un moment ou un autre apporter leur contribu-
tion a cette démarche et/ou profiter de la réflexion collective offerte par le groupe
de travail.

Comme en témoigne les exposés présentés au cours de cette année, cette ou-
verture dépasse le cadre du I..S.P. et concerne non seulement I'ensemble des
statisticiens ou utilisateurs de la statistique toulousains mais également des cher-
cheurs en visite dans notre laboratoire ou dans un laboratoire toulousain.

Nous concluerons cette introduction en remerciant 'ensemble des orateurs et
participants au groupe de travail. L'intérét qui a été porté au groupe de travail
au long de cette premiere année d’existence, si 'on en juge par le nombre de
participants et par la diversité des exposés, témoigne d’un bilan positif. Il indique
que les themes abordés sont porteurs de projets scientifiques et nous pousse a
poursuivre et développer ce travail.
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1 Introduction

Cet exposé s’'inscrit en préambule a I'un des themes du groupe de travail. Son
objectif est de faire un point sur la théorie de I’estimation fonctionnelle et se situe
donc implicitement dans le cadre de la statistique non paramétrique. Il ne s’agit
pas de faire une revue bibliographique sur 'estimation fonctionnelle, domaine
qui a donné lieu a une importante littérature depuis une quarantaine d’années,
mais d’en exposer les principes fondamentaux en les situant dans leur contexte
historique et de dégager les perspectives et problemes ouverts. Par ailleurs, nous
nous sommes essentiellement concentrés sur les aspects de I'estimation non para-
métrique qui ont été le plus étudiés au Laboratoire de Statistique et Probabilités
en ne cherchant pas a atteindre 'exhaustivité.

Ce travail doit beaucoup a Gérard Collomb qui fut le précurseur de la sta-
tistique non paramétrique au Laboratoire de Statistique et Probabilités et qui a
guidé nos premiers pas en recherche. I.’écho de ses travaux dépasse en outre le
cadre de notre laboratoire en se situant au tout premier plan des publications
internationales dans le domaine entre 1975 et 1985, date du déces de Gérard. Ci-
tons, par exemple, les résultats asymptotiques concernant les estimateurs a noyau
de la régression ou encore ses derniers travaux sur I’estimation non paramétrique
dans les processus et la généralisation de I'inégalité de Bernstein au cas de va-
riables dépendantes, qui sont encore cités en référence dans la littérature (voir

par exemple Collomb, 1976, 1977, 1984 et Collomb et Hardle, 1986).

2 Modeles non paramétriques et estimation fonc-
tionnelle

2.1 Modeles non paramétriques



Considérons un modele statistique, c’est-a-dire un triplet (£, 4, P), ou F
est l'espace des observations, A une tribu sur £ et P = {P;, 0 € O} une famille
de mesures de probabilités sur (£, A). Etant donné g une fonction définie sur P
et a valeurs dans un espace ©’ et une loi inconnue Py dans P, le probleme posé est
celui de 'estimation de g(FPy) a partir d’une réalisation d’une variable aléatoire
X a valeurs dans E et de loi Py. Cela revient donc a construire une application
de E dans ©' appelée estimateur du parametre g(Fy).

La nature du modele (paramétrique, non paramétrique) est liée a celle de
I’ensemble ©. Notons tout de suite que la frontiere entre modele paramétrique et
modele non paramétrique est assez floue. Bosq et Lecoutre (1987) définissent un
modele non paramétrique comme un modele pour lequel ©® contient un ensemble
convexe de dimension infinie tandis que le modele est paramétrique lorsque © est
un ouvert de R®. Cependant, la définition d’'un modele non paramétrique la plus
largement utilisée dans la littérature (voir par exemple les travaux de Collomb)
est la suivante:

Définition. Le modele d’estimation du parametre g(Py) est dit non paramé--
trique lorsque les hypotheses sur (E, A, P) ne permettent pas d’écrire g(Py) en
fonction d’un nombre fini de parametres réels.

C’est cette définition que nous adoptons dans la suite. Il est clair qu’elle
exclut par exemple le modele linéaire non gaussien pour lequel I'estimation de la
fonction de régression se résume a l'estimation de ¢ parametres réels. Cependant,
ce modele n’est pas non plus paramétrique puisque P n’est pas décrit par un
nombre fini de parametres réels. On parle parfois dans ce cas de modele semi
paramétrique.

Nous nous limitons au modele statistique:
(E,A,P) = (]Rk“, BRkn,(Pn)Pe’PO).
Dans ce cas la variable X' est un vecteur (Zy,...,7,) de variables aléatoires Z; a

valeurs dans R* indépendantes et identiquement distribuées de loi P € Py. Nous
notons Z une variable générique de loi P.

2.2 Estimation fonctionnelle

Nous nous intéressons au cas ou g(Fy) est un parametre fonctionnel, c’est-
a-dire au cas ou O’ est un espace vectoriel de dimension infinie, autrement dit un
espace fonctionnel. Nous parlons dans ce cas d’estimation fonctionnelle. Pour
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fixer les idées donnons deux exemples les plus courants de parametres fonction-
nels: la densité et la régression.

Densité. Nous supposons que Py est dominée par la mesure de Lebesgue sur R*.

La mesure 22 est le parametre fonctionnel densité & valeurs dans I’espace L'.

dA
Des hypotheses supplémentaires (par exemple 'existence d’une version bornée
et/ou continue) restreignent le modele non paramétrique sans changer la nature

fonctionnelle du parametre a estimer.

Régression. On pose k =d + 1 et Z = (X,Y) ou X est a valeurs dans R% et V
est a valeurs dans R. Soit Pxy la loi inconnue de (X,Y). Pour z € R? on note
P¥=7 la loi conditionnelle de Y sachant X = z et on suppose que E|Y| < +oc.
Alors I'espérance conditionnelle IE(Y|X) est définie par:

Ve € RY B(Y|X) = /RyP)i(:x(dy) = r(x).

Dans la suite nous ferons un abus de langage usuel en appelant estimateur non
paramétrique un estimateur d’un parametre fonctionnel dans un modele non
paramétrique.

3 Remarques générales

3.1 A propos des hypotheses

Dans le cadre de I'estimation non paramétrique de la densité ou de la régres-
sion, on ne fait pas d’hypothese autre que celle de 'existence de cette fonction (f
ou r suivant le cas). Notons cependant que lorsque I’on s’intéresse a la convergence
d’un estimateur f, vers f (ou r, vers r) ponctuelle en un point z, respectivement
uniforme sur un ensemble , les hypotheses minimales dans la littérature sont
les suivantes:

Densité.
(D1) f est continue en z, respectivement sur un voisinage de G.

Régression.

(R1) r est continue en z, respectivement sur un voisinage de (7,

(R2) la loi marginale Py admet une densité f par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R? et f est minorée par une constante strictement positive sur un
voisinage de x, respectivement de

(R3) EY? < 400 et v(z) = Var(Y|X = z) est bornée sur un voisinage de z,
respectivement de G.
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Sous ces hypotheses, on obtient la convergence (p.s., p., m.q.) ponctuelle ou
uniforme sur G des estimateurs non paramétriques les plus courants de f et de
r. Notons que pour obtenir des résultats plus précis sur les estimateurs (biais et
variance par exemple) nous avons besoin d’hypotheses plus restrictives sur les
fonctions f ou r telles que l'existence de deux dérivées continues par exemple. Ce
type de résultats sera discuté plus en détails ultérieurement.

3.2 Biais des estimateurs

Dans la plupart des modeles paramétriques, on introduit souvent des esti-
mateurs (des parametres tels que l'espérance, la variance, ...) sans biais et de
variance minimum dans cette classe. Dans un grand nombre de modeles non pa-
ramétriques et pour la plupart des parametres fonctionnels considérés il n’est
pas possible de procéder de cette maniere. Le résultat suivant qui est une consé-
quence directe d'un théoreme de Bickel et Lehman (voir Collomb, 1976 et Bosq
et Lecoutre, 1987) illustre ceci dans le cas de la densité et de la régression.

Théoréme. Sous I’hypothese (D1), (respectivement sous les hypotheses (R1),
(R2), (R3)), il n’existe pas d’estimateur sans biais de f, (respectivement de r),
c’est-a-dire si Py est 'ensemble des lois vérifiant (D1) (respectivernent (R1), (R2),
(R3)), alors il n’existe pas de f, (respectivemnt de r,) tel que:

VP € Py, Yz € R*, IEf,(z) = f(x),

(respectivement VP € Py, Vo € R, TEr,(z) = r(z)).

Il existe cependant des cas de parametres fonctionnels pour lesquels on peut
trouver des estimateurs sans biais. Par exemple la fonction de répartition est
estimée sans biais par la fonction de répartition empirique et ceci quelle que soit
la forme de la f.d.r. ¢’est-a-dire dans le cadre d’un modele non paramétrique tres
large. Notons encore la fonction carastéristique empirique qui estime sans biais
la fonction caractéristique la encore sans restriction sur cette fonction.

Compte tenu du résultat précédent, la premiere propriété généralement établie
pour un estimateur non paramétrique est celle du non biais asymptotique. Ensuite
pour mesurer sa qualité on introduit une norme fonctionnelle. Pour des raisons de
commodité, on choisit la plupart du temps 'Erreur Quadratique Intégrée (c’est-
a-dire la norme L?) ou encore I’Erreur Quadratique Moyenne Intégrée.

3.3 Vitesses de convergence optimale
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Parmi les nombreux travaux concernant les propriétés symptotiques d’estima-
teurs non paramétriques, plusieurs auteurs se sont intéressés a leurs vitesses de
convergence selon divers modes de convergence. Ils obtiennent généralement des
bornes supérieures pour la vitesse de convergence pour la convergence en proba-
bilité, presque siire ou en norme L2. Les vitesses de convergence d’estimateurs
usuels dans le cadre d’un modele non paramétrique sont généralement moins

~1/2 obtenue pour des estimateurs paramétriques. Se pose

bonnes que la vitesse n
alors la question de l'optimalité de ces vitesses de convergence.

Stone répond a cette question au début des années quatre-vingts a travers
plusieurs articles portant sur I'estimation de la régression et celle de la densité
(cf. Stone, 1982 et 1983). Ainsi, pour Py € P, ou P est une famille de mesures de
probabilité et g(Py) un parametre fonctionnel (régression ou densité) a estimer,
I"auteur obtient la vitesse de convergence optimale ponctuelle ou uniforme pour
un estimateur de g(FPy) uniformément sur P.

Dans le cas de la régression par exemple, supposons que r soit a valeurs dans
un compact G de IR? et considérons la norme L4, ||.||, 1 < ¢ < oo, dans I'ensemble
des fonctions définies sur G et a valeurs dans IR. Notons alors par r, un estimateur

de la régression rg et par (b,) une suite de nombre réels positifs.

Définition. 1. On dit que (b,) est une borne inférieure pour la vitesse de
convergence si:

3C > 0, lim inf sup P [||r, — rql|, > Cb,] = 1.

n—ood rp PyeP

2. On dit que (b,) est une vitesse de convergence atteinte si:

Ir,, 3C > 0,limy, e sup P [||r, — rgl|y > Cb,] = 0.
PyeP

3. On dit que (b,) est une vitesse de convergence optimale, si (b,) est une
borne inférieure pour la vitesse de convergence atteinte.

Stone (1982) montre que sous certaines hypotheses sur la loi conditionnelle
de Y sachant X et lorsque la régression r est k fois continuement différentiable
et que sa dérivée d’ordre k est lipschtzienne d’ordre 3, la vitesse optimale de

convergence est:
=D o < oo

et
(logn/n)_(k"'ﬁ)ﬂ(k"'ﬁ)"'d, q = oo.

On voit que cette vitesse de convergence dépend d’une part de la régularité de
la fonction a estimer et d’autre part de la dimension d. La vitesse de convergence
se détéroire ainsi avec la dimension et ce probleme a donné lieu a une important
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littérature a partir du milieu des années quatre-vingts: nous y reviendrons au
chapitre 6. Notons enfin que les vitesses de convergence optimales obtenues dans
le cas de la densité sont identiques.

4 Quelques estimateurs non paramétriques de la
régression et de la densité

4.1 Principes généraux des estimateurs non paramétriques

Nous nous intéressons principalement aux problemes d’estimation de la ré-
gression et de la densité qui sont les plus étudiés dans la littérature. Notons
également que les principes d’estimation enoncés ci-dessous sont transposables a
d’autres problemes d’estimation fonctionnelle.

De nombreux estimateurs non paramétriques de la régression ont en commun
I’approche suivante. Etant donné un échantillon (X;,Y:),t = 1,...,n, pour tout
z de R r,(x) est une moyenne pondérée des observations Y;, la pondération de
Y; tenant compte de la “distance” entre X; et x.

Le principe de construction de plusieurs estimateurs non paramétriques de
la densité est basé sur une idée analogue. En effet, pour un échantillon X;,: =
1,...,n et pour z élément de R¥, f(z) est estimée a partir d’une proportion
d’observations (pondérées) X; “proches” de .

Parmi les estimateurs reposant sur ce prinicipe, les estimateurs a noyau sont
les plus couramment utilisés a cuase de leur facilité de calcul et de leurs bonnes
propriétés statistiques. Ces estimateurs feront donc 'objet d’une attention parti-
culiere dans la suite.

La deuxieme particularité des estimateurs non paramétriques est qu’ils dé-
pendent prinicipalement d’un parametre controlant leur régularité. I’existence
d’un tel parametre tient a la nature fonctionnelle de I’objet estimé. On appelle ce
parametre parametre de lissage. Ainsi les techniques d’estimation non paramé-
triques ne sont pas a priori automatiques bien que pour la plupart d’entre elles,
des méthodes de sélection du parametre de lissage ont été introduites. Nous consa-
crerons le paragraphe 5 a ce probleme.

Parmi les ouvrages généraux sur ’estimation fonctionnelle, outre celui de Bosq
et lecoutre (1987) déja cité, citons les livres de Hardle (1990), Wand et Jones
(1995), Fan et Gijbels (1996), Loader (1999) qui portent principalement sur ’es-
timation de la régression et les méthodes du noyau, 'ouvrage de Silverman (1986)
qui traite de la densité et les livres de Hardle (1991) et de Azzalini et Bowman
(1997) qui étudient les aspects appliqués de I'estimation fonctionnelle (implémen-
tation dans le logiciel S-Plus).
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4.2 Régressogramme et histogramme

Cet estimateur a ét¢é introduit par Tukey (1961) et consiste a estimer la fonc-
tion de régression par une fonction constante par morceaux. Pour fixer les idées
donnons sa définition dans le cas univarié d = 1. On découpe l'intervalle d’es-
timation en k, sous-intervalles disjoints et généralement de méme amplitude.
Sur chaque sous-intervalle 'estimateur r,, est constant et égal a la moyenne des
Yi,i = 1,...,n tels que X; appartienne a ce sous-intervalle (on fixe cette constante
égale a 0 si aucun X; n’appartient au sous-intervalle). Cette définition se géné-
ralise de maniere évidente au cas d’'une subdivision en intervalles d’amplitudes
distinctes et au cas d > 2.

Plusieurs auteurs ont étudié le régressogramme dun point de vue asympto-
tique. Parmi eux citons Bosq (1970) et Geffroy (1975) qui obtiennent respec-
tivement la convergence presque stre uniforme et une condition nécessaire et
suffisante de convergence uniforme presque sire. Collomb (1978) obtient 1’écri-
ture asymptotique du biais et de la variance ponctuelles en fonction de r'(x), f(x)
et v(x) ainsi que la convergence en loi.

[.’analogie entre le régressogramme et ’histogramme, pour estimer une den-
sité [ est évidente. ce dernier étant construit sur le méme pricipe en notant que
la constante dans chaque subdivision est égale a la proportion de X; tombant
dans cette subdivision.

Malgré leur facilité de calcul, régressogramme et histogramme ont les mémes
défauts: manque de régularité (fonctions en escaliers), mauvais comportement
du biais sur les bords de chaque subdivision (¢f. Collomb, 1978, pour le régres-
sogramme) et enfin probleme du choix de la position des subdivisions.

4.3 Estimateurs a noyau

L’estimateur a noyau a été introduit par Watson (1964) et Nadaraya (1964)
de maniere indépendante et simultanée. Etant donnés un réel positif A, et un
noyau de R? c’est-a-dire une fonction K bornée sur R? symétrique et telle que
ly|*K (y) —|y|—oo 0, 'estimateur a noyau r, de la régression r est défini en un
point z de R? comme une moyenne pondérée des Y;:

(nh,) " L, ViE (552

ie}

(nh,)= Y, K (52)

ro(z) =

On adopte la convention r,(z) = 0, lorsque le dénominateur s’annule. L’esti-
mateur s’adapte donc localement aux données. I’estimateur r,(z) est en effet
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solution du probleme de minimisation :

mainZ(YZ- — a)thK (x ; Xi> ,

c’est-a-dire qu’il revient a ajuster localement (autour du point ) une constante

a 'aide du critere des moindres carrés pondérés.

Parmi les résultats asymptotiques concernant cet estimateur notons ceux ob-
tenus par Schuster (1972) qui montre la normalité asymptotique, Collomb (1976
et 1977) qui donne une évaluation asymptotique du biais (qui dépend de r, f' et
v) et de la variance ou encore Devroye (1979) qui établit une condition suffisante
de convergence en norme L1.

D’autres estimateurs a noyau de la régression ont été introduits par la suite.
La généralisation porte sur le degré du polynome ajusté autour du point x : voir a
ce sujet le livre de Fan et Gijbels (1996). Le plus étudié est celui reposant sur une
régression linéaire locale c¢’est-a-dire un polynome de degré 1. 1l a été introduit
par Cleveland (1979) (qui en donne une version robuste) puis étudié par la suite
par divers auteurs dont principalement Fan et Gijbels (voir leur ouvrage, 1996,
pour les références a ce sujet). La popularité de cet estimateur vient de ce que
I’expression asymptotique de son biais est plus simple que celle de 'estimateur
de Nadaraya-Watson puisqu’elle ne dépend que de la dérivée seconde de r. Par
ailleurs, il n’est pas nécessaire de corriger la forme du noyau sur les bords du
domaine d’estimation contrairement a 'estimateur de Nadaraya-Watson (voir
Gasser et Miller, 1979).

On définit 'estimateur a noyau de la densité par:

1 < z— X;
= K .
R = ok (5)

Cet estimateur a été introduit par Rosenblatt (1956) puis étudié par Parzen
(1962) qui établit entre autres la normalité asymptotique. L’estimateur f,(z)

apparait au dénominateur de I'estimateur de Nadraya-Watson ci-dessus et ainsi
les auteurs qui établissent des propriétés pour r, montrent généralement des
résultats analogues pour 'estimateur f,. On peut donc trouver dans les travaux
ci-dessus des résultats concernant ’estimateur a noyau de la densité.

4.4 Autres estimateurs

De nombreux autres estimateurs non paramétriques de la régression (ou de la
densité) ont été introduits dans la littérature. Outre les estimateurs a noyau, les
estimateurs splines sont également trés populaires. En particulier, les estima-
teurs reposant sur les splines de régression ont été principalement étudiés par
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Wahba: on peut se reporter a Wahba (1990) pour une revue de ses principaux
articles et résultats (voir également Eubank, 2000). L’estimateur de la régres-
sion s’obtient, dans le cas univarié et pour un échantillon (¢;,Y;), i =1,...,n ou
ty <...<t, sont fixés, en minimisant le critere:

n

> v g + A [ " g0 e,

=1 t1

parmi les fonctions g ayant m — 1 dérivées absolument continues et une dérivée
d’ordre m intégrable. Lorsque n > m, la solution unique est un polynome de degré
2m — 1 sur [t;,t;41] et 2m — 2 fois dérivable sur [{y,1,], c’est-a-dire une fonction
spline d’ordre 2m avec des noeuds placés aux points ty,...,t,. Les estimateurs
splines ont été principalement étudiés dans le cas univairé (voir cependant Gu,
2000, pour une bibliographie sur le cas multivarié) et dans le cas d’un plan fixe.

Un autre type d’estimateur spline est également étudié dans la littérature
quoique de maniere moins importante que le précédent: il s’agit des estima-
teurs splines de régression. Dans le cas univarié, cet estimateur s’écrit a ’aide
d’une fonction spline d’ordre g avec k + 1 noeuds (généralement équidistants sur
I'intervalle d’estimation). L’ensemble de ces fonctions est un espace vectoriel de
dimension k + ¢ dont les fonctions B-splines en constituent une base. On cherche
alors une combinaison linéaire de B-splines minimisant le critere des moindres
carrés. Agarwal et Studen (1980) donnent 'expression asymptotique de I'erreur
quadratique moyenne intégrée. Stone (1985) utilise cet estimateur dans le cadre
du modele additif de régression (c¢f. ci-dessous) et généralise dans un article ulté-
rieur cet estimateur au cas multivarié (¢f. Stone, 1994).

Parmi les autres estimateurs de la régression, citons ceux reposant sur les
ondelettes: voir Nason et Silverman (2000) pour un article de synthese sur le
sujet.

5 Choix du parametre de lissage

Les propriétés asymptotiques des estimateurs autant que leur mise en oeuvre
montrent que leur qualité dépend de maniere cruciale du choix du parametre de
lissage : amplitude k,, des subdivision pour le régressogramme, largeur de fenétre
pour un estimateur a noyau, parametre A pour les splines de lissage ou encore
nombre de noeuds pour les splines de régression. Le probleme du choix du para-
metre de lissage occupe une grande partie de la littérature depuis le début des
années quatre-vingts.

Parmi les méthodes de sélection du parametre de lissage, celles reposant sur
la validation croisée ont donné lieu a une abondante littérature. Le principe
de ces méthodes est de choisir le parametre de lissage minimisant un critere des
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moindres carrés dans lequel Y; est ajustée par son estimation construite a I’aide
de Déchantillon privé de la :*™¢ observation. Dans le cadre des estimateurs a
noyau de la régression citons l’article de Hardle et Marron (1985) qui obtiennent
I'optimalité asymptotique de la largeur de fenétre choisie par validation croisée.
Des techniques analogues ont été étudiées pour le choix de largeur de fenétre dans
un estimateur a noyau de la densité: voir par exemple Rudemo (1982), Bowman
(1984), Stone (1984) et Marron (1987). Craven et Whaba (1979) introduisent un
critere de validation croisée pour le choix du parametre A dans une spline de
lissage. Un critere de validation croisée généralisée est le plus souvent utilisé dans
ce contexte dont les propriétés d’optimalité asymptotique ont été étudiés entre
autres par Li (1985), Utreras (1988) et Wahba (voir Wahba, 1990).

D’autres techniques de sélection du parametre de lissage ont été introduites:
pour un estimateur a noyau citons les méthodes de réinjection (cf. Ruppert et al.,
1993 et Biau, 1999) ou encore celles reposant sur le bootstrap (¢f. Mammen, 2000).
De maniere générale, parmi les nombreuses revues bibliographiques concernant
les méthodes de sélection du parametre de lissage, citons celles de Marron (1988),
Vieu (1993), Berlinet et Devroye (1994) et Cao et al. (1994) pour les estimateurs

a noyau et celle de van der Linde (2000) pour les splines de lissage.

6 Réduction de la dimension

Les vitesses de convergence optimales pour un estimateur non paramétriques
de la régression ou de la densité sont, on 1’a vu plus haut, liées entre autres a
la dimension du vecteur des covariables ou du vecteur aléatoire dont on estime
la densité. Ainsi, ces vitesses se “dégradent” lorsque la dimension est grande. 1l
s’agit du fléau de la dimension (curse of dimensonality) qui se traduit par la
“raréfaction” des observations dans un voisinage d’un point = de R? (voir a ce
sujet Huber, 1985).

On le voit, ce probleme joue contre les méthodes non paramétriques dans le
cas de la régression par exemple ou le vecteur des prédicteurs est souvent de
dimension relativement importante. A partir des travaux de Huber (1985), mais
également de travaux antérieurs comme ceux de Friedman et Stuetzle (1981), des
auteurs se sont attachés a proposer des solutions au fléau de la dimension et le
probleme général de I'estimation non paramétrique multidimensionnelle a suscité
un intérét croissant dans la littérature.

Cette littérature regroupe deux aspects principaux. Tout d’abord des mo-
deles non paramétriques permettant de réduire la dimensionalité ont été propo-
sés. Stone (1985) passe en revue les prinicpaux modeles de régression de ce type:
modele additif (étudié dans le méme article de Stone), modele d’analyse de la va-
riance avec composantes fonctionnelles (Stone, 1994), régression sur projections
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révélatrices ou projection pursuit regression (Friedman et Stuetzle, 1981) et mo-
dele additif généralisé (Winsberg et Ramsay, 1980, Hastie et Tibshirani, 1990).
Stone (1985) compare ces modeles du point de vue de leur flexibilité, dimen-
sionalité et interprétabilité. Un des modeles les plus populaires est le modele
de régression additive qui bien que moins flexible que ses concurrents est tres
attractif par sa simplicité d’écriture et sa facilité d’interprétation. Dans ce cas,
la fonction de régression s’écrit :

r(z) = p+ri(z)+ ... +ra(zg), :c:(;vl,...,:cd)EBd,

avec !

ET’j(Xj)IO, ]21,,d

Différents estimateurs ont été proposés dans le cadre des modeles réduisant la di-
mensionalité. Parmi les plus utilisés citons ceux reposant sur 1’algorithme back-
fitting (voir par exemple Breiman et Friedman, 1985) et, dans une moindre
mesure, ceux reposant sur les splines de régression (Stone, 1985, Burman, 1991,
entres autres). Nous renvoyons sur ce premier aspect a la revue bibliographique
sélective de Pelegrina et al. (1996) présentant les principaux modeles de régression
et les méthodes d’estimation s’y rattachant.

Un autre aspect de l'estimation non paramétrique multidimensionnelle est
celui du choix de modele. 11 s’agit d'introduire des méthodes de sélection de mo-
deles, non paramétriques purs ou non paramétriques de dimensionalité inférieure
par exemple: voir entre autres sur ce sujet Vieu (1994) et Sperlich et al. (2000).

7 Quelques sujets de recherche actuels

7.1 Estimation non paramétrique

Les estimateurs non paramétriques de la régression ou de la densité sont
construits, de maniere implicite, pour estimer des fonctions continues. Méme
si des résultats de convergence sont démontrés lorsque la continuité n’est pas
assurée (voir par exemple Stone, 1977, Devroye et Wagner, 1979 et 1980), il
est souvent nécessaire d’introduire des méthodes ad hoc pour estimer les points
de discontinuités éventuels d’une courbe et/ou estimer une courbe discontinue.
Godtliebsen et al. (1997) utilisent un estimateur construit par médianes locales
pour estimer le contour (discontinu) d’une image. Wu et Chu (1993) adapte, dans
le contexte de la régression, les estimateurs a noyau afin d’estimer un point de
discontinuité ainsi que la hauteur de la discontinuité: la méthode repose sur la
maximisation de ’écart entre deux estimateurs a noyaux construits a l'aide de
noyaux dissymétriques a gauche et a droite respectivement. Couallier et al. (1997)
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proposent un estimateur analogue d’un point de discontinuité (et de la hauteur
du saut) pour l'intensité d’un processus de Poisson non homogene.

Pour plus de détails sur I'estimation non paramétrique de points de discon-
tinuités, domaine qui donne lieu a I’heure actuelle a de nombreuses recherches
et pour lequel plusieurs méthodes (dont l'utilisation d’ondelettes) sont étudiées,
nous renvoyons aux exposés de J. Antoch, G. Grégoire et V. Couallier ci-dessous.

7.2 Estimation multidimensionnelle

On 'a vu ci-dessus, parmi les estimateurs les plus utilisés dans le cadre de
modeles de réduction de la dimension (comme le modele de régression additive
par exemple) figurent principalement ceux reposant sur l'algorithme backfitting.
Cependant, un des désavantages de ces estimateurs est qu’ils se pretent assez
difficilement a une analyse de leurs propriétés statistiques. Ainsi, peu de résultats
théoriques existent pour ces estimateurs (notons cependant un travail récent de
Mammen et al., 1999, dans lequel des propriétés de convergence sont données
pour une version de l'estimateur). On peut préférer alors utiliser un estimateur
“direct” (tel que celui introduit par Stone, 1985) pour lequel on possede entre
autres les vitesses de convergence.

Toujours dans le cadre du modele additif, d’autres estimateurs directs des
fonctions r; reposant cette fois-ci sur la méthode du noyau ont été proposés vers
le milieu des années quatre-vingt-dix. Ces estimateurs sont basés sur 'estimation
non paramétrique “globale” de la fonction r (par la méthode du noyau) puis de
I'intégration marginale de cet estimateur (¢f. par exemple Tjgstheim et Auestad,
1994 ou Linton et Nielsen, 1995). L’étude de ces estimateurs (propriétés asympto-
tiques, choix de parametres de lissage, elc) est un des centres d’intérét actuels de
I’estimation fonctionnelle. Leur utilisation pour des processus vérifiant des condi-
tions de mélange (et donc dans le cas des séries chronologiques) a donné lieu a la
these de C. Camlong (2000). De nombreux problemes ouverts dans ce domaine
sont autant de sujets pour le futur. Notons également que I’estimation fonction-
nelle sous hypothese de mélange est au centre de nombreux travaux actuels (voir

a ce sujet Rio, 2000).

7.3 Variables fonctionnelles

On trouve dans la littérature de nombreux exemples d’applications concernant
des variables fonctionnelles: en chimie quantitative par exemple ou on souhaite ex-
pliquer une variable chimique par une courbe spectrométrique. Dans ce contexte,
plusieurs méthodes utilisant une approche “discrete”, adaptées le plus souvent
du modele linéaire, ont été abondamment utilisées dans la pratique (voir a ce
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sujet Frank et Friedman, 1993). Il existe cependant une littérature concernant
une approche “fonctionnelle”: ¢f. par exemple Hastie et Mallows (1993), Ram-
say et Silverman (1997). D’autres auteurs ont montré I'utilité de cette seconde
approche : voir Marx et Eilers (1999).

L’étude de cette approche est un des themes que nous souhaitons privilégier au
sein du groupe de travail STAPH, comme cela a été souligné dans I'introduction.
Elle fait appel a I'estimation fonctionnelle et a ’environnement fonctionnel de la
statistique et se trouve ainsi au carrefour entre deux thématiques tres présentes
au Laboratoire de Statistique et Probabilités. Nous ne développons pas plus en
détail cet aspect et renvoyons a I'exposé de H. Cardot et F. Ferraty (modeles
pour variables fonctionnelles) et a celui de Y. Romain (approche fonctionnelle de
la statistique).
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Ce compte-rendu présente une revue bibliographique des méthodes statis-
tiques pour données fonctionnelles en insistant sur les modeles ou la variable
explicative est fonctionnelle.

1 Variables fonctionnelles

Les données fonctionnelles sont des données pour lesquelles I'individu statistique
est

— une courbe (de croissance, de temperature, ...),
— une fonction (champs de pression, ....)

considéré comme la réalisation d’une variable aléatoire a valeurs dans un es-
pace fonctionnel de dimension infinie tel que L?[0,1], espace des fonctions de
carré intégrable définies sur [0,1] de carré intégrable. La terminologie “données
fonctionnelles” semble étre due a Jim Ramsay.

Plus généralement on considérera un espace de fonctions H supposé de Hilbert
(espace complet muni d’un produit d’un produit scalaire) séparable (et qui admet
une base dénombrable).

1.1 Exemples

On trouve les premiers exemples de données considérées comme des fonctions en
climatologie : Obhukov (1960), Holmstrom (1963), Buell (1971), .... étudient les

grandes composantes (les grands modes de variabilité) des champs de pression sur
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la surface de la Terre a 'aide des EOF (Empirical Orthogonal Functions). Petit
a petit, tous les domaines scientifiques ou apparaissent des trajectoires semblent
avoir utilisé ces méthodes: la génétique (Molenar & Boomsma 1987, Kirkpatrick
& Heckman 1989, ....), ’économie (Deville, 1974), la biologie, la chimie, ...

Le livre récent “Functional Data Analysis” de Ramsay & Silverman (1997)
illustre de maniere quasi-exhaustive I’ensemble des méthodes statistiques utilisées
pour traiter ce type de données. Chronologiquement, ces méthodes ont d’abord
été des extensions naturelles des la statistique multidimensionnelle :

~ ACP (Dauxois & Pousse 1976, Dauxois, Pousse et Romain 1982, ..... )

Classification (Michel-Briand & Escouffier 1994)

— Analyse Canonique (Leurgans et al. 1993)

Analyse Discriminante (Hastie, Buja, Tibshirani, 1995)

Plus récemment, des extensions des modeles classiques de la statistique ont
également été proposées: modele linéaire fonctionnel, processus autorégréssifs
hilbertiens, modele linéaire généralisé fonctionnel, ....

2 La décomposition de Karhunen-Loeve

[’approche statistique descriptive présentée aujourd’hui repose essentielle-
ment sur la décomposition de Karhunen-Loeve qui permet d’obtenir une repre-
sentation linéaire optimale au sens de la variance par projection de X sur un
espace de dimension finie. L’intérét d’une telle décomposition est quelle reste
valide sous des hypotheses “minimales” sur X (pas d’hypotheses liées a la statio-
narité notamment). L’aspect “fréquence” sera présenté dans une prochaine séance
de travail par A. Boudou. Les données qualitatives ne seront pas abordées.

Soient 7" un intervalle compact de R et X(w) = {X(¢,w),t € T} une fonction
aléatoire définie sur I'espace probabilisé (2, A, P) et a valeur dans L*(T'). On note
p(t) la moyenne (u(t) = E(X(¢)) et

Vs, 1) = BA(X () = p(0))(X(s) — pu(s))}
la fonction de covariance. On suppose [E HXHZ < oo, c-a-d. [y(L,¢) dt < +oo.
La decomposition de K-I. est la représentation linéaire optimale de X sui-
vante :

+oo
X(w,t) = p(t)+ Z nj(w)$;(t), en moyenne quadratique (1)
j=1
uniformémeént en ¢ si les trajectoires de X sont continues. Si de plus X est gaus-

sien, I’égalité est presque stre. Les fonctions ¢; sont choisies orthonormées et sont
les solutions de I’équation intégrale :

/T (s, )d5(1) dt = Aigsi(s) (2)
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ou les valeurs propres sont classées par ordre décroissant Ay > Ay > -+ > Ay >
.-+ > 0. Les variables aléatoires réelles

n = / (X(1) — (1)) (1) (3)

sont centrées, non corrélées deux a deux et de variance Var(n;) = A;. Les va-
leurs propres A; représentent donc la variance de la projection de X sur I'espace
engendré par la fonction ¢;. Ces fonctions sont appelées “mode of variation” ou
“empirical orthogonal function” par les météorologues. La représentation li-
néaire optimale de X dans un espace affine de dimension ¢ au sens de la
variance est donc:

q

Xy(w,t) = p(t) + ) ni(w)d;(t). (4)

j=1

Cette décomposition se généralise pour des variables X a valeurs dans un
espace de Hilbert H séparable muni du produit scalaire (.,.) (Dauxois et Pousse,
1976). La v.a X est dite variable aléatoire hilbertienne. On va supposer qu’elle
est du second ordre. I’espérance de X, notée p, est alors définie par:

E(X,z) =(p,z), VreH,
et Topérateur de covariance vérifie
(Tz,y) =X —p,z) (X —p,y)), Vir,y)€HxH
Supposons X centré (u = 0), Popérateur I' s’écrit

I = E(X,)X (5)
= Z)\j<¢ja->¢j (6)

(C’est un opérateur auto-adjoint, non négatif (A\; > 0) et nucléaire (Z;—:{ A<

+0o0).
Dans le cas particulier ou H = R”, la décomposition de KL est 'ACP clas-
sique.

3 Estimation dans I’Analyse en Composantes Prin-
cipales

On observe un échantillon Xy,..., X, de v.a.h i.i.d de méme loi que la v.a.h
X. A partir de maintenant, X est supposée centrée.
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[ ACP de X repose sur 'estimation des éléments propres de I', dont 'esti-
mateur naturel est :

o= =) (Xi,) X (7)

Ensuite on en déduit
le = Argmax<rn¢a ¢>7 8.C. HQDH =1
et A A A
S = (Tadr ).

Le processus est ensuite itéré sous contrainte d’orthogonalité entre les ¢;.
Il existe de tres nombreux articles sur 'ACP de variables fonctionnelles et
d’autres manieres d’estimer les éléments propres de I' (les sieves par exemple,

Antoniadis & Beder, 1989).

3.1 Convergence

Deville (1974) convergence des éléments propres de 'approximation de
I'opérateur de covariance empirique sur une base de Fourier

Dauxois, Pousse, | Formalisation dans un espace de Hilbert général,

Romain (1982) lois asymptotiques des éléments propres et des projecteurs.
Besse (1991) Convergence p.s de 'approximation spline en présence
de trajectoires discrétisées.

Bosq (1991) vitesses de convergence (mq, p.s) pour données corrélées

Les outils sont ceux de la théorie des opérateurs (compacts), de I'analyse fonc-
tionnelle et les outils probabilistes pour v.a.h (loi des grands nombre, théoreme
central limite et inégalités exponentielles).

3.2 Extensions

3.2.1 Pénalisation

L’estimation des vecteurs propres en pénalisant a ’aide d’un critere de péna-
lité noté J a été initalement proposée afin d’obtenir des estimateurs “régulier”
(esthétiques). Si par exemple J(¢) = Hqﬁ”HQ on pénalise 'écart a une fonction
affine et donc les oscillations de I’estimateur.

Rice & Silverman (1991) ont proposé I'estimateur

max (Tngy ) —pJ(¢) (8)
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Une autre approche basée sur une modification de la norme a été proposée
par Silverman (1996) :

max (Tadd), ol = 18]l + pJ (9). (9)

Pourquoi pénaliser?
— Critere esthétique (Besse & Ramsay, 1986).

— Biais positif systématique de 'estimation de la premiere valeur propre si on
ne pénalise pas (Rice & Silverman, 1991). D’apres I'inégalité de Jensen:

M = |EL,| < EA = B,

— Développement asymptotique de I'erreur quadratique d’estimation qui montre
que le lissage améliore (sous certaines hypotheses) cette erreur (Pezzulli &

Silverman 1993, Silverman 1996, Cardot 2000).

3.2.2 Effets paramétriques

On peut distinguer deux grands types d’effets “paramétriques” (ce terme n’est
pas pris au sens de l'exposé de P. Sarda, j’entend par effet paramétrique un effet
qui n’est pas une fonction). Les premiers ont été introduits par Besse & Ramsay
(1986) et avaient pour objectif d’éliminer de Ianalyse les composantes triviales
des trajectoires X; telles que la saisonnalité ou la tendance par 1’application au
préalable d’opérateurs différentiels qui jouent le role de filtres. Si on applique par
exemple opérateur de dérivation F' = D? on élimine la tendance linéaire aux
trajectoires X;, si on applique F' = D 4 D? on élimine la composante périodique
a + cos(t) + sin(t) des trajectoires. .”ACP est ensuite réalisée sur les données
filtrées F X;,0=1,...,n.

Un seconde approche proposée par Silverman (1995) consiste a introduire
des effets paramétriques afin de “recaler” les courbes par rapport a 'origine. En
supposant les trajectoires périodiques, le modele s’écrit alors :

+o0
X(t 4 7(w),w) = p(t) + Z n;(w)e; (1),

Il a ensuite généralisé cette écriture afin de pouvoir tenir compte de covariables.
Le modele s’écrit alors :

+o0
G X = p+ Y ;.

i=1

L’opérateur GG est indexé par le vecteur de parametre d’intéret 8.
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3.3 Discrétisation

La discrétisation est un probleme important car les courbes observées sont
toujours discrétisées et il faut donc approximer les trajectoires ou l'opérateur
de covariance. On suppose a partir de maintenant que les trajectoires X; sont
observées en des points de mesure 0 < ¢;; < t;2 < ... < t;,, <1, qui peuvent étre
différents d’une courbe a 'autre.

Trois grandes familles de méthodes existent. La plus ancienne est basée sur une
approximation de I’équation intégrale (??). Elle suppose que la discrétisation est
la méme pour toutes les courbes. Une autre approche repose sur 'approximation
des trajectoires dans un espace de fonctions puis du calcul de l'opérateur de
covariance empirique des trajectoires approximeées. Enfin plus récemment, des
méthodes basées sur I'interprétation de I’équation (??) comme un modele linéaire
a effets aléatoires sont apparues.

3.3.1 Par approximation de I’équation intégrale

(Buell 1971, Castro et al. 1986, Rice & Silverman 1991, ...)

L’approximation est basée sur une méthode de quadrature:

/T At 0)d5(1) di o 3wy (4, )65 (1)

3.3.2 Par approximation des trajectoires

On prend une base de fonction {By,..., By} et on décompose
) g
Xi=> 8;B;(t)
7=1

afin d’obtenir une représentation X; dans un espace de fonctions. On estime
ensuite les couples (A}, ¢;) a partir de

=1

Deville (1974), séries de Fourier,

— Besse & Ramsay (1986), fonction splines,

Jones & Rice (1991), méthode du noyau,

Besse, Cardot, Ferraty (1997), splines de régression avec pénalisation
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3.3.3 Modeles linéaires mixtes: EM

(James & Hastie 1999, Rice & Wu 1999).

P q
Xi(tiz) ~ > pBultiy) + > nimBu(ti). (10)
m=1 m=1

Les premiers termes du modeles sont les effets fixes (la moyenne), les seconds les
effets aléatoires associés a la décomposition de KI..

Cette derniere approche semble pouvoir traiter les cas les plus défavorables tels
que les trajectoires partiellement observées en basant 1’estimation sur I'algorithme
EM sous contraintes.

4 Analyse Canonique et Analyse Discriminante
pour données fonctionnelles

Des extensions de 1’analyse canonique (Leurgans, Moyeed, Silverman 1993)
et de I’analyse discriminante (Hastie, Buja, Tibshirani 1995) ont également été
proposées.

La grande nouveauté est que la pénalisation dans l'estimation n’est plus
d’ordre esthétique, elle devient nécessaire pour que les estimateurs soient
consistants (voir deuxieme partie de 'exposé). En effet, pour ces problemes, ’es-
timateur fait intervenir I'inverse (généralisé) de I',, et la norme de cet opérateur
tend tres rapidement vers I'infini avec n (I' nucléaire implique A, = o(n™1)). 1l
devient donc nécessaire de controler la norme de cet opérateur inverse, ce controle
pouvant étre exercé

— par le parametre de lissage associé a la pénalisation.

— par le choix de la dimension de ’ACP.
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Le sections suivantes concernent les différentes modélisations statistiques re-
censées dans la littérature lorsqu’on dispose d’une variable réponse et d’une ou
plusieurs variable(s) explicative(s) avec au moins I'une d’entre elles de nature
fonctionnelle (c’est-a-dire une variable aléatoire fonctionnelle). Bien entendu, sur
un sujet aussi vaste, il est prétentieux et illusoire de prétendre a une quelconque
exhaustivité. Néanmoins, nous nous sommes efforcés de présenter le spectre le
plus large possible des méthodes rentrant dans ce cadre d’étude.

5 Modeles linéaires pour variables fonctionnelles

L’approche fonctionnelle que nous aborderons ultérieurement s’inspire forte-
ment de ce qui a été proposé de maniere heuristique concernant le traitement
des données fonctionnelles. Ici, le mot heuristique n’est pas péjoratif; il signifie
simplement que les méthodes employées n’ont pas été justifiées théoriquement
alors que d’un point de vue pratique, elles offrent des possibilités intéressantes.
Ainsi, dans un premier temps, nous allons présenter les méthodes statistiques
adaptées au cas de données fonctionnelles discrétisées pour pouvoir ensuite faire
le lien avec la modélisation purement fonctionnelle.

5.1 Analyse de variables fonctionnelles discrétisées

L’individu statistique est une courbe (croissance, temperature, spectrométrie,

...) que l'on observe aux p points de mesure ¢y, t3,..., {,; on dispose de n
trajectoires discrétisées X; = {X;(t1),..., Xi(t,)} pouri =1,...,n, considérées
comme étant n réalisations d’un vecteur aleat01re X = 75()((%1), X))

Intéressons-nous alors au modele de régression multiple d’une variable aléatoire
réelle (v.a.r.) Y sur les p régresseurs X(¢1),..., X(t,). Le modele s’écrit :

E(Y/X) Za] ) = E(Y/X) ﬁ of ) = E(Y/X) = 'aX

ol = 7f(oz(?fl),...,oz(tp)).

Estimations de a (Frank et Friedman, 1993)
On dispose de n observations (X;,Y;)._,  identiquement et indépendamment

distribuées suivant la loi du couple (X,Y). Posons T' = E(X'X)et A =
[E(Y X). On a alors:

A =Ta = a = T"A.
De cette équation, on peut déduire les méthodes d’estimation de a suivantes.

* Méthode 1: Ordinary Least Squares
Il suffit de remplacer A (resp. T') par A, = £3" VX, (resp. I, =
%22;1 X!X;) pour en déduire I'estimateur noté aprs de a défini par:

-1
aors = I A,
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et on a:
= i Y. —'aX,)’
aors arg;ne%ﬁr;{;( —'aX;) }
Probleme: T' (et donc T',,) est souvent mal conditionnée, ce qui nous
conduit a la méthode suivante, version “robustifiée” de la méthode OLS.

Méthode 2: Ridge Regression

Pour améliorer agy,s, il suffit d’avoir un meilleur conditionnement de T',,.

Un nouvel estimateur de a, noté agg est alors défini par
arp = (I + /\I)_1 A,

et on a:

aERP -
=1

Qprrp = arg min {Z (Y;- ! aXZ-)2 + )\taa}

Ainsi, '), est remplacé par T',, + M1, en contre-partie, il y a introduction
d’un parametre \.

Méthode 3: Principal Component Regression

Cette méthode est basée sur la décomposition spectrale de T, ; soit U
la matrice contenant les K vecteurs propres de T', associés a ses K plus
grandes valeurs propres :

QpcR = (tUKFnUK)_l ‘UkA,

et on a:
Qpp = arg min_ E (YZ 1 acXZ-)2
aclEX im1 '

avec Fg sous-espace vectoriel de dimension K de R?.
Remarque : introduction du parametre K (<< p).

5.2 Analyse de variables fonctionnelles non discrétisées

5.2.1 Régression d’une v.a. réelle Y sur une v.a. fonctionnelle X' : “Func-
tional linear models for scalar response”

Soit H un espace (fonctionnel) de dimension infinie et By une tribu de H. De

maniere formelle, X' est dite variable aléatoire fonctionnelle si et seulement si:

_ (Q,A P) — (H,Bp)
A { w — X(w,.)
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a) Modélisation :

e Ecriture 1 (Hastie et Mallows, 93, Ramsay et Silverman, 97, Cardot
et al., 2000):

E(Y/{X();teT}) = /oz(t)z\f(t)dt (&)

T
ou bien
Y = / a(t)X(t)dt + ¢
T
¢ étant centré, indépendant de X

e Ecriture 2 (Cardot et al., 99):
E(Y/{X(t); teT}) = A(X) (€2)

ou A est un opérateur linéaire continu de H (espace de Hilbert sépa-

rable) dans R.
¢ Une équation importante:soit I' = IE((X,.) X)et A = [E((X,.)Y).

Alors, il est facile de voir que 'on a:
A = ATl (& Vee HA(z) = (o,T(2))).

Considérons maintenant un échantillon de taille n, (X;, Y)iz1, . ., et

donnons les versions empiriques de I' et A:
Lo LS gvea, = LSy
n = = iyt €L Ay = — ive) Yi
A "=

b) Estimation :

b.1) Estimation du coefficient fonctionnel o (modele &)

e Splines de lissage (Hastie et Mallows, 93, Ramsay et Silverman,

97):
as;, = (T, + AN A,
et on a:
n p 2
asy = arg min Z: (Yi—z;a(tj)?@(tj)> +)\/T [a™)(s)]" ds
i= i=
ot W, = {feH/fecm—1 et [ [f(m)(t)]th} et as;, =

t(OZSL(tl), ceey aSL(tp)).
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e B-splines: on pose a(t) = ;:_lq a;Bi(t) =" Ba et on définit un

nouvel estimateur noté aps par:

aps = arg aTEnSi:q {Z (Y: = (a, Xi>>2}

=1

ot Sy, est le s.e.v. de H engendré par {By,..., By, }-
e B-splines pénalisées:
* Marx et Eilers (1996) définissent I'estimateur aggspy par:
aBSP1 = tBa'BSPl

avec

apspr = arg min {Z(l@—CBa,Xi))Q—{-)\taPma}

acRk+a -
=1

* (Cardot, Ferraty et Sarda (2000) proposent agsps qui est construit
de la maniere suivante:

t
apsps = 'Bapsp:

ol

agspy = arg min {i(K—VBa,XO)QJrA/T |:<tBa)(M):|2}

acRktq

Ajoutons que pour apspz, on obtient des résultats asympto-
tiques.

b.2) Estimation de 'opérateur A (modele &;). La construction de
Pestimateur est basée sur la relation

A = AT

e Régression fonctionnelle sur composantes principales:

Hg s.ev de H engendré par les K fonctions propres associées
aux K plus grandes valeurs propres de I',:

Ap = ATl (T, Tg)™

ou Ilx est la projection orthogonale sur Hy .

e Régression fonctionnelle lisse sur composantes principales :

* Ftape 1: lissage des courbes. On pose pouri =1,....n:
p pose p s

3= arg%r:k{ /T (f(t)_;g(t)fdt}
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* Etape 2: on réalise la régression fonctionnelle a partir des A;.

e Dans les deux cas, on obtient des résultats asymptotiques.
5.2.2 Régression d’une v.a. fonctionnelle Z sur une ou plusieurs v.a.
fonctionnelles
Soit Iz C R et Z telle que

Q, A P L2(15
2 0T DA

a) “Functional linear models for functional response” (Ramsay et Silverman,

97)

e Régression sur une v.a. fonctionnelle X : soit [y C R et X telle que

0, A P L*(Ix
e {man 2 g

Dans ce contexte, on peut s’intéresser au modele suivant :
B0 1)) = [ a0
Iy

e Régression sur p v.a. fonctionnelles {Xj}j:h__,p: le modele précédent
se généralise facielement a cette situation :

E(Z@)/ﬂ{ﬂ(tmtem}) -3 [ oo

b) Functional linear models for longitudinal data (“Varying time coefficient mo-
del”, Fan et Zhang, 99, Hoover et al., 98). Soit X (t) = *(X'(1),...,XP(1))
et B(t) = "(Bi(l),...,3,(1)). Lorsqu’on veut expliquer Z par X, par ana-

logie avec le modele de régresson linéaire multiple classique, on peut poser

le modele suivant :

Y(t) = "X(1)B(t) + (1)
Remarque:

e On dit “longitudinal” car certaines trajectoires correspondent a des
variables qualitatives,

o Il existe quelques résultats asymptotiques.

38



c¢) Processus ARH (Bosq, 91, Besse et Cardot, 96)

Objectif: prédire une v.a. fonctionnelle X1 a partir des v.a. fonction-
nelles observées AX7,..., &, qui correspondent a un découpage en n mor-
ceaux d’une meme trajectoire.

Modele (ARH(1)):

Remarque:
e on a l’équation de base:

A = AT

avec I' = E((X}, ) &) et A = E((X;,.) Xj41).

e Obtention de propriétés asymptotiques pour I'estimateur de A.

5.2.3 Décomposition d’une v.a. fonctionnelle X : ANOVA fonctionnelle

Parmi les modele d’analyse de la variance fonctionnels (Fan et Zhang, 2000,
Luo, 98, Luo et al., 98, Ramsay et Silverman, 97), on peut donner comme exemple
le modele dit “Nested Functional ANOVA?”, lequel se formule de la fagon suivante:

Zik(t) = ai(t) + bij(t) + Eu(t)

6 Modeles non-paramétriques pour variables fonc-
tionnelles

e Régression non-paramétrique d’une v.a.r. Y sur une v.a. fonctionnelle X

(Ferraty et Vieu, 2000) :

A(z) = E(Y/X = z)

ol |||« désigne une semi-norme. Dans ce contexte.
Remarque : obtention de résultats asymptotiques.
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e Régression non-paramétrique d’une v.a. fonctionnelle sur une autre v.a.
fonctionnelle : processus ARH (Bosq, 83, Besse et al., 99)

A(:U) = IE(Xi//Y?;_] = LC)

n—1 - ||zi—z|] 2

N Yoo Tip K <7h L

A () = -

hn( ) n=1 - ||xi—x||,‘2
Zi:] [\ h

7

en rajoutant éventuellement un lissage sur les A.
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Dans ces exposés, on s’appuit sur trois exemples pour illustrer une approche
“fonctionnelle stochastique” en Statistique:

- la Statistique Factorielle considérée dans un cadre opératoriel (cf. les travaux
de 'équipe fondée par Dauxois et Pousse),

- la Statistique Inférentielle sous formalisme hilbertien (¢f. 'ouvrage de Small
et Mac Leish),

- la Statistique Quantique (ou non commutative) (¢f., par exemple, I'article
synthétique de Malley et Hornstein).

En s’interrogeant sur les notions clés et pivotales d’'une telle approche, on
dégage 'importance fondamentale des deux outils-concepts que sont d’une part
la projection orthogonale, d’autre part la structure d’algebre de von Neumann.
Comme ces algebres d’opérateurs sont engendrées par les projecteurs qu’elles
contiennent, on fixe notre intérét sur cette notion clé et on développe alors une
argumentation pour une “Statistique par les projecteurs”.

En guise de résumé sur ces propos, nous reprenons ci-dessous un extrait de
Romain (1997) qu’on consultera pour les éléments bibliographiques cités:

“En fail, qu’elle soit uni ou multidimensionnelle, “la Statistique par les pro-
jecteurs” pourrait bien étre un titre pour un cours moderne sur la Statistique tant
cette notion intervient de fagon primordiale dans cette discipline. Toul d’abord,
remarquons que ['on posseéde maintenant un large €ventail de connaissances des
propriétés mathématiques de Uensemble des projecteurs dans L(H) (ou, ce qui est
équivalent, des sous-espaces fermés dans H)

i) Sur le plan algébrique, on dispose de toul larsenal des propriétés dues a la
structure de treillis (voir Nérdstrom et von Rosen (1987) pour une premiére ré-
Jérence en dimension finie avec applications en Stlatistique, et Holland (1970)
et Kalmbach (1983), déja cilés, pour des propriélés générales). Par exemple, le
tretllis est modulaire si, el seulement si, H est de dimension finie (il est orthomo-
dulaire en dimension infinie) ; de plus, lorthomodularité caractérise les espaces
complets parmi le espaces préhilbertiens... (pour E, F (contenant E) et G sous-

45



espaces de H, la loi modulaire implique KA\ (FV G) = FV (EAG) alors que la
lot orthomodulaire implique £V (EL A F) =F).

ii) Sur le plan géométrique , [’élude de la position relative de deux sous-espaces
a €t€ menée sur plusieurs fronts complémentaires. Depuis les travaux précurseurs
de Jordan (1896) dans R™, elle a donn€ lieu aux développements fondamentauz de
Dizmier (1948), Davis (1958) et Halmos (1969) pour le cas de deux sous-espaces
(puis aux prolongemenls au cas de n sous-espaces par Sunder (1988)). FEnsuile,
se sont greffés a celte étude comparative de deux projecteurs nombre de résultatls
connezes. Citons, par exemple, Lenard (1972) sur l’étendue numérique conjointe,
Bhatia (1997) sur les liens avee la CS décomposition et les équations de Sylvester,
Sano et Watatani (1994) sur Uétude des angles entre deux sous-Facteurs (de type
I'ly), ou encore Paskiewicz (1986) sur les définitions de divers types de conver-
gences stochastiques dans les W*- algebres . Enfin, et parallelement, il y a eu
aussi la contribution des statisticiens depuis Hotelling (1936) jusqu’a Dauzois et
Pousse (1975), en passant par Gel'fand et Yaglom (1957) et Hannan (1961) (les

travauz sur ce domaine concerne, bien sur, I’Analyse Canonique).

(iit) Sur le plan stochastique, on sail depuis les travauzr de Gleason (1957)
probabiliser lespace des projecteurs de L(H) (i.e. toute mesure p finie o-additive
sur cet espace est de la forme pp(m) = tr(xT), ou T est un opérateur a lrace
finie et ™ est un projecteur de L(H)). De plus, il est important de rappeler le role
essentiel que joue ’espérance conditionnelle en tant que projecteur en Statistique.
Meéme st tout projecteur n’est pas, bien sur, une espérance conditionnelle (voir,
par exemple, le cas des fonctions estimantes), linverse est en revanche vrai el on
dispose d’un grand nombre d’applications diverses plus ou moins classiques de cel
opéraleur (voir, par exemple, le traitement des données incomplétes a partir des
vraisemblances conditionnelles dans Small et Mc Leish (1994)). Enfin, on sail
obtenir les lois asymplotiques des suites des projecteurs propres des approxima-
tions par échantillonnage d’un opérateur compact autoadjoint (voir Dossou-Gbete
el Pousse (1991)) ce qui permet de nombreuses applications tant théoriques (voir,
par exemple, Romain (1979), Larrére (1994) ou Dauzois et al. (1993) pour des
probléemes de tests ou de comparaison de deux populalions...) que pratiques ( voir
, par exemple, Jeffries et al. (1985), Paulraj et al. (1993) en traitement du si-

gnal...).

(iv) Toutes ces propriélés, bien que sommairement abordées ici, doivent enfin
étre complétées sur un plan méthodologique. Nous concluons cetle partie sur ce
point. Ce qui nous semble le plus simple, voire pédagogique, a souligner ici est
Uapproche commune a de lrés nombreux cas en Statislique qui se ramenent a un
processus de décomposition d’un espace en plusieurs composantes orthogonales el
donc a considérer les projeclions associées naturellement a cetle décomposition.
Pour illustrer ce fait bien ancré dans la culture stalistique, mais peut-élre pas
toujours appréhendé de facon fonclionnelle, citons quelques exemples variés tels
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que:
— [élimination des parameétres fantomes en estimation paramétrique el
la réduction de la sensibilité des estimaleurs par projection,

— la stratégie d’inférence condiltionnelle a une statistique en projetant sur
le sous-espace engendré par celte stalistique,

— la décomposition d’un espace initial en deux sous-espaces, ['un dit infor-
matif (ou d’intérét), Uautre, orthogonal, dit non informatif (ou résiduel); on a
de nombreuxr exemples en modele linéaire, en traitement du signal multidimen-
sionnel,...

— lapprozimalion d’un opérateur (ou d’un tableau de données) par une
combinaison lin€aire de projecteurs “suffisamment informative”,

— ... Chacun pourrait continuer cette liste dans de nombreuses directions. Fn
résumé, la projection orthogonale est une notion clef qui permet de simplifier tout
un ensemble de problemes statistiques dans une pensée algébrique, géomélrique et
fonctionnelle el qui prépare naturellement a des extensions trés variées (tant sur
le plan de la dimension infinie que dans le contexte “inhabituel” de la Statistique
non commultative). ”
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Romain, Y. (1997). Une introduction a I'approche fonctionnelle stochastique
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Nous appuyant sur le fait que toute fonction aléatoire continue stationnaire
est la transformée de Fourier d’une mesure aléatoire, qui la définit d’une facon
biunivoque, nous nous proposons d’exprimer en fonction de la mesure aléatoire
associée a une série stationnaire donnée (Y,,),¢7 la mesure aléatoire correspondant
a une fonction aléatoire continue stationnaire (X):cp telle que X,, = Y,, pour tout
n de Z.

Pour cela nous développons des outils que nous nommons, par analogie avec
la théorie classique des probabilités, “produit” et “produit de convolution” de
mesures spectrales. Nous rappelons que tout opérateur unitaire peut s’exprimer
comme intégrale stochastique d’une mesure spectrale et que “l'opérateur de dé-
calage”est un opérateur unitaire qui joue un grand réle dns I’étude de celui-ci.

L’introduction du concept de “famille de mesures aléatoires stationnairement
corélées”permet d’associer une mesure spectrale a un ensemble de mesures aléa-
toires. Etant donné un opérateur unitaire U nous pouvons ainsi expliciter, d'une
facon originale, la correspondance “opérateur unitaire -mesure spectrale” men-
tionnée plus haut en considérant la famille des mesures aléatoires associées aux
séries stationnaires (U"X),¢cz.

Ensuite étant donné deux opérateurs unitaires U; et Uz, qui commutent, on
considére la famille des séries (UT o U3 (X)) (n,m)ez2- De la commutativité de Uy et
Us on déduit que ces séries sont stationnaires et stationnairement corrélées ce qui
nous permet de définir une “famille de mesures aléatoires stationnairement coré-
lées”. la mesure spectrale associée a cette derniére, compte tenu de ses propriétés,
est appelée “produit” de ¢; et ey, mesures spectrales respectivement associées a
Uy et a U;. Bien entendu I'image de ce produit par 1’application “somme” est
nommée “produit de convolution” de ¢; et 5. On montre que ce “produit de
convolution” est la mesure spectrale correspondant a I'opérateur unitaire U; o U,.

Ces concepts de “produit” et de “produit de convolution” concernent des
mesures spectrales définies sur la tribu borélienne du groupe [—m, 7[, nous les
étendons a des mesures spectrales définies sur des tribus boréliennes de groupes
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plus généraux.

Enfin, étant donné une mesure spectrale ¢ et f un homomorphisme de groupe
nous définissons toutes les mesures spectrales dont I'image par f est ¢ . La so-
lution générale de cette équation combine “solution particuliére” et “solution de
I’équation homogéne”.

Ces différents résultats nous permettent de résoudre le probléme d’interpola-
tion initial.
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By an estimating function, we shall mean a function
g:0xY — R

with finite first and second moments, in the sense that Fy g(6,Y) and Eg [g(0,Y)]?
are both finite for all # € ©. We suppose that the estimating function is unbiased
in the sense that

Fog(0,Y) =0 (1)

for all 6 € ©.

For example, suppose that ¢(Y) is an estimator for #. Defining ¢(8,Y) =
t(Y) — 6, we can see that the estimating function ¢ is unbiased if and only if
the estimator ¢(Y') is unbiased. While every unbiased estimator for # can be
represented as the root of an unbiased estimating function, it is not the case that
the root of a general unbiased estimating function is itself unbiased. The reason
for this is that most estimating functions do not separate as a difference of the
form (YY) — 0. The theory of estimating functions provides an extension of the
methodology of best unbiased estimation to models which do not admit a best
unbiased estimator.

Suppose 6 is a real parameter, and that ¢g(#,Y) is a real-valued function of
f and Y that is differentiable with respect to 8. Denote the derivative of ¢ with
respect to 8 by g. We define the Godambe efficiency of g by

[EG 9(0’ Y)]2

Mel9) = g, oo, v\

(2)
An estimating function ¢* is said to be Godambe efficient if effg(g*) > effg(g)
for all differentiable g and for all . The concept of Godambe efficiency was first
proposed in Godambe (1960) and Durbin (1960). It is the extensive promotion
and elaboration of the consequences of this definition by V. P. Godambe which
leads us attach his name to the definition.

We shall simplify the notation ¢g(6,Y) by denoting it as g(#) with the data
Y suppressed. Let us consider the relationship between Godambe efficient esti-
mating functions and the theory of best unbiased estimation. Suppose ¢(Y) is

51



an unbiased estimator for 6, so that g(#) = ¢{(Y) — # is an unbiased estimating
function. Then ¢(8) = —1 and

1
- Varg t(Y)
So if ¢g*(8) = t*(Y) — 0 is Godambe efficient, it will follow that Varyt*(Y) <

Varg t(Y) for any unbiased estimator ¢(Y). We can conclude that t*(Y) is a best
unbiased estimator in the classical sense.

effg(g)
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[’exposé traite des méthodes d’estimation non paramétriques pour des fonc-
tions pouvant présenter des discontinuités. La localisation de ces sauts présente
un intéret en lui-méme et les principaux résultats concernent divers types de
convergence pour des estimateurs a noyau adaptés aux fonctions discontinues.

Nous présentons, de maniere didactique, le probleme de ’estimation non pa-
ramétrique de discontinuités pour les principales fonctions d’intérét en statistique
(densité, régression, intensité, hasard). Un résultat sur I’estimation d’une discon-
tinuité dans la fonction d’intensité d’un processus de Poisson non homogene avec
une application sur des données météorologiques est ensuite établi. Sont ensuite
présentés des résultats de convergence presque complete et de normalité asymp-
totique d'un estimateur a noyau pour la localisation de discontinuité dans une
fonction de densité a partir de données indépendantes. Puis nous adaptons nos
résultats dans le cadre de la fonction de hasard de données de survie. Ces résul-
tats sont étendus au cadre de processus strictement stationnaires a-mélangeant.
La principale nouveauté réside dans le fait que ce probleme d’estimation non
paramétrique n’impose pas au parametre de lissage les conditions usuelles pour
I’'obtention de résultats optimaux ou quasi-optimaux. Nous nous intéressons en-
suite a 'influence de 'étape de localisation d’un saut sur les mesures d’erreurs
quadratiques intégrées d’un estimateur a noyau dune fonction de densité. Di-
verses simulations numériques de nos estimateurs de sauts sont présentées pour
lesquels le choix du parametre de lissage est discuté.
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Work on nonparametric estimation has so far with very few exceptions been
carried out in a stationary strongly mixing framework (see e.g. Robinson, 1983,
Masry and Tjgstheim, 1995, and references therein). Recently asymptotics for
processes with long range dependence have been covered (Robinson, 1997), but
still no systematic theory exists for a nonstationary situation.

The main purpose of this work is to try to fill this gap by establishing a non-
parametric estimation theory that can be used in a nonstationary environment,
more precisely in the framework of null recurrent Markov chains, or possibly re-
gime models including null recurrent states (see Karlsen and Tjgstheim, 2001).
An essential tool is the split chain, which makes it possible to decompose the
times series under consideration in independent and identical parts. A tail condi-
tion onthe distribution of the recurrence time is introduced. This condition makes
it possible to prove weak convergence results for sums of functions of the pro-
cess depending on a smoothnig parameter. These limit results are subsequently
used to obtain consistency and asymptotic normality for local density estima-
tors and for estimators of the conditional mean and the conditional variance. In
contrasdistinction to the prametric case, the convergence rate is slower than in
the stationary case, and it is directly linked to the tail behavior of the recurrence
time.

With the single excception of the work by Yakowitz (1993) on consistency
of nearest neighbour estimates, as far as we know, the estimation theory of null
recurrent processes has been confined to the parametric case.

Independent of our work, however, nonparametric estimation has been consi-
dered in a random walk situation by Phillips and Park (1998), who use local
time argument to derive asymptotic distribution and by Xia (1998), who in his
doctoral thesis gives a proof of consistency in a transfer function case.

Asymptotics of parametric null recurrent (usually non-time series) models
have been treated by Hopfner (1990, 1994), Hopfner et al. (1990), Kasahara (1982,
1984, 1985), Touati (1990), and we exploit some of their techniques. For two early
contributions in the field we refer to Darling and Kac (1957) and Kallianpur and
Robbins (1954).
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In nonparametric situations series with large or very large sample sizes are
required. Long series are becoming increasingly available, e.g. in finance and eco-
nometrics. There is therefore also a practical motivation behind our work. The
particulars of this motivation are much the same as for the stationary case: it is de-
sirable to have greater flexibility in the initial stage of modelling than that offered
by a fixed parametric or semiparametric model, for example using nonparametric
estimates as a guide in choosing a parametric (linear or nonlinear) model (see
Myklebust et al., 2000, for some more examples). We would like to mention very
briefly potential implications for econometric time series modelling, though, since
such series are often thought to be nonstationary. The kind of nonstationarity
that has been built into the parametric econometric modelling has overwhelming
been of linear unit-root type leading to ARIMA models and, in the multivariate
case, to linear cointegration models. For such models a very considerable body of
literature exists (¢f. the review paper by Stock, 1994, Watson, 1994 and the book
by Johansen, 1995). Asymptotic distributions are tipically non-normal and the
parameter estimates are super-efficient (Dickey and Fuller, 1979, Johansen, 1995).
The need for models combining features of non-linearity and nonstationarity has
been emphasized (see e.g. Granger and Hallman, 1991, Granger, 1995, Aparicio
and Escribano, 1997), but no systematic estimation theory exists. Again, we be-
lieve that the class of null recurrent processes constitues an adequate framework
for posing such problems. Finally, it should be mentioned that there are chal-
lenging and interesting connections to attemps having been made to construct a
nonlinear cointegration theory. We look at some of these in Karlsen et al. (2000).
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[’analyse en composantes principales (ACP) de fonctions de densité est un
sujet de recherche relativement récent sur lequel deux travaux sont connus, ceux
de Boumaza R. (1999) et Kneip A. & Utikal K.J. (1999). Dans les deux travaux,
les auteurs étudient la question du méme point de vue; ils supposent, entre autres,
que les fonctions de densité fi,..., fy forment une base de I’espace, hypothese
qui conduit a I'analyse spectrale d’une matrice dont leséléments sont les produits
scalaires [ fif;,i,7 =1,..., N. Le probléme se réduit donc en un probléme d’es-
timation du produit scalaire de deux densités. Kneip A. & Utikal K.J. (1999)
proposent alors des estimateurs non paramétriques a noyau tandis que Boumaza
R. (1999) considere le cas de densites gaussiennes en présentant des estimateurs
des deux types, paramétriques et non paramétriques.

Pour notre part, nous abordons le probleme d’un autre point de vue qui
consiste a ramener I’ACP fonctionnelle a sa plus simple version multidimen-
sionnelle. Ceci implique la discrétisation des fonctions de densité. La méthode
proposée comporte trois étapes:

1. Estimation non paramétrique des fonctions de densité fi,..., fn.
2. Discrétisation des fonctions selon la méme grille.

3. Analyse spectrale de la matrice dont les éléments sont les valeurs des esti-
mateurs aux points de discrétisation.

Cette méthode a été mise en oeuvre dans le cadre du projet européen STOEC
(Storm-Track upper Ocean interaction and the impact on European Climate)
pour étudier I’évolution de la distribution annuelle de température en Angleterre
Centrale. Les données sont les valeurs journalieres de température des 175 der-
nieres années. Les fonctions de densité des 175 années sont estimées par noyau
gaussien. D’autres méthodes d’estimation de densité sont présentées dans le livre

de Silverman B.W. (1986).
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Il est intéressant de noter que la suite des fonctions propres obtenues par
I’analyse des courbes de densité de température ressemble beaucoup a la suite
des fonctions d’Hermite (produit d’une densité gausssienne avec les polynomes
d’Hermite).

Afin d’expliquer ce resultat, nous avons présenté une troisieme approche qui
est basée sur le développement d’une fonction de densité suivant des polynomes
orthogonaux. Cette approche est citée dans le livre de Ramsay J. & Silverman
B.W. (1997) pour le cas général de 'ACP de fonctions. L’idee est de pouvoir
exprimer les fonctions de densité fi,..., fy comme combinaison linéaire des po-
lynémes orthogonaux (polynémes d’Hermite, Laguerre, Jacobi, etc). Lorsque ceci
est possible le probleme peut se réduire a I'analyse spectrale d'une matrice C*C',
(' étant la matrice contenant les coefficients du développement des densités.
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Le modele le plus utilisé pour expliquer une variable aléatoire réelle par un
processus du second ordre,(X}), est le modele linéaire:

Y:/%@X@ﬁ+g

ou # est un parametre fonctionnel et € une variable aléatoire réelle indépendante
de (X;). Les méthodes classiques d’estimation du parametre § sont répertoriées
dans l'article de Franck and Friedman (1993).

Cardot et al. (1999) ont proposé une forme plus théorique du modele précédent
en se basant sur le fait que (X;) est un processus du second ordre donc élément
d’un espace de Hilbert H et grace a la représentation de Riesz, il réécrivent le
modele précédent sous la forme:

Y =0(X) +e

ou O est une forme linéaire continue sur H a estimer.

Bien entendu, il n’y a aucune raison pour que dans certaine situation, X
dépende linéairement de Y. On cherche alors de fagon naturelle a étendre les
méthodes non-linéaire multidimensionnelles classiques. C’est ainsi que Ferraty et
Vieu (2000) proposent une régression non-paramétrique :

Y = R(X)+e

ou R(-) = E(Y|X =) est estimé par une méthode des noyaux.
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Cet exposé est basé essentiellement sur 'article de Ferré et Yao (2000) dans
lequel nous proposons une approche semi-paramétrique. Le modele considéré est
le suivant:

Y=/[f(<0,X>...,<0k X > c.

ou #q,...,0x sont des vecteurs linéairement indépendant de H et ¢ défini comme
précédemment. Par le théoreme de représentation de Riesz, pour K = 1 on a
soit un modele non paramétrique avec R = f(< 6y,. >) soit le modele de Cardot
et al. (1999) lorsque f est la fonction identité. Ce modele apparait alors comme
la version fonctionnelle du modele introduit par Li (1991) qui a conduit a la
méthode de régression inverse par tranches (SIR). Nous avons montré que si X
suit une loi elliptique hilbertienne, les 8; sont les vecteurs propres I'—orthonormés
associé aux valeurs non nulles de lopérateur T~tvar(F(X|Y)) (ou I' = var(X)).
Ainsi, les propriétés conduisant a la SIR restent vraies dans le cadre hilbertien

—1 étant un opérateur non-borné, I’estimation de ces parametre n’est pas

mais [’
aussi simple qu’en dimension finie. Nous proposons donc de procéder comme Bosq
(1991), par une suite de projection des données sur des espaces de dimension finie
convergeant vers 1’espace entier. A partir de I'estimateur obtenue par tranchage
du support de Y de l'opérateur var( E(X|Y)), et sous des hypotheses similaires a
Cardot et al. (1999), nous obtenons des estimateurs convergeant de 'espace des

parametres 6;.
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Dans I’étude de peuplements forestiers, on étudie généralement les interac-
tions entre arbres par des techniques a ’ordre 2 basées sur la théorie des processus
ponctuels spatiaux. Dans ce cas on fait I'hypothese que le processus sous-jacent
est stationnaire. Dans un certain nombre de situations cette hypothese est mani-
festement inadéquate. On peut utiliser le cadre des processus de Cox inhomogenes
pour décrire ces répartitions. Dans ce cadre on suppose 'existence d’une intensité
A(x), dépendant du point géographique z, qui décrit localement le nombre moyen
de points par unité de surface. C’est cette quantité que l'on cherche alors a es-
timer. Pour aller plus avant dans la compréhension des phénomenes biologiques
sous-jacents, on peut supposer que cette intensité dépend d’une variable explica-
tive Z (par exemple la topographie, la déclivité, la nature du sol ....) sous la forme
Ao(z) v(Z(x)) et on va estimer Ag et 7. Si le premier probleme peut-étre résolu en
faisant appel aux techniques d’estimation non-paramétrique de densités, il n’en
est pas de méme du second. Pour celui-ci une méthode d’estimation bayésienne
basée sur l'algorithme de Métropolis a sauts réversibles de Green (1995) a été
proposée par Heikkinen (1997).

Durant I'exposé la méthode proposée par Heikkinen sera explicitée pour le cas
simple de 'estimation de A(z) (Heikkinen & Arjas 1998). Cela nous permettra de
revenir sur l'algorithme de Green qui peut intéresser la communauté de STAPH
(voir un exemple d’utilisation de cet algorithme pour I’estimation d’une régression
(Denison, Mallick & Smith 1998)). Cet algorithme est présenté sous une forme
plus détaillée que le papier de Green dans (Waagepetersen & Sorensen 2000).
L’extension a l'estimation de Ay et v sera ensuite esquissée. L’utilisation de la
méthode sur des données de positionnement d’arbres dans un peuplement en
Guyanne sera ensuite présenté. Cet exemple montre la difficulté du choix des
parametres a spécifier dans la méthode et sa lourdeur en temps calcul. S’il est clair
que la méthode ne semble pas compétitive pour le premier probleme d’estimation,
par exemple par rapport a un estimateur a noyau, c’est la seule approche existante
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pour le deuxieme.
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For simplicity, consider the location model with a change after an unknown time
point m, i.e.

Xi=p+6,0{i>m}+e, i=1,..n (1)

where 1 < m < n, u and §, # 0 are unknown parameters and I{A} denotes the
indicator of a set A. Assume, moreover, that

€, ...,e, are independent identically distributed random variables (iid rv’s)
with Fe; =0, 0 < vare; < oo and E |e; |*** < oo with some A > 0.
(2)

We are interested in the testing problem

Hy:m =n against H;:m <n. (3)

In this talk it will be shown that the permutation tests can also be used to get
asymptotically correct approximations for critical values.

The permutation test suggested below motivated us to develop along the same
lines a variety of permutation tests related to other test statistics used in change
point analysis, too. This means that the same principle can be applied to other
test statistics (including M-tests) for the testing problem (3) in the model (1) as
well as to the case of multiple changes in location models. The crucial point is
that the test statistic must be expressible through the partial sums of residuals
and that under Hj these residuals are exchangeable random variables.

We apply the permutation arguments to the test based on the statistic

k
/ n 1 4 %
Tnl‘f&?@%{ =7 | <‘\2“\”>}’ .

where
n

1 —

~2 2

e A 5
=1

This test statistic is closely related to the likelihood ratio test when the error

terms e;’s have normal distribution. The large values indicate that the null hypo-

thesis is not true and therefore the null hypothesis Hj is rejected for large values

of Tnl-
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The permutation distribution of 7,; can be described as the conditional dis-
tribution (given Xi,...,X,) of

where R = (Ry,..., R,) is a random permutation of (1,...,n). This permutation
distribution, denoted Fp(x;T,1), can be expressed as

Fo(e:T) = #{r € R Tu(r) <o} (7)

where R, is the set of all permutations of {l,...,n} and #{A} denotes the
cardinality of a set A. Denote by z;_,, the 100(1 — a)% quantile of the per-
mutation distribution Fp(.;T,1). Then the critical region with the level a of the
permutation test based on T,; has the form

Tnl 2 xl—a,n- (8>

The permutation test can be described as follows:

1. we calculate T,; according to (4) and the quantile z1_4 ,;

2. the null hypothesis is rejected if (8) holds true.

Now then study the permutation distribution function of 7,;, more precisely,
we derive the conditional limit distribution of T,;(R) given Xi,...,X,. It is
important to realize that 7,,;(R) given Xy,...,X,, can be viewed as a functional
of a simple linear rank statistic and theorems on rank statistics for change point
can be applied. Our main assertion states:

Theorem. Let the observations Xy,..., X, follow the model (1), the assump-
tions (2) be satisfied and let |6,,| < Doy with some Do > 0. If n — oo, then for all
—00 < y < oo we have

P(«/Zloglogn T (R) <y+2loglogn + Llogloglogn — Llog m| Xy, ..., Xn>
— exp{ — 2exp{—y}}, [P]— as.

Remark. Paper is now in print in Statistics and Probability Letters journal.
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[’exposé présenté concerne I'inférence statistique pour les discontinuités dans
un modele de régression non paramétrique. Le theme est centré autour dun
travail qui a fait 'objet de la these soutenue a Grenoble par Zouhir Hamrouni
(Janvier 1999). C’est un sujet qui a été I'occasion de travaux de plus en plus nom-
breux ces dernieres années. Les applications concernent des secteurs aussi divers
que ’économie, la biostatistique, la fiabilité, le traitement du signal ... On ob-
serve les valeurs bruitées d’une fonction de régression m(-) présentant un certain
nombre de discontinuités. Les problemes que 'on est habituellement amenés a
traiter concernent les tests d’existence de discontinuités (détection) 'estimation
du nombre de discontinuités, de leurs localisations et des amplitudes.

Le modele de régression auquel nous intéressons ici est un modele a plan
d’expérience aléatoire. Nous observons des couples (X;,Y;), 1 =1,...,n tels que

Yi=m(Xi)+o(Xie, 1=1,...,n,

ou les ¢; sont 1.1.d., indépendants des X; de moyenne nulle et de variance unité.
Les X; sont a valeurs dans [0, 1]. Nous nous limitons dans le travail présenté a
la situation simple ou nous savons qu’une discontinuité unique est présente. La
discontinuité est un saut de la fonction m(-); en d’autres termes on suppose

m(z) = mo(z) + 11,1 (2),

ou typiquement mg est de classe Cy. Bien que I'extension ne soit pas tout a fait
immédiate, nous pensons possible d’étendre les résultats présentés a des situations
7 ’ N . . .« . s . N

plus générales ou le nombre de discontinuités serait supérieur a un, ou telles que
les discontinuités concerneraient les dérivées...

Nous avons recours au principe maintenant bien établi de ’estimation de
I"amplitude d’une discontinuité éventuelle au point z par la différence des lissages
a droites et a gauche

(z) = 1y () — ()
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ot 4 (z) (respt. m_(x)) n’utilise que les observations a droite (respt. a gauche) de
z. my(x) et m_(x) sont des estimateurs des limites a droites et a gauche m4 ()
et m_(x) obtenus par régression linéaire locale en ayant recours a des noyaux
unilatéraux K, et K_. Suivant en cela Loader, et Wu et Chu, nous supposons
que K4(0) > 0 et K_(0) > 0. Cette hypothese se révele déterminante pour la
vitesse de convergence de 'estimateur de la localisation.

Le résultat central présenté dans I’exposé concerne le comportement asympto-
tique du processus  — J(z). Nous montrons que le processus Z(z) de déviation
locale construit en effectuant une opération de dilatation-translation autour du
point 7, controlée par la taille de ’échantillon et la largeur de fenétre h,,:

. hoy, .
Za(2) = o(n, hy) (w bagt) - 7(7)>

converge en loi vers un processus de Poisson composé avec dérive. Une consé-
quence immédiate est que z = argsup Z,(z) converge en loi. Par suite il en est
de méme de 7 = 7 + 2% Il s’ensuit en particulier que 'on obtient la conver-
gence en loi de 7 vers 7 a la vitesse exacte de n~! alors que les résultats standards

conduisent a des vitesses en n~!1®

. La preuve du résultat fondamental repose sur
Iapproximation de Z(z) par la somme des variables d’une ligne d’un tableau
triangulaire pour lequel on peut appliquer des résultats de convergence relatifs
dans un contexte de lois indéfiniment divisibles.

Pour terminer nous présentons aussi des expériences numériques mettant en
évidence le comportement asymptotique du processus de déviation locale et les
performances de 'estimateur de la localisation ainsi que de celui qui en découle
pour "amplitude de la discontinuité. Nous traitons aussi les données bien connues
du débit du Nil et montrons que nos résultats sont tout a fait cohérents avec ceux
obtenus par d’autres méthodes.
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A partir de deux processus a trajectoires continues (z¢,¢ € IRY), (2t € IRT)
on peut définir les processus a temps discret mais a valeurs dans un espace fonc-
tionnel Xy (1) = wps46,0 <t < 6,k =0,1,2, ... et Z(1) = 2zs44,0 <t < 6,k =
0,1,2,....Cela permet de manipuler des portions de trajectoires. Des modeles au-
torégressifs banachiques ou hilbertiens ont été étudiés dans Bosq (2000) et une
application se trouve dans Besse et al. (2000).

Nous généralisons a des processus a valeurs dans un espace de Banach et
utilisons ici les notions de non causalité en temps discret ou continu issues de
Florens et Fougere (1996) (historiquement introduites par Granger (1969) et Sims
(1972). L’information contenue dans ( Xy, ..., X,,_1) est la méme que celle contenue
dans (z,,0 < u < nd), ce qui permet d’établir que la non-causalité forte ou faible
globale est stable par discrétisation fonctionnelle, ce qui est faux pour la non-
causalité instantannée.

Nous pouvons aussi remarquer que la connaissance des échantillons
{Xﬁ-(%),l <5< k}, {Zi(%),l <5< k}, 1 € IN, k € IN* permet d’obtenir des
propriétés asymptotiques de non causalité pour les processus a trajectoires conti-
nus sous-jacents.

On peut considérer sur un espace probabilisé (€2, A, P) le modele suivant, noté
ARHX(1):

avec p et a opérateurs linéaires et bornés de I’espace de Hilbert réel et séparable H
vers H, (¢,) un bruit blanc fort hilbertien et (Z,,) la suite de variables aléatoires
exogenes. Les hypotheses de base sont les suivantes: (Z,,) faiblement stationnaire
de moyenne nulle, (¢,) I (Z,) et > ||p"|| < oc.

On considerera deux cas particuliers. Le premier suppose la propriété tres
exigeante d’indépendance du présent de (X,,) et du futur de (Z,). Le deuxieme
cas est celui ou (Z,) est un ARH(1) de moyenne nulle. On démontre pour ces
modeles et avec parfois des hypotheses complémentaires ’existence et 1'unicité
d’une solution stationnaire, des propriétés de Markov, la loi des grands nombres
en précisant la vitesse et le théoreme central-limite. Nous obtenons également
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des résultats voisins de ceux de Bosq (2000) concernant I'opérateur de covariance
empirique.
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Tree structured regression based on adaptive recursive partitioning of the data
can be blended with the idea of maximum likelihood estimation in generalized
regression problems and quantile regression techniques to lead to some powerful
non-parametric function estimation procedures. The function estimate can be
obtained in a piecewise polynomial form with each piece determined by the data
in a terminal node of a binary decision tree. The tree structure takes care of much
of the model complexity and interactions among covariates. We shall demonstrate
using several examples how piecewise polynomial generalized regression trees and
quantile regression trees can help in exploring important statistical features in
large and high dimensional noisy data. This is joint work with Professor Wei-Yin
Loh of University of Wisconsin at Madison, U.S.A.
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