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Présentation

Alain BOUDOU, Frédéric FERRATY, Yves ROMAIN, Pascal SARDA,
Philippe VIEU et Sylvie VIGUIER-PLA

Groupe de travail STAPH
Institut de Mathématiques de Toulouse
118 Route de Narbonne 31062 Toulouse Cedex

Le groupe de travail STAPH a initié depuis juin 2002 des journées annuelles de Sta-
tistique Fonctionnelle et Opératorielle. Ces journées offrent la possiblité a des jeunes
chercheurs ou des chercheurs confirmés de laboratoires francais ou étrangers de présenter
leurs travaux et d’échanger avec d’autres chercheurs. Un des objectifs est de mettre en
lumiere la diversité d’approches et de travaux balayant le spectre de la théorie et des ap-
plications. Les premieres éditions de ces journées se sont déroulées a Toulouse et a partir
de 2006 dans d’autres villes universitaires : Grenoble (2006), Lille (2007) et Dijon (2009).
La tenue de ces journées a été suspendue en 2008 pour faire place au premier Work-
shop international de Statistique Fonctionnelle et Opératorielle a Toulouse, IWFOS’08.
La seconde édition de IWFOS, qui est dans sa phase préparatoire, se tiendra a Santan-
der en juin 2011. Nous nous réjouissons du succes rencontré par ces manifestations et du
réseau de recherche croissant qu’elles ont contribué a créer, générant ainsi de nombreuses
collaborations, nouveaux développements ...

Cette année les rencontres STAPH se sont déroulées dans le cadre inhabituel des
journées de statistique de Marseille qui se sont tenues du 25 au 28 mai 2011. L’inititia-
tive en revient a David Nerini. Nous le remercions chaleureusement ici pour avoir rendu
possible I'organisation de deux sessions de Statistique Fonctionnelle au sein des journées
de Statistique.

On trouvera dans le document présent ’ensemble des résumés des exposés lors de
ces sessions. Comme on pourra s’en rendre compte, les travaux exposés refletent une
pluralité d’approches théoriques et /ou appliquées, illustrant le dynamisme de la recherche
en Statistique Fonctionnelle dans ses différents aspects. Nous remercions ’ensemble des
orateurs pour leurs contributions.

L’ensemble des activités du groupe de travail STAPH peut étre consulté sur la page :

hitp ://www.math.univ-toulouse. fr/staph/
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Méthode de lissage bayésienne tempérée pour estimer les
parametres d'un modele d’équation différentielle

David CAMPBELL* et Russell STEELE

* Adresse pour correspondance :
Department of Statistics and Actuarial Science,
Simon Fraser University,

Surrey BC, Canada, V3T 0A3

e-mail : dach@sfu.ca

Résumé

L’utilisation répandue des modeles d’équations différentielles ordinaires (EDO) a de-
puis longtemps été sous-représentée dans la littérature statistique. Les méthodes les plus
communes pour estimer les parametres des modeles d’EDO sont les moindres carrés non-
linéaires [1] et une méthode basée sur les MCMC [2]. Ces méthodes dépendent d’une
vraisemblance basée sur la solution numérique de ’'EDO. Le défi relevé par ces méthodes
est que les espaces de parametres sont difficiles a naviguer, aggravé par la grande variété
de formes fonctionnelles qu'un modele d’EDO peut produire avec des petits changements
de valeurs des parametres. Bien que certains progres récents ont été accomplis dans la
littérature fréquentiste grace a 'utilisation du lissage (par exemple [3],[4]), les méthodes
bayésiennes n’ont pas suivi. Ce travail décrit la méthode de lissage bayésienne tempérée
(LBT). Cette méthode utilise une expansion de bases pour approximer la solution d’EDO
dans la vraisemblance, ou la forme de 'expansion est guidée par le modele d’EDO. Cette
approximation de 'EDO lisse la surface de vraisemblance, réduisant ainsi les restric-
tions de mouvement des parametres. La méthode de LBT utilise une suite de densités
postérieures basée sur des approximations lisses a la solution d’EDO. Le niveau de 'ap-
proximation est déterminé par la valeur du parametre de lissage qui controle le niveau de
rugosité dans la surface de vraisemblance. Dans un algorithme semblable au tempérant pa-
rallele, des chaines MCMC paralleles sont utilisées pour échantillonner la suite de densités
postérieures, tout en permettant aux parametres d’EDO de permuter entre les chaines.
La combinaison de méthodes bayésienne et de méthodes pour les données fonctionelle
améliore la convergence, tout en permettant I'inférence sur des vraisemblances identiques
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aux modeles utilisés par les moindres carrés non-linéaires et une méthode basée sur les

MCMC traditionnels.

Mots-clés : Données Fonctionelles, Méthodes bayésiennes, Modeles semi et non paramétriques,
Lissage.

Abstract

The widespread use of ordinary differential equation (ODE) models has long been
under-represented in the statistical literature. The most common methods for estimating
parameters from ODE models are nonlinear least squares [1] and an MCMC based me-
thod [2]. Both of these methods depend on a likelihood involving the numerical solution to
the ODE. The challenge faced by these methods is parameter spaces that are difficult to
navigate, exacerbated by the wide variety of behaviours that a single ODE model can pro-
duce with respect to small changes in parameter values. While frequentist literature has
seen some recent improvements in methodology thanks to the incorporation of smoothing
methods (for example [3],[4]), Bayesian methods have not yet followed. This work des-
cribes a new Bayesian method, Smooth Functional Tempering, using a basis expansion to
approximate the ODE solution in the likelihood, where the shape of the basis expansion,
or data smooth, is guided by the ODE model. This approximation to the ODE, smooths
out the likelihood surface, reducing restrictions on parameter movement. Smooth Func-
tional Tempering, uses a sequence of posterior densities with smooth approximations to
the ODE solution. The level of the approximation is determined by the value of the smoo-
thing parameter, which also determines the level of smoothness in the likelihood surface.
In an algorithm similar to parallel tempering, parallel MCMC chains are run to sample
from the sequence of posterior densities, while allowing ODE parameters to swap between
chains. The incorporation of smoothing methods improves convergence while ultimately
enabling inference on the same likelihoods as are used in traditional MCMC methods.
This method is introduced and tested against a variety of alternative Bayesian models, in
terms of posterior variance and rate of convergence.

KeyWords : Functional Data, Bayesian Methods, Semi-parameteric modelling, Smoothing
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Semiparametric Models with Functional Responses in a Survey
Sampling Setting : Model assisted Estimation of Electricity
Consumption Curve

Hervé CARDOT, Alain DESSERTAINE et Etienne JOSSERAND*

* Adresse pour correspondance :
Institut de Mathématiques de Bourgogne, UMR 5584 CNRS,
Université de Bourgogne, 9, Av. A. Savary - B.P. 47 870, 21078 Dijon, France

e-mail : Etienne.Josserand@u-bourgogne.fr

Résumé

Ce travail adopte une approche de type sondage quand le but est d’estimer une courbe
moyenne d'une grande base de données de données fonctionnelles. Lorsque les capacités de
stockage sont limitées, grace aux techniques de sondage, une petite partie des observations
est une alternative intéressante par rapport aux techniques de compression. Nous propo-
sons ici de prendre en considération une information auxiliaire réelle ou multivariée obtenu
a moindre cout sur la population toute entiere, avec une approche semiparamétrique de
type modele assisté, dans le but d’améliorer les estimateurs d’Horvitz-Thompson de la
courbe moyenne. D’abord, nous estimerons les composantes principales afin de réduire la
dimension des signaux, et ensuite nous utiliserons des modeles semiparamétriques pour
estimer les courbes qui n’ont pas été observées. Cette technique se montre vraiment effi-
cace sur une base de données réelle de 18902 courbes de consommation électrique mesurée
toutes les demi heures pendant deux semaines.

Abstract

This work adopts a survey sampling point of view when one has to estimate the mean
curve of large databases of functional data. When storage capacities are limited selecting
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with survey techniques a small fraction of the observations is an interesting alternative
to signal compression techniques. We propose here to take account of real or multivariate
auxiliary information available at a low cost for the whole population, with semiparame-
tric model assisted approaches, in order to improve the accuracy of Horvitz-Thompson
estimators of the mean curve. We first estimate the functional principal components with
a design based point of view in order to reduce the dimension of the signals and then
propose semiparametric models to get estimations of the curves that are not observed.
This technique is shown to be really effective on a real dataset of 18902 electricity meters
measuring every half an hour electricity consumption over two weeks.

Key words : Design-based estimation, Functional Principal Components, Horvitz-Thomp-
son estimator

1. Introduction

With the development of distributed sensors one can have access of potentially huge
databases of signals evolving along fine time scales. Collecting in an exhaustive way such
data would require very high investments both for transmission of the signals through
networks as well as for storage. As noted in Chiky and Hébrail (2009) survey sampling
procedures on the sensors, which allow a trade off between limited storage capacities and
accuracy of the data, can be relevant approaches compared to signal compression in order
to get accurate approximations to simple estimates such as mean or total trajectories.

Our study is motivated, in such a context of distributed data streams, by the esti-
mation of the temporal evolution of electricity consumption curves. The French operator
EDF has planned to install in a few years more than 30 millions electricity meters, in
each firm and household, that will be able to send individual electricity consumptions at
very fine time scales. Collecting, saving and analysing all this information which can be
seen as functional would be very expensive and survey sampling strategies are interesting
to get accurate estimations at reasonable costs (Dessertaine, 2006). It is well known that
consumption profiles strongly depend on covariates such as past consumptions, meteorolo-
gical characteristics (temperature, nebulosity, etc) or geographical information (altitude,
latitude and longitude). Taking this information into account at an individual level (i.e
for each electricity meter) is not trivial. One way to achieve this consists in reducing first
the high dimension of the data by performing a functional principal components analysis
in a survey sampling framework with a design based approach (Cardot et al., 2010). It is
then possible to build models, parametric or nonparametric, on the principal component
scores in order to incorporate the auxiliary variables effects and correct our estimator
with model assisted approaches (Sérndal et al., 1992). Note that this strategy based on
modeling the principal components instead of the original signal has already been propo-
sed, with a frequentist point of view, by Chiou et al. (2003) with singel index models and
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Miiller and Yao (2008) with additive models.

We present in section 2 the Horvitz-Thomposon estimator of the mean consumption
profile as well as the functional principal components analysis. We develop, in section 3,
model assisted approaches based on statistical modeling of the principal components scores
and derive an approximated variance that can be useful to build global confidence bands.
Finally, we illustrate, in section 4, this methodology which allows to improve significantly
more basic approaches on a population of 18000 electricity consumption curves measured
every half an hour over one week.

2. Functional data in a finite population

Let us consider a finite population U = {1,...,k,..., N} with size N, and suppose
we can observe, for each element k£ of the population U, a deterministic curve Y, =
(Y5(t))seqo,1) that is supposed to belong to L*[0, 1], the space of square integrable functions
defined on the closed interval [0, 1] equipped with its usual inner product (-, -) and norm

denoted by || - ||. Let us define the mean population curve u € L?[0,1] by
= = ZYk € [0,1]. (1)
keU

Consider now a sample s, i.e. a subset s C U, with known size n, chosen randomly
according to a known probability distribution p defined on all the subsets of U. We suppose
that all the individuals in the population can be selected, with probabilities that may be
unequal, 7, = Pr(k € s) >0 forall k € U and my = Pr(k & 1 € s) > 0 for all k,l € U,

k£ 1.

The Horvitz-Thompson estimator of the mean curve, which is unbiased, is given by

i) = 2 L By e 2

kes keU

As in Cardot et al. (2010) we would like to describe now the individual variations
around the mean function in a functional space whose dimension is as small as possible
according to a quadratic criterion. Let us consider a set of ¢ orthonormal functions of
L*0,1], ¢1, ..., ¢4, minimize, according to ¢y, . .., ¢,, the remainder R(q) of the projection
of the Y}’s onto the space generated by these ¢ functions

1
= IRl
keU
with

Rai(t) = Z — 1, 05)0;(t),  t€[0,1].
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Introducing now the population covariance function 7(s,t),

(s, 1) = %Z (Yi(t) = p(®)) (Yals) — u(s)),  (s,1) €[0,1] x [0,1],

Cardot et al. (2010) have shown that R(g) attains its minimum when ¢y,..., ¢, are
the eigenfunctions of the covariance operator I' associated to the largest eigenvalues,
AL > A > 20 20,

o) = [ (5,000 = A6, 10,15 > 1

When observing individuals from a sample s, a simple estimator of the covariance function

(s, t) = —Z - (Yi(t) — (1)) (Yi(s) — i(s)) (s,1) € [0,1] x [0,1], (3)

allows to derive directly estimators of the eigenvalues Xl, e ,Xq and the corresponding
eigenfuctions ¢y, ..., ¢,.

3. Semiparametric estimation with auxiliary information

Suppose now we have access to m auxiliary variables X1, ..., X,, that are supposed to
linked to the individual curves Y, and we are able to observe these variables, at a low cost,
for every individual &k in the population. Taking this additional information into account
would certainly be helpful to improve the accuracy of the basic estimator ji. Going back
to the decomposition of the individual trajectories Y; on the eigenfunctions,

+Z — 1, 65)65(t) + Rus(t),  t€[0,1],

and borrowing ideas from Chiou et al. (2003) and Miiller and Yao (2008), an interesting
approach consists in modeling the population principal components scores (Y, —p, ¢;) with
respect to auxiliary variables at each level j of the decomposition on the eigenfunctions,

(Vi — 1, 05) = fi(xp1, ..., Tem)

where the regression function f; can be parametric or not and (xyy, . . ., Tn,) is the vector
of observations of the m auxiliary variables for individual k.

It is possible to estimate the principal component scores @j =Yy — 1t qgj), for j =
1,...,q and all £ € s and then build a design based least squares estimator for the
functions f;

~ ) 1 /7~ 2
fj = argmin Z ™ <ij - gj(éﬂm, S ,ka)) ) (4)
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in order to construct the following model-assisted estimator zix of yu :

Blt) = A~y <Z OES m)) (5)

T
kes |k keU

where the predicted curves }A/k are estimated for all the individuals of the population U
thanks to the m auxiliary variables,

A~

Yio(t) = 7i(t) + Zﬁ(x,ﬂ, o Tem) T5(1), t € [0, 1].

4. Application : estimation of electricity consumption curves

We have a population of N = 18902 electricity meters that are able to send electricity
consumptions every half an hour over a period of two weeks, so that we have d = 336
time points. We are interested in estimating the mean consumption curve over the second
week and we suppose that we know the mean consumption, Y, = %6 2?3;61 Y (t;), for
each meter k of the population over the first week. This mean consumption will play the
role of auxiliary information. Note that meteorological variables are not available in this
preliminary study.

We first perform a simple random sampling without replacement (SRSWR) with fixed
size of n = 2000 electricity meters over the second week order to get iz and perform the
functional principal components analysis (FPCA).

To evaluate the accuracy of estimator (5) we made 500 replications of the following
scheme R
— Draw _a sample of size n = 2000 in population U with SRSWR and estimate i, ¢,
and Cyy, for k € s, over the second week. R
— Estimate a linear relationship between X}, and Cj,q, for k € s where X, = Kles Z?iﬁl Y5 (t;)

is the mean consumption over the first week, ékl ~ B\O + Ble.
— Estimate ix taking the auxiliary information into account with equation (5).
The following loss criterion [ |u(t) — fi(t)|dt has been considered to evaluate the accuracy
of the estimators iz and fix.

We will present the detail results during the presentation and we will show that mo-
del assisted estimators allow a significant improvement compared to the basic SRSWR
approach.

Acknowledgment. Etienne Josserand thanks the Conseil Régional de Bourgogne for its
financial support (FABER PhD grant).
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Prédiction en régression linéaire fonctionnelle
avec variable d'intéret fonctionnelle

Christophe CRAMBES* et André MAS

* Adresse pour correspondance :
Université Montpellier 2,
Place Eugene Bataillon,
34095 Montpellier Cedex, France
e-mail : ccrambes@math.univ-montp2.fr

Résumé. Ce travail concerne I’étude de la prédiction dans le modele linéaire fonctionnel
lorsque la variable d’intérét est elle aussi fonctionnelle. Nous introduisons un prédicteur
basé sur les décompositions de Karhunen-Loeve des courbes X (variable explicative) et Y
(variable d'intérét). Les résultats obtenus permettent de fournir un développement asymp-
totique de la moyenne quadratique de I'erreur de prédiction. Nous donnons également un
résultat d’optimalité pour ces vitesses dans un sens minimax, ainsi qu’'un théoreme de la
limite centrale du prédicteur.

Abstract. This work concerns the prediction problem in the functional linear model
with functional output. We introduce a predictor based on Karhunen-Loeve decomposi-
tions of the curves X (covariate) and Y (output). Our results give an asymptotic develop-
ment of the mean square prediction error. We also give an optimality result for these rates
of convergence in a minimax sense, as well as a central limit theorem for the predictor.

Mots clés. Modele linéaire fonctionnel, variable d’intérét fonctionnelle, décomposition
de Karhunen-Loeve, erreur de prédiction, vitesses optimales, théoreme de la limite cen-
trale.

1. Introduction
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Les modeles de régression, permettant d’expliquer comment une variable d’intérét Y
est reliée a une variable explicative X, sont parmi les plus utilisés en statistique. Nous
nous placons dans ce cadre de travail, en supposant que les variables X et Y sont a valeurs
dans I'espace L*(I) des fonctions de carré intégrable sur un intervalle I, qui sera considéré
comme [0, 1] pour simplifier. Ce type de variables aléatoires dites fonctionnelles permet
de prendre en compte de nombreuses situations pratiques ou les observations sont par
nature des courbes (fonctions du temps par exemple). Ces données étant tres présentes
dans de nombreuses applications, les travaux concernant 1’étude des données fonctionnelles
se multiplient actuellement a tres grande vitesse. Les ouvrages de référence actuels en la
matiere sont les monographies de Ramsay et Silverman (2002, 2005), qui donnent une
vue d’ensemble sur ce champ de recherche, tandis que la monographie de Ferraty et Vieu
(2006) recense les principaux résultats obtenus dans un contexte non-paramétrique sur
les données fonctionnelles.

On considere dans la suite un modele qui s’écrit sous la forme

/Sst Sds+e(t), E(e|X)=0, (6)

ou S est un noyau intégrable. Ce modele, encore peu étudié, a fait 'objet de quelques
travaux, parmi lesquels Chiou, Miiller et Wang (2004), Yao, Muller et Wang (2005) qui
proposent une estimation de S basée sur une analyse en composantes principales des
courbes X et Y. Une des premieres études est due a Cuevas, Febrero et Fraiman (2002).
Récemment, Antoch et al. (2008) ont étudié un estimateur spline de S tandis que Aguilera,
Ocana and Valderrama (2008) en ont proposé un estimateur a base d’ondelettes. Le modele
(6) peut S écrire sous la forme Y(t) = S(X)(t) + €(t) ou l'opérateur S est défini par
fo s)ds pour toute fonction f de L2

Dans la suite, on considere un échantillon (X;,Y;),_, , d’observations indépendantes
et de méme loi que (X,Y’) sur lequel on se base pour construire notre prédicteur.

2. Construction du predicteur

On introduit les notations suivantes. Le produit scalaire usuel de L? est noté (.,.) et
défini par (f, g) fo t)dt pour toutes fonctions f et g de L?. Le produit tensoriel
entre deux fonctions f et g de L? est défini par f @ g = (g,.)f et associe & toute fonction
h de L? la fonction (g, h)f. Partant du modele (6), il vient

E[Y @ X]=E[S (X)® X]+E[c® X].

En notant
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A=EY®X], T=E[X®X],

on en déduit A = ST'. En introduisant les versions empiriques des opérateurs A et I' par
1< 1 <
Ap==2 Yi0X, Tha=-3 X;®X,
i=1 i=1

un estimateur naturel de S est donné par §n vérifiant A,, = §nFn. Le probleme est
que 'opérateur I',, ne peut pas étre directement inversé. Une solution classique consiste

a considérer un inverse régularisé. Pour cela, on note ()\j,€j> les éléments propres de
I',, (les valeurs propres étant rangées par ordre décroissant). De fagon analogue, ();,€;)

. (12 . e B L
désignent les éléments propres de I'. L’opérateur I',, s’écrit alors I';, = Zj A (e ®€;) et
son inverse régularisé est donné par

k
r=XN'@Eee), (7)
j=1

ou k = k, est le nombre de composantes principales choisies. De cette décomposition se
déduit une expression de 'estimateur de § par

" i/Xigjmwa(s).

by

i=1 j=1

L’estimateur §n de S est défini par §n = AnFL et le prédicteur associé est donné par
Y1 = Su(Xni1) = AT (X, 11) pour une nouvelle observation X, .

3. Résultats asymptotiques
3.1. Hypotheses

Les hypotheses permettant d’établir nos résultats sont les suivantes.

(H.1) On suppose que S est un opérateur de Hilbert-Schmidt : pour toute base (e;)
de H, on a

jEN

Z (S (e) ,ej)2 < 4o00.

j7é
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(H.2) Considérons la décomposition de Karhunen-Loeve de X qui s’écrit

+00
X = Z \/)\Tfjej p.S.,
j=1

ou les §; sont des variables aléatoires centrées réduites et non corrélées. On suppose que,
pour j,¢ € N, il existe une constante b telle que

0!
E(l&l) < 562 E (6l

(H.3) Soit A la fonction définie par A(j) = A; pour tout entier j (les A; étant les valeurs
propres de 'opérateur I'). On interpole cette fonction de fagon continue entre j et j + 1
telle que

x — A(z) est convexe.

L’hypothese (H.1) équivaut a supposer que le noyau S est doublement intégrable. Re-
marquons qu’en dehors de cette hypothése, on ne suppose rien d’autre sur .S, en particulier
aucune hypotheése de régularité n’est requise. L’hypothese (H.2) a comme conséquence de
faire une hypothese de moment (d’ordre 4) sur X. Cette hypothese est par exemple vérifiée
lorsque X est un processus gaussien ou encore un processus borné p.s. L’hypothese (H.3)
est un hypothese de décroissance sur les valeurs propres de I'. Elle est vérifiée pour une
large classe d’opérateurs, dont les valeurs propres sont a décroissance arithmétique, expo-
nentielle ..., y compris pour des processus X tres irréguliers.

3.2. Erreur de prédiction en moyenne quadratique

On note I'. = E (¢ ® €) Popérateur de covariance du bruit et 02 = trI'.. On a alors,
sous les hypotheses précédentes

B|

ou A, <Cy k2)"“ 1S, et B, < Cpt logk , les constantes C'4 et C'p ne dépendant pas de
k, nouls.

2

~

-
s, (Xn+1)_5(Xn+l)) =02=+ 3 NS (@) + Au+ Ba, ®)

j=k+1

3.3. Optimalité
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Notre estimateur est construit de fagon tres proche de celui de Yao, Muller et Wang
(2005). Notre apport concerne un résultat, énoncé ci-dessous, donnant des vitesses opti-
males de convergence de l'estimateur. Pour toute fonction ¢ : Rt — R* de classe C! et
décroissante telle que Zj:oi’ ¢ (7) =1, on note Ly (¢, L) la classe des opérateurs linéaires
de H dans H définie par

La(p, L) = {T € Lo, T, S LT ()l € LV () } -

Si on note de plus L = HSFI/QHLQ, ©(5) = N |IS (e;)]]? /L? et kX la partie enticre de la
solution en x de I’équation

I 10?2
E/x @(ﬁ)dxzﬁﬁ,

on a alors (comme conséquence de la sous-section précédente) :

S (Xnr1) = S (Xus1)

2 2
‘ = 207;.

) n
lim sup —— sup E ’
n—~+00 kn STY/2¢Lo(L,p)

Le résultat d’optimalité peut a présent étre énoncé :

2 k;“L
o

§n (Xn+1) -8 (Xn+1)

inf sup E
Sn SEﬁQ(gO,C)

3.4. Convergence faible

Notre principal résultat est donné ci-dessous. Sous les hypotheses précédentes et sous
la condition que (klogk)?* /n — 0, alors

~

% [sn (Xp1) — SII, (Xn+1)} = G

ou G, est une variable aléatoire gaussienne a valeurs dans H, centrée et d’opérateur de
covariance I'.. Sous certaines conditions, ce résultat peut alors s’écrire

==

5 (Xuir) = S (Xuia)| 2 G

Une des conséquences de ce résultat est que, pour un choix de H = W' ([0,1]) =
{feL?([0,1]): £(0) =0, f" € L*([0,1])}, on obtient, pour un ¢, fixé¢ dans [0, 1]
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N k
Yo (to) + \/%%&11—@/2]) =1-aq,

avec o7, = I'. (to, to).
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Abstract : This work focuses on recent advances on the way general structural testing
procedures can be constructed in regression on functional variable. Our test statistic is
constructed from a specific estimator adapted to the specific model to be checked and
uses recent advances concerning kernel smoothing methods for functional data. A general
theoretical result states the asymptotic normality of our statistic under the null hypo-
thesis and diverges under the local alternatives. This result opens interesting prospects
about tests for no-effect, for linearity, or for reduction dimension of the covariate. Boots-
trap methods are then proposed to compute the threshold value of our test. Finally, we
present some applications to spectrometric datasets and discuss interesting prospects for
the future.

Mots-clés : test de structure, régression, variable fonctionnelle, rééchantillonnage, non-
effet, linéaire, multivarié, spectrométrie.

1. Introduction. Certains phénomenes évoluent au cours du temps ou des conditions
du milieu dans lequel I'expérience est réalisée. Il n’est donc pas rare d’étre amené a prendre
en compte des observations discrétisées de leur évolution (pouvant étre modélisée par une
courbe) afin d’étudier de manieére plus pertinente un probleme concret. Les récents progres
technologiques permettent fréquemment de disposer de données discrétisées sur des grilles
assez fines qui refletent de maniere appropriée la nature fonctionnelle de ces phénomenes.
De nombreuses méthodes ont été proposées afin de sélectionner parmi ’ensemble de ces
observations discrétisées un petit nombre de points permettant de répondre aussi bien que
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possible au probleme posé. Cependant, il est souvent intéressant d’attacher également de
I'importance a la dynamique de ce type de phénomenes ainsi qu’a leur structure par-
ticuliere. Une maniere adaptée d’y parvenir consiste a modéliser les données dont nous
disposons comme la discrétisation d'une variable fonctionnelle (c’est a dire de dimension
infinie). C’est une maniere de généraliser I'approche multivariée qui permet d’obtenir une
représentation plus synthétique des données prenant en compte la régularité et la nature
intrinseque du phénomene dont proviennent nos observations.

La branche de la statistique consacrée a 1’étude de données fonctionnelles est actuel-
lement en plein essor en raison des perspectives pratiques et théoriques qu’elle propose.
De nombreux modeles et méthodes de statistique multivariée ont été généralisées afin de
s’adapter a ce nouveau type de modélisation. On pourra notamment consulter les ouvrages
de références de Ramsay et Silverman (1997, 2002, 2005), Bosq (2000), Ferraty et Vieu
(2006), ainsi que Ferraty et Romain (2010) . Nous nous intéressons plus particulierement
dans ce travail a I’étude de problemes de régression sur variable fonctionnelle :

Y =7r(X)+e,

ou Y est une varable aléatoire réelle, X une variable aléatoire a valeurs dans un espace
semi-métrique (€, d) et E[e|X] = 0.

De nombreux auteurs ont déja considéré l'estimation de l'opérateur de régression r au
travers de variantes de ce modele correspondant a différentes hypotheses sur la structure
de l'opérateur r. On peut notamment évoquer le modele linéaire fonctionnel introduit par
Ramsay et Dalzell (1991) :

Y =ap+ < a, X >12(]0;1]) +e¢, (Oéo,Oé) € R x L2([07 1])

Ce modele a été abondamment étudié au cours des dernieres années comme en témoignent
notamment les travaux de Cardot et al. (1999,2000,2007), Ramsay et Silverman (1997,
2005), Preda et Saporta (2005), Hall et Cai (2006), Crambes et al. (2009) ainsi que Ferraty
et Romain (2010, Chapitre 2).

Divers autres modeles basés sur une certaine structure de r ont été considérés comme
on peut notamment le voir dans les travaux de Sood et al. (2009) concernant un modele
additif multivarié basé sur les premiers coefficients d’'une A.C.P. fonctionnelle, Ait Saidi
et al. (2008) & propos du modele a indice simple fonctionnel, ou Aneiros-Perez et Vieu
(2009) pour le modele partiellement linéaire fonctionnel. Cela illustre la grande diversité
des modélisations que 'on peut proposer, d’autant plus qu’il est vraisemblable que de
nouveaux exemples de modeles “structurels” soient considérés dans les années a venir
(modeles additifs fonctionnels, partiellement fonctionnel, ...).

D’autre part, Ferraty et Vieu (2000) ont considéré un modele non-pararamétrique fonc-
tionnel dans lequel aucune hypothese n’est faite sur la structure de r, mais simplement
sur sa régularité (de type Holder). De nombreuses références sont données a ce propos
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dans les travaux de Ferraty et al. (2002), Masry (2005), Ferraty et Vieu (2006), Delsol
(2007,2009) ainsi que Ferraty et Romain (2010, Chapitres 1, 4, et 5).

2. Tests de structure.

2.1. Généralités.

Comme nous venons de le voir, la littérature concernant les méthodes d’estimation
en régression sur variable fonctionnelle est assez conséquente. L’objectif de cet exposé
est sensiblement différent puisque I'on ne désire pas estimer I'opérateur r mais construire
des outils statistiques permettant de tester si il a une certaine structure (e.g. constant,
linéaire, multivarié, ...). La littérature consacrée a ce type de problemes se limite, autant
que nous le sachions, aux travaux de Cardot et al. (2003,2004) dans le cas particulier du
modele linéaire, Gadiaga et Ignaccolo (2005) qui proposent des tests de non effet basés
sur des méthodes de projections ainsi que Chiou et Miiller (2007) qui introduisent une
approche heuristique pour construire un test d’adéquation. Il semble donc qu’il n’existe
pas de méthode générale permettant de tester la validité des différents modeles évoqués
au paragraphe précédant. Notons dans ce qui suit R une famille d’opérateurs de carré
intégrables et w une fonction de poids. Au travers de cet exposé nous souhaitons présenter
une approche générale permettant de tester I’hypothese nulle

Ho : {3ro € R, P(r(X) =ro(X)) =1}
contre des alternatives locales de la forme

Hug {1k [l =7olle2wary) 2 -
Notre statistique de test est construite, de maniere similaire a I'approche utilisée par
Hérdle et Mammen (1993), a partir d’'un estimateur 7 spécifique au modele que I'on veut
tester (donc a la famille R) et de méthodes d’estimation a noyau (noté K) :

7= [ (A ) Putearyto)

i=1

Pour des raisons techniques, on fait I'hypothese que 'estimateur 7 est construit sur un
échantillon Dy indépendant de D = (X, Y;)1<i<,, Un résultat donné par Delsol et al. (2010)
montre la normalité asymptotique de 7), sous I’hypothese nulle et sa divergence sous
I’alternative sous des hypotheses générales. Ce résultat permet d’envisager 'utilisation
de ce type de statistique de test dans un gand nombre de situations pour lesquelles les
hypotheses peuvent étre vérifiées comme par exemple :

— test d'un modele a priori : R = {ro}, 7 = ro.
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— test denon effet : R={r:3C e R, r=C}, 7 =Y.
— test de modele multivarié : R ={r:r=goV,V :E& — RP connu, g : R? — R},
estimateur multivarié a noyau construit a partir de (Y;, V(&;))1<i<n-
— test de lindarité : R = {r: r = ap+ < a,. >, (g, ) € R x L?0;1]}, 7 estimateur
fonctionnel spline (voir Crambes et al. 2009).
— test de modele & indice simple fonctionnel : R = {r : r = g(< «a,. >),a € £, g :
R — R}, 7 estimateur proposé par Ait Saidi et al. (2008).
D’autres situations peuvent également étre considérées des lors que I'on est en mesure de
fournir un estimateur 7 ayant de bonnes propriétés.

2.2. Utilisation concrete.

La mise en oeuvre de la procédure de test décrite plus haut nécessite de calculer la
valeur seuil du test. On pourrait penser l'estimer a partir de la loi asymptotique. Ce-
pendant, les termes dominants du bias et de la variance sont difficiles a estimer, c’est
pourquoi on préfere utiliser des méthodes de rééchantillonnage. L’idée est de générer, a
partir de I’échantillon original, B échantillons pour lesquels I’hypothese nulle est approxi-
mativement vérifiée. Ensuite, on calcule sur chacun de ces échantillons la valeurs de la
statistique de test et on prend comme valeur seuil la quantile empirique d’ordre 1 — « des
valeurs obtenues.

Nous proposons la procédure de rééchantillonnage suivante dans laquelle les étapes
1-4 sont réalisées séparément sur les échantillons D : (X}, Y;)1<i<n €t Dy 2 (X, Yi)nt1<i<n.
Dans les lignes suivantes 7x représente 'estimateur a noyau fonctionnel de 'opérateur de
régression calculé & partir de I’échantillon considéré (D or D1).

Procédure de rééchantillonnage :
Pré-traitement :

~

Répéter B fois les étapes 3-5 :

3. Générer les résidus (3 méthodes différentes NB, SNB ou WB)
— NB (€!)1<i<, tirés avec remise parmi (€;)1<i<n
— SNB (€?)1<i<n générés a partir d’une version lissée F,, de la fonction de répartition
empirique de (&)1<i<p (€] = F, (U;), Ui ~ U (0,1))
— WB(e?) = &V; ot V; ~ Py vérifie les conditions suivantes : E[V;] =0, E[V?] =1
et E[V?] =1.
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. Générer répon IT ndant” 3
4. Générer des réponses “correspondant” a Hy

VP =#(X;) + €

7

5. Calculer la statistique de test T & partir de ’échantillon généré (X;, Y?)1<i<n
Calculer la valeur empirique du sewil

6. Pour un test de niveau «, prendre comme valeur le quantile empirique d’ordre 1 — «
de la famille (T7);<p<5-
On considerere notamment trois exemples de lois Py données par Mammen (1993). Les
différentes méthodes utilisées pour générer les résidus ont des propriétés différentes. Au
vu des simulations il semble intéressant d’utiliser des méthodes de type “bootstrap sau-
vage” (WB) qui produisent des tests plus puissants et sont par nature plus robustes a
I’hétéroscédasticité des résidus.

Enfin, 'intégrale par rapport a Py qui apparait dans la définition de 7, est approchée
par une moyenne empirique sur un troisieme échantillon indépendant de Dy et Ds.

2.3. Application en spectrométrie.

Les courbes spectrométriques constituent un exemple intéressant de données de na-
ture fonctionnelle. Elles correspondent a la mesure de I'absorption d’une lumiere émise
en direction d'un produit en fonction de sa longeur d’onde. Les courbes spectrométriques
peuvent notamment étre utilisées pour connaitre le contenu d’un produit sans avoir besoin
de réaliser une analyse chimique (voir par exemple Borggaard et Thodberg, 1992). Il est
courant, en chimie quantitative, de faire une transformation des courbes originales (cor-
respondant en quelque sorte a des dérivations). L’approche que nous venons de présenter
peut étre appliquée dans ce contexte pour apporter des éléments de réponse a des ques-
tions portant sur

— la validité d’un modele proposé par des spécialistes.

— l'existence d’'un lien entre une des dérivées de la courbe spectrométrique et la quan-

tité que l'on cherche a prédire.

— la nature du lien reliant les dérivées de la courbe spectrométrique et le contenu

chimique du produit

— la validité d’un modele ne prenant en compte que certaines portions ou points de

la courbe spectrométrique (ou de ses dérivées) dont on suppose qu’ils résument
I'information apportée par la courbe spectrométrique.
Nous illustrerons brievement la maniere dont ces questions peuvent étre addréssées en
étudiant des jeux de données concrets.

3. Discussion.
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L’approche générale que nous venons de présenter constitue une premiere méthode
pour construire des tests de structure de nature assez variée en régression sur variable
fonctionnelle (se rapporter a Delsol (2008) pour une discussion plus complete). L'utili-
sation de ces tests sur des données spectrométriques nous fournit des informations per-
tinentes sur la structure du lien entre la courbe spectrométrique et le contenu chimique
du produit. De tels outils peuvent également s’avérer intéressants lorsque 1’on cherche
a extraire les informations pertinentes de la courbe explicative, ce qui permet souvent
d’améliorer la qualité d’estimations. Il semble toutefois intéressant d’essayer d’améliorer
notre approche et de proposer d’autres statistiques de test. Il serait notamment important
de proposer une alternative qui ne nécessite pas de découper notre échantillon original en
trois sous-échantillons, ce qui peut se révéler génant en pratique. Toutefois, il est a noter
que notres approche offre un large spectre d’applications possibles. Elle pourrait étre uti-
lisée de maniere intéressante dans un algorithme permettant de sélectionner les portions
ou les points informatifs de la variable explicative fonctionnelle. Elle pourrait aussi se
révéler intéressante dans le cadre du choix de la semi-métrique car elle peut permettre
de tester la régularité de r par rapport a une semi-métrique d; contre la régularité de r
par rapport a une semi-métrique dy vérifiant d; < d,. Nous discuterons les éventuelles
améliorations qui peuvent étre effectuées pour améliorer notre approche et conclurons sur
les perspectives a venir.
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Résumé

Nous considérons le probleme de la prédiction a court terme des pics de demande dans
un systeme de chauffage urbain. Notre dataset consiste en quatre périodes séparées, avec
198 jours pour chaque période et 24 observations horaires dans chaque jour relatifs a la
consommation de chaleur et le climat. Nous tenons en considération la nature fonctionnelle
des données et proposons une méthodologie de prédiction basée sur la régression fonction-
nelle. L’influence de variables explicatives exogenes est modelée d'une fagon appropriée.
Le résultats “out-of-sample” de 'approche proposée sont évalués.

Abstract

We consider the problem of short-term peak demand forecasting in a district heating sys-
tem. Our dataset consists of four separated periods, with 198 days each period and 24
hourly observations within each day relative to heat consumption and climate. We take
advantage of the functional nature of the data and we propose a forecasting methodology
based on functional regression. The influence of exogenous explanatory variables is mo-
delled in a suitable way. The out-of-sample performances of the proposed approach are
evaluated.

Mots clés

Functional linear model, penalized splines estimation, peak load forecasting, district hea-
ting system

Introduction

Among the activities of support in the coordination, maintenance and planning of
an energy system, the prediction of the load demand is one of the most important. In
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particular, short-term forecasting, which is made within the 24 hours of the following day;,
and in special way the prevision of peaks of demand, plays a central role in guaranteeing
an efficient generating capacity, maintaining the system stability.

In this work we consider the problem of modelling and predicting the peak of heat de-
mand in a district heating (called also “teleheating”) system. This consists in distributing
the heat for residential and commercial requirements, via a network of insulated pipes.
The dataset analyzed has been provided by AEM Turin Group, a municipal utility of the
northern Italy city of Turin, which produces heat by means of cogeneration technology
and distributes it, guaranteeing the heating to over a quarter of the town.

In the recent literature concerning load prediction in district-heating (see for example
Dotzauer (2002) and Nielsen and Madsen (2006) for some applications and references),
the algorithms employed are based on regression or time series models. They are often
similar to the models used in the prediction of electrical-power loads (for a review see e.g.
Weron (2006)). Weather factors are often used as major variables in predicting energy
load and, among the others, the outdoor temperature is considered the most important
factor in the short term forecasting.

These methodologies skip sometimes the fact that the data used are discretization
points of curves : they are observed with high frequency and are very highly correlated,
exhibiting some seasonality patterns. This fact has stimulated us to explore the functio-
nal approach (see e.g. Ferraty and Vieu (2006) and Ramsay and Silverman (2006) for a
review). We propose here a linear model, combining real regressors with functional ones.

Forecasting Peak Load

The dataset analyzed consists of measurements of heat consumption and temperature
taken every hour, during the periods 15 October - 30 April in years 2001-02, 2002-03, 2003-
04 and 2004-05. We take advantage of the functional nature of the data and we divide,
in a natural way, the observed series of heat demand of each period in 198 functional
observations, each one coincident with a specific daily load curve. We denote by C, 4 =
{Cy.a(t), t €10,24]} the daily load curve of period y and day d, with y = 1,...,4 and
d=1,2,...,198. Each of these functional data is observed on a finite mesh of discrete
times : t; < ty < --- < toy . Analogously we define the daily temperature curve. Figure
0.0.arabic@figure reports the observed loads and temperature curves of the first period.

Let us consider the forecasting problem of the daily peak load, defined as P, =
max;_1, 24 Cya(t;). According to the literature (see e.g. Weron (2006)) we construct a
linear model based on the decomposition of the load demand in a sum of two main
components, namely the load component and the weather-dependent component, plus a
stochastic residual. The first component includes :
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F1G. 0.0.arabic@figure — Normalized load and temperature daily curves in the period 15
October 2001 - 30 April 2002.
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— the seasonal effect, described by a suitable moving average of past daily means of
consumptions;

— the intra-daily effect, modelled by a weighed sum of second derivative of the load
curve of the previous day. A reason to consider second derivative rather than the
original curves is that data show an evident vertical shift and taking the second
derivative annihilates this effect ;

— calendar effects (week-days, weekend-days, holy-days).

About the weather-dependent part, we use the daily temperature curve, weighted by
a suitable functional coefficient.

Combining in an additive way the components previously identified and described,
we arrive to the specification of a linear model with scalar response (the peak of heat
demand), two scalar regressors (the seasonal part and the dummy indicating the calendar
effects), and two functional regressors (the second derivative of the past daily load curve
and temperature curve).

The model is estimated on the base of the training-set corresponding to the data obser-
ved in the first three periods (2001-02, 2002-03 and 2003-04) : we use here an estimation
procedure proposed in Cardot et al. (2003) and based on B-splines. Then we carry out
an out-of-sample forecasting study on the whole fourth period (2004-05), evaluating the
results obtained. The estimated model fits well and the out-of-sample performances are
good : we may compare them with the ones in Goia et al. (2010), where some functional
and standard prediction methods are proposed to make forecasting on the same dataset.
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Résumé. Nous considérons un modele de régression linéaire de grande dimension et plus
précisément le cas d’'un modele factoriel pour lequel le vecteur des variables explicatives se
décompose en la somme de deux termes aléatoires décrivant respectivement la variabilité
spécifique et commune des prédicteurs. Nous montrons tout d’abord que les procédures
de sélection de variables et d’estimation usuelles telles que le lasso ou le sélecteur Dantzig
sont performantes dans ce contexte et sous I’hypothese additionnelle que le vecteur des
parametres est sparse. Cette hypothese peut étre cependant restrictive. Nous introduisons
ainsi un modele de régression augmenté qui inclut les composantes principales. Nous mon-
trons que ces composantes peuvent étre convenablement estimées a partir de ’échantillon
et nous nous concentrons ensuite sur les propriétés théoriques du modele augmenté.

Abstract. We consider a high dimensional linear regression model and more precisely
the case of a factor model where the vector of explanatory variables can be decomposed
as a sum of two random terms representing respectively specific and common variability
of the predictors. We show at first that usual prameter estimation and variable selection
procedures such as Lasso or Dantzig selector are efficient in this context with the additional
assumption that the vector of parameters is sparse. Such an assumption may be however
restrictive. We thus introduce an augmented regression model which includes principal
components. We show that these components can be accurately estimated from the sample
and then we concentrate on the theoretical properties of the augmented model.

Mots clés. Modele de régression linéaire, grande dimension, sélection de variables, com-
) ) )
posantes principales, Lasso, sélecteur Dantzig.
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1. Introduction Dans de nombreuses applications le nombre de variables ou de pa-
rametres est tres élevé voire plus grand que la taille de ’échantillon. Une large littérature
statistique est désormais consacrée a I’étude de problemes en grande dimension. Un des
modeles les plus souvent considérés est le modele de régression linéaire :

Y; = 87X, + ¢, i=1,...,n, (9)

ot (Y;,X;), i =1,...,n, sont des couples aléatoires avec V; € Ret X; = (X;1,..., X;,)T €
RP. Dans le modele (9) B est un vecteur de parametres dans RP et (€;);—;, ., sont des
v.a.r. i.i.d., indépendantes de X;, centrées et telles que Var(e;) = 0. La dimension p du
vecteur des parametres est ici élevée comparativement a la taille de I’échantillon n.

Le modele (9) décrit deux situations qui ont donné lieu a deux branches relativement
indépendantes de la littérature statistique. La premiere correspond au cas ou X; représente
un vecteur (de grande dimension) de différents prédicteurs alors qu’'une autre situation
apparait lorsque les variables explicatives sont p points de discrétisation d’une meéme
courbe. Dans ce dernier cas le modele (9) est une version discrete du modele linéaire
fonctionnel. Pour chacune de ces situations des stratégies tres différentes ont été adoptées
afin d’estimer le vecteur des parametres 3 et les hypotheses structurelles sous-jacents
semblent étre incompatibles.

Dans le premier cas les travaux reposent sur I’hypothese que seul un nombre relati-
vement petit de variables explicatives ont une influence significative sur la réponse Y; ou
qu’en d’autres termes le vecteur des coefficients (3; est sparse : S := #{0;|5; # 0} < p.
Cette hypothese s’accompagne d’une condition sur les corrélations entre les différentes
variables explicatives qui doivent étre “suffisamment” faibles. Les procédures les plus po-
pulaires pour identifier et estimer les coefficients non nuls sont le Lasso et le sélecteur
Dantzig : voir par exemple Tibshirani (1996), Bickel et al. (2009) et Candes and Tao
(2007). Dans les travaux ayant trait a la statistique fonctionnelle on adopte des hypotheses
tres différentes. Si on considere le cas le plus simple ou X;; = X;(¢;) pour des fonctions

aléatoires X; € L?([0, 1]) observées en des points équidistants t; = %, on a alors f3; := A (;" ),
olt 3(t) € L*([0,1]) et lorsque p — o0, Y, Xy = 3, 222X (t;) — [ B(t)Xi(t)dt. Par

ailleurs, les corrélations entre les variables X;; = X;(¢;) et Xy = X;(#;), j # [, sont tres
fortes : lorsque p — oo, corr(X;(t;), X;(tj+m)) — 1 pour tout m fixé. Dans ce contexte,
aucune variable X;; = X;(¢;) n’a une influence particuliere sur Y;, et il y a une grand
nombre de coefficients 3; qui sont proportionnels a 1/p. Bien entendu, la réduction de
dimension est également présente dans le cadre fonctionnel mais cependant elle s’obtient
ici en réécrivant le modele en termes d’une décompositon des prédicteurs sur une base
“sparse”, c’est-a-dire sur un petit nombre k de fonctions de base. Il est alors bien connu
que la meilleure base possible au sens de lerreur L? est celle fournie par les fonctions
propres correspondant aux plus grande valeurs propres de l'opérateur de covariance de
X;. Parmi les nombreuses références sur le modele linéaire fonctionnel citons Ramsay et
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Dalzell (1981), Cardot et al. (1999), Cai et Hall (2007), Hall et Horowitz (2007), Cardot
et al. (2007) et Crambes et al. (2009).

Le but de notre travail est de montrer qu’une combinaison des idées développées dans
les deux approches ci-dessus conduit, pour le modele “discret” (9), a une procédure d’es-
timation nouvelle qui peut étre utile dans de nombreuses applications. Nous mous plagons
dans un cadre général dans lequel les variables explicatives peuvent provenir ou pas de la
discrétisation d’une méme courbe. Par ailleurs, nous considérons un modéle factoriel de
la forme

ou W; et Z; sont deux vecteurs aléatoires indépendants de RP. Nous supposons que W;
et Z;; représentent des parties non négligeables de la variance de Xj; : chaque variable
Xij, j =1,...,p possede une variabilité spécifique induite par Z;; qui peut expliquer une
partie de la réponse Y;. D’un autre coté le terme W;; représente une variabilité commune
et les composantes principales, qui quantifient cette variabilité simultanée des régresseurs,
peuvent également contribuer aux variations de la réponses. Ces arguments ont motivé
I'utilisation d’un modele de régression “augmenté” qui inclut les composantes principales
comme variables explicatives additionnelles.

2. Le cadre de ’étude

Considérons le modele de régression linéaire (9) avec des variables explicatives X;
qui peuvent étre décomposées selon (10). On suppose de plus que E(X;;) = 0 pour tout
j=1,...,p, et que

sup E(X}) < Dy < oc. (11)
J

La matrice de variances-covariances de 3 de X; se décompose sous la forme ¥ = I'+ W,
ou I' = E(W,W7), alors que ¥ est une matrice diagonale. On note dans la suite ¥ =
%Z?:l X,;XT la matrice de variances-covariances empirique basée sur 1’échantillon X,
1=1,...,n.

Les variables indépendantes Z;;, j = 1,...,p, avec var(Z;;) = 0]2-, sont supposées
vérifier la condition suivante : il existe deux constantes positives D; et D, telles que

(A1) 0 < Dy <o) < D

Nous supposons par ailleurs 'hypothese suivante

(A.2) Il existe Cy < oo tel que les événements

1< lo
sup \E Z WiiWi — cov(Wiz, Wi)| < Gy = (12)
—1

1<j,i<p n
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log p
sup |— Zii iy — cov(Zii, Zy)| < C , 13
S lp<p\ E 52 = cov(Ziy, Zu)| < Coy[ —> (13)

log

sup |— Z;: Wyl < C 14
1<le<p\ ;_: Wal = Coyf —> (14)

log p
sup |— g X X — cov( X, Xi)| < Coy | ——, 15
2 lp<p‘ - j<vil — ( J 0l 0 " (15)

sont réalisés simulatanément avec la probabilité A(n,p) > 0, ou A(n,p) — 1 asn,p — oo,

logp
—= — 0.

On montre que si les composantes Wj et Z; de X; vérifient W; ~ N (0,T) et Z; ~
N(0,W), alors X; ~ N(0,T + W) et 'hypothese (A.2) est alors satisfaite.

Concernant les variables W;;, nous supposerons par ailleurs qu'un petit nombre de
vecteurs propres de I' suffit a bien approximer W, (voir conditon (A.3) ci-dessous).

Envisageons pour le moment le cas d’un vecteur de parametres 3 sparse :
#{8;]0; # 0} < S for some S < £.

Les procédures les plus populaires pour identifier et estimer les coefficients non nuls ;
sont Lasso et le sélecteur Dantzig. Dans un article récent Bickel et al. (2009) analysent
ces méthodes. Ils donnent des conditions, restricted eigenvalue assumptions, portant sur
les corrélations entre les variables X;; et Xy, j # [, sous lesquelles ils obtiennent entre
autres des bornes pour l'erreur L4, 1 < ¢ < 2. On montre qu'une version de ces conditions,
RE(S, S, cp), co = 1,3, est vérifiée par les variables explicatives ayant la structure (10) et
lorsque (A.1) et (A.2) sont vérifiées. Notons que les variables X;; sont préalablement nor-
malisées de telle sorte que les éléments diagonaux de la matrice de variances-covariances
empririque soient égaux a 1.

Nous avons remarqué plus haut que les variables W;; peuvent également avoir une
influence spécifique sur la réponse Y; au travers d’un vecteur de parametres non sparse.
Dans ce cadre, nous pouvons intégrer les composantes principales aux variables explica-
tives. Nous présentons dans la section suivante le modele augmenté résultant.

3. Le modele augmenté

Nous notons dans la suite A\ > Ay > ... les valeurs propres de }DI‘, 1 > o > ..
les valeurs propres de 11)2 et Xl > X2 > les valeurs propres de la matrice de variances-

covariances —E alors que ¥, %y, ... 01,02,... et Py, 1,,... sont des vecteurs propres
orthonormes correspondant.
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Le modele incluant les composantes principales s’écrit

k
}/z' = Zargir‘i‘/B*TXi + €, i:l,...,n, (16)
r=1
ol &y = 67 X,/ \/ppr, & = (an,..., ;)" € R¥ et B° € RP sont des vecteurs de parametres.

Nous supposons en outre que le vecteur 3* est sparse.

La premicere étape d’estimation du parametres (as, ..., a, 37, .., ;) consiste a pro-
jeter le modele a I'aide de la matrice de la projection sur I'espace engendré par les vecteurs
propres correspondant aux k& plus grandes valeurs propres de %E

~ AT

k
Py =L,-> 4,9,
r=1

Le modele (16) s’écrit alors pour i = 1,...,n
k p =
}/i - Zargﬂ + Zﬁ] R ! 1/2 + € + €is (17)
= E T (L X))

\ 3 &, A . 5\ o * *k
ou fir = ’Qbr XZ/ p)\ra ar = Q + p)\r Z?:l ¢T]ﬁ] s 5] —
n ~ 1/2 -
ﬁ]* (i ZZ:l(PkXZ)?) and E;‘k - Zf:l ar(fir - flr)

Nous montrons tout d’abord dans la proposition ci-dessous que les valeurs et vecteurs
propres théoriques sont bien approximés par leurs versions empiriques. Nous faisons les
hypotheses additionnelles suivantes

(A.3) Il existe 1 > v(k) > 3Co(log p/n)'/? tel que les valeurs propres de %I‘ sont telles
que
i A > in\; > v(k).
in ) [A; =N 2 v(k), mind; > (k)
Enfin nous supposons que n et p sont suffisamment grands pour que ’hypotheses suivante
soit vérifiée

(A4) Co(logp/n)t/? > ]%(Ok).

Proposition 1 Sous les hypothéses (A.2)-(A.4) et sous les événemnts (12) - (15) on a
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pour tout r < k et tout j =1,...,p

~ D ~
Ar — A < 72 + Co(log p/n) Y2, |y — Av| < Co(log p/n)'/? (18)
Dy 1/2
R + Co(log p/n) -~ Co(log p/n)'/?
— <52 5, — <g— = 1
[, — P, ]2 <5 o0 , 16, =, lla <3 o0 (19)
Do —D Do —D
2'< 0 1 < 0 1 92
wm — p)\r — p’U(k‘) 9 ( 0)
72 < Dot Collogp/m)'/2 _ Do + Collog p/n)' (1)
e PAr N po(k)

Nous sommes maintenant en mesure d’estimer les parametres ax, et 37" a l'aide du
Lasso ou encore du sélecteur Dantzig. On en déduit ensuite des estimateurs de ;. et (7.
La condition RE(k+ S,k +S,¢p), co = 1,3, est satisfaite sous les hypotheses (A.2)-(A.4)
ci-dessus. On en déduit alors, en utilisant les résultats de Bickel et al. (2009) des bornes
pour la convergence L? des estimateurs pour 1 < g < 2.
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Résumé

Le dépistage actuel du cancer broncho-pulmonaire est effectué a I’aide d’une radiogra-
phie pulmonaire, d'un scanner thoracique et d'un examen cytologique des expectorations.
La cytologie automatisée des expectorations est une méthode permettant I’analyse infor-
matique des cellules d’un crachat sur la lame d’un microscope. Comme une personne est
représentée par ’ensemble des cellules de sa lame, il nous a paru intéressant d’utiliser la
densité de probabilité comme unité statistique. La modélisation fonctionnelle des données,
méthode pour laquelle 'unité statistique est a valeurs dans un espace infini, répond bien a
cette problématique statistique puisque, par définition, une densité de probabilité est une
fonction. Lors de cet exposé nous présenterons la méthode de classification supervisée de
courbes de densité que nous avons développée, pour discriminer des personnes ayant un
cancer et des personnes saines, et nous vous donnerons quelques résultats issus de données
réelles.

Abstract

Screening of bronchopulmonary cancer is currently performed using chest-X ray, chest
CT scan and cytological examination of expectorated sputum. Automated cytology of ex-
pectorated sputum is a method which enables sputum cells to be analyzed on a microscope
slide. It seems interesting to use density probability as statistical unit because a person
is represented by all the cells of her slide. As in functional data analysis statistical unit
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takes values in an infinite dimensional space, we can use functional data analysis because
density probability is a function. In this talk we will give the supervised classification of
density curves that we have developed for discriminating persons having a cancer and
control persons, and we will give some results that come from real data.

1. Introduction

En modélisation fonctionnelle (voir par exemple : Ferraty et Romain (2010), Ferraty
et Vieu (2006) et Ramsay et Silverman (2005)) 'unité statistique n’est plus seulement
représentée par un ensemble de n variables, a valeurs dans un espace R", mais par une
fonction, a valeurs dans un espace de dimensions infini. Une variable aléatoire y est
considérée comme fonctionnelle si elle prend des valeurs dans un espace infini, par exemple
la variable fonctionnelle y = {X(¢);t € T'} avec T' C R représente une courbe observée sur
I'intervalle T de R. La premiere étape a considérer dans une modélisation fonctionnelle
est la transformation des données initialement discrétisées en une fonction continue. De
nombreuses techniques statistiques existent pour réaliser cette transformation lorsque la
fonction & estimer est une densité de probabilité (voir Wasserman (2007) pour la mono-
graphie la plus récente sur le sujet).

Bien que les méthodes statistiques classiques soient a peu pres toutes développées dans
le cadre fonctionnel, quelques difficultés surviennent pour les adapter lorsque les données
fonctionnelles considérées sont des densités. Les méthodes statistiques listées ci-dessous
sont des exemples permettant d'utiliser la densité de probabilité comme unité statistique.
En statistique exploratoire, Kneip et Utikal (2001) ont développé une ACP fonctionnelle
adaptée aux densités. En statistique supervisée, la méthode non paramétrique développée
par Ferraty et Vieu (2003), dans le cadre de variables aléatoires fonctionnelles classiques,
s’adapte aux densités puisqu’elle repose essentiellement sur la notion de distances entre
courbes. Pour comparer globalement des courbes de densité, Delicado (2007) a développé
une méthode modifiant ’ANOVA fonctionnelle de Cuevas et al. (2004) pour la rendre
adaptable aux fonctions de densité de probabilité.

Nous avons privilégié I'approche de Ferraty et Vieu (2003) car elle correspondait parfaite-
ment a notre problématique initiale qu’est la prévision. On trouvera dans le Chapitre 8 de
Ferraty et Vieu (2006) et dans le Chapitre 10 de Ferraty et Romain (2010) des discussions
bibliographiques plus completes sur la classification de courbes. L’utilisation pratique de
cette méthode nous a montré que, méme dans le cadre de différences manifestes et visuelles
entre groupes de densités, la discrimination au sens mathématique du terme n’était pas
toujours retrouvée. Cela étant tres probablement du a certaines parties de la distribution
perturbant ’analyse. Pour contourner ce probleme nous avons développé une méthode
statistique recherchant les morceaux de densité optimaux pour la discrimination. Cette
méthode que nous nommerons par la suite ’Optimal cutting’ sera présentée dans la par-
tie 1. La partie 2 s’intéressera a la transformation de nos données initiales en fonctions,
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en utilisant un estimateur a noyau standard. La partie 3 décrira les données réelles sur
lesquelles ont été utilisées nos méthodes.

2. Optimal cutting

Soit (X;,Y;)i=1,.» un échantillon de paires indépendantes et identiquement distribuées
de méme loi (X,Y) & valeur dans E'x G, avec X une variable aléatoire fonctionnelle définie
sur un intervalle [tmin, tmez] C R, (E,d) un espace vectoriel semi-métrique et Y une va-
riable aléatoire catégorielle définie sur G = {1,...,G}. Soit t, un point de I'intervalle
[tmins tmaz|. A partir de notre variable aléatoire fonctionnelle initiale X;, on construit
deux nouvelles variables aléatoires fonctionnelles en découpant X; de la facon suivante :

X0 — X, (t),t € [tin, to]}
X%to = {Xl(t)at € [t07 tmax]}

Nous disposons donc d’un n-échantillon de triplets indépendants (le ’tO,X?’tO,Yi) avec
X" et X2 des variables aléatoires fonctionnelles prenant des valeurs dans un espace
infini borné de R et Y une variable aléatoire catégorielle & valeurs dans G' = {1,...,G}.
A partir de ces morceaux de courbes indépendants, nous allons estimer pour chacun
d’eux la probabilité a posteriori d’appartenance a G en fonction de ty. Pour ce faire
nous allons utiliser la classification supervisée non paramétrique de courbes fonctionnelles
développée par Ferraty et Vieu (2003). Nous avons découpé notre échantillon initial en
deux échantillons : un échantillon d’apprentissage (L) et un échantillon test (T). L’esti-
mation de ces probabilités a posteriori se fera, pour chaque morceau de courbe X, de la
fagon suivante :

py(X)=P(Y =g X=X).geCG

ou X est une variable aléatoire fonctionnelle et X est une réalisation de cette variable
aléatoire fonctionnelle. Une fois les G probabilités a posteriori estimées, nous affecterons
a Y (z) le numéro de groupe de plus forte probabilité (classifieur bayésien) :

Y (X) = arg max py(X)
geG
Avant de définir notre estimateur a noyau de la probabilité a posteriori, remarquons que :
pg(X) = P(Y = g|X = X) = E(ljy—q|X = X)

Cette probabilité peut donc étre estimée en terme d’espérance conditionnelle et nous
pouvons donc utiliser un estimateur de type noyau pour prédire cette espérance condi-

tionnelle : J(X,. X)
ZieL H[YFQ}K (#)

d(X;, X
et K (%)
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ou K est un noyau asymétrique, h est la taille de fenétre du noyau et d est une semi-
métrique. L’expression ci-dessus correspond a la régression d'une variable dichotomique
sur une variable fonctionnelle. Le choix de la taille de fenétre h optimale se fera en mini-
misant une fonction de cout du type :

hPt = arg ir}}f Lossy(h)

Lossp(h) = Z Z (By.n — H[Y]:g})z

JjEL geCG

Pour chaque valeur tg = {tmin, tmins1, - - - > tmaz, } €6 pour chaque morceau de courbe X!
et X2, nous obtenons une taille de fenétre minimisant la fonction Loss. Nous identifions
ensuite la valeur t°?! et le morceau de courbe optimal pour lesquels la fonction Loss atteint
son minimum.

Ayant un effectif faible nous avons évalué la qualité de prédiction de la modélisation par
validation croisée (Hatsie et al. (2009)) :

1 n
Miscl = E Ly
isclass = — 2 Yi£73]

ou }A/Z est la prédiction obtenue sur I'échantillon L; = Ly; ;43 a partir du morceau de
courbe optimal précédemment défini et Y; est une réalisation de la variable aléatoire Y.

3. Estimation de densité

Les variables fonctionnelles X; sont des densités de probabilité provenant d’un échantillon
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées Z; 1, ..., Z; ,,. Pour es-
timer les densités de probabilité, nous avons utilisé un estimateur non paramétrique a

noyau.
. 1 & t— 7.
Xi t - K bJ
( ) nihd,i ; ¢ < hd,i )

ou K4 est un noyau symétrique tel que :

+o0
Ky(t)dt =1

—00

et hg; la taille de la fenétre. Deux procédures permettant la sélection automatique des
fenétres ont été implémentées. La premiere est standard et utilise la méthode "Plug-in’
de Sheather et Jones (1991). La seconde opére un choix adaptatif de la fenétre lié au
probleme de discrimination. Du point de vue de la méthodologie, il suffit d’appliquer le
découpage optimal aux densités obtenues avec le choix de fenétre Plug-in. Pour le second
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choix de fenétre, nous avons modifié 'optimal cutting. D’une part on simplifie le probleme
en prenant des fenétres telles que :

hd,i = hQJ‘ X

ou hg; est la fenétre obtenue par la la méthode Plug-in de Sheather et Jones (1991) et
a est une constante. D’autre part, on sélectionne la taille de fenétre hy; ayant la fonc-
tion de cott Loss minimale. De plus, nous avons raffiné notre méthode en ajoutant un
prétraitement a nos données. L’enregistrement de courbes (Kneip et Engel (1995), Kneip
et Gasser (1992), Ramsay et Silverman (2005)) est utile lorsqu’une forme commune semble
apparaitre, et lorsque les réalisations individuelles de cette forme different en phase (varia-
tion horizontale) ou en amplitude (variation verticale). La non prise en compte de ces deux
phénomenes lors de la modélisation peut amener a prendre en compte des déformations
pouvant dégrader la qualité de prédiction. Dans notre étude nous ne nous sommes pas
intéressés aux variations d’intensités (ou variation en amplitude, ou variation verticale) car
nous souhaitions garder la caractéristique de densité de nos fonctions fttm” X(t)dx = t.

min

Nous avons simplement aligné nos densités par rapport au mode principal.
4. Présentation des données réelles

Le dépistage actuel du cancer broncho-pulmonaire peut étre effectué a l'aide d’une
radiographie pulmonaire, d’un scanner thoracique et d’'un examen cytologique des expec-
torations. En radiographie pulmonaire et en scanner thoracique, le praticien s’intéresse a
la présence et a ’évolution de la taille des nodules (regroupement de cellules) suspects
de cancer. En cytologie ’conventionnelle’ des expectorations le pathologiste s’intéresse
a la présence de cellules cancéreuses dans un crachat a I’aide d’un microscope optique.
Quelques récents travaux (Belien et al. (1997), Doudkine et al. (1995), Palcic et al. (2002)
et Payne et al. (1997)) ont montré l'intérét d’une nouvelle technique cytologique des ex-
pectorations dans le dépistage précoce de cancers : la cytologie automatisée. La cytologie
automatisée des expectorations est une méthode permettant 'analyse informatique des
cellules d'un crachat sur la lame d’un microscope. Une caméra numérique reliée a un
ordinateur découpe l'image de cette lame en petites images qui sont alors stockées dans
I'ordinateur. Ces images sont ensuite traitées par un logiciel d’imagerie qui détecte les cel-
lules du prélevement, par une méthode de détection de contours, et qui les analyse. Ainsi
pour chaque cellule, un certain nombre de parametres de forme, de texture et d’intensité
sont mesurés. Il est important de remarquer que méme dans les cas de cancers, la grande
majorité des cellules d'une lame est normale. Les cas de cancers présentent généralement
treés peu de cellules suspectes (ou malignes).

Nous avons comparé les distributions des cellules des individus sains et des individus ayant
un cancer pour essayer de déterminer les caractéristiques ou groupes de caractéristiques
cellulaires discriminants le mieux ces deux populations. Les résultats de notre méthode
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seront donnés sur ce jeu de données, puis comparés a des méthodes de classification su-
pervisée classiques.
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Abstract

In this paper, we discuss the extension to the functional setting of common principal
component model that has been widely studied when dealing with multivariate observa-
tions. We provide estimators of the common eigenfunctions and to study their asymptotic
behavior.

Résumé

Dans cet exposé, nous discutons ’extension au cas fonctionnel du modele de compo-
santes principales communes, qui a été abondamment étudié lorsqu’on s’intéresse a des
observations multivariées. Nous considérons des estimateur pour les composantes princi-
pales communes dont la distribution asymptotique est étudiée.

1. Introduction

Functional data analysis is an emerging field in statistics that has received considerable
attention during the last decade due to its applications to different fields. It provides
modern data analytical tools for data that are recoded as a continuous phenomenon
over a period of time. Because of the intrinsic nature of these data, they can be viewed as
realizations of random functions X (), ..., X, (¢) often assumed to be in L*([0,1]). In this
context, principal components analysis offers an effective way for dimension reduction and
it has been extended from the traditional multivariate setting to accommodate functional
data. In the functional data analysis literature, it is usually referred to as functional
principal component analysis (FPCA).

In many situations, we have independent observations X; (), -, X, (t) from k in-
dependent samples of random functions in L?[0, 1] with mean j; and different covariance
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operators I';. However, as it is the case in the finite-dimensional setting, the covariance
operators may exhibit some common structure. The common principal components mo-
del, introduced by Flury [?] for p—th dimensional data, generalizes proportionality of the
covariance matrices by allowing the matrices to have different eigenvalues but identical
eigenvectors. A natural extension to the functional setting of the common principal com-
ponents model is to assume that the covariance operators I'; have common eigenfunctions
¢;(t) but different eigenvalues \;;. We will denote this model the functional common
principal component (FCPC) model.

The aim of this work is to provide estimators of the common eigenfunctions under a
FCPC model and to study their asymptotic behavior. Proofs are given by Boente, Rodri-
guez and Sued [?].

2. Notation and Preliminaries

Let X;1(t), -+, Xin,(t), 1 < i <k, be independent observations from & independent
samples of smooth random functions in L?Z, where Z = [0,1], with mean ju;. Denote
by v; and T'; the covariance function and operator, respectively, related to each popu-
lation. To be more precise, we are assuming that {X;(t) : ¢ € Z} are k stochas-
tic processes defined in (€, .4, P) with continuous trajectories, mean pu; and finite se-
cond moment, ie., E(X;1(t)) = pi(t) and E (X7 (t)) < oo for t € Z. Each cova-
riance function v;(¢,s) = cov(X;1(s), X;1(t)), s,t € Z has an associated linear operator
T; : L2[0,1] — L?[0,1] defined as (T;u) (t) = [ vi(t, s)u(s)ds, for all u € L2[0,1]. As in
the case of one population, throughout this paper, we will assume that the covariance ope-
rators satisfy ||y;]|? = fol fol V2(t, s)dtds < oo. Therefore, T'; is a self-adjoint continuous
linear operator. Moreover, T'; is a Hilbert-Schmidt operator. The FCPC model assume that
the covariance operators I'; have common eigenfunctions ¢;(¢), to be estimated.

When dealing with one population, estimators of the eigenfunctions and eigenvalues
of I" were considered by Dauxois, Pousse and Romain [?], in a natural way through the
empirical covariance operator. In the present setting, we will give two proposals to estimate
the common eigenfunctions under a FCPC model. Both of them are based on estimators
I'; of the covariance operators I'; g, like I'; g, the operator associated to the empirical
covariance functions 7; g(s,t) = ni > (Xi(s) — Xi(s)) (Xi;(t) — Xu(1)).

Assume n; = ;N with 0 < 7; < 1 fixed numbers such that Zle 7, = 1 and where
N = Zle n; denotes the total number of observations in the sample. Define the weighted
covariance function as y = Zle 7,77 and its related operator as I' = Zle 7;;. Therefore,
R = Zle T7ir and Ty = Zle Tif‘@R provide estimators of v and T, respectively. It is
worth noticing that our results do not make use of the explicit expression of the covariance
operator estimators, but they only require their consistency and asymptotic normality.

3. The proposals
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Let us assume that the FCPC model hold, i.e., I'; have common eigenfunctions ¢;(¢)
but possible different eigenvalues \;;, where \;; = (¢;,I';¢;). Moreover, throughout this
paper we will assume that

AL My > X > -2 X 2 Ajpyr -, for 1 < <k

A2. There exists ¢ such that for any 1 < j < /, there exists 1 < ¢ < k such that

Aij > Nij1-

The first proposal is based on the fact that under the FCPC model, the common
eigenfunctions {¢; : j > 1} are also a basis of eigenfunctions for the operator I' =
Zle 7;I';, with eigenvalues given by vy = Zle TiAg > - >y, = Zle Tidip > Vpy1 =
Zle TiNip+1---. Note that A1 and A2 entail that the first ¢ eigenfunctions will be related
to the ¢ largest eigenvalues of the operator I', having multiplicity one and being strictly
positive. A first attempt to estimate the common eigenfunctions consists in considering
the eigenfunctions ¢; related to the largest eigenvalues 7; of a consistent estimator I" of ",
obtained as T' = Zk 7,T'; where T'; denotes any estimator of the i—th covariance opera-
tor. Example of such estimators are the associated to the empirical covariance functions
7ir. The eigenvalue estimators can then be defined as )\Z] = <¢J, qu])

The second proposal tries to improve the efficiency of the previous one for gaussian
processes. To that purpose, we will have in mind that, in the finite—dimensional case, the
maximum likelihood estimators of the common directions for normal data solve a system of
equations involving both the eigenvalue and eigenvector estimators (see Flury, [?]). Using
consistent estimators of the eigenvalues, we generalize the system obtained by Flury to
the infinite-dimensional case. Effectively, let A;; be initial estimators of the eigenvalues

and fz any consistent estimator of the covariance operator of the i—th population. Define

for j < ¢and m < {, Tpp; = SF ﬁg‘ﬂrz , which will be asymptotically well defined

under A2 if in addition A;; > 0 for 1 < ¢ < k. Let us consider the solution (;Aﬁj of the

system of equations
5m]' - <?im? ?i]) R (22)
0= <¢ma]-_‘mj¢j> 1 S] <m.

4. Asymptotic distribution

It is clear that consistency of each population covariance operator estimator ensures
consistency of the pooled one. The results in Section 2.1 of Dauxois, Pousse and Romain
[7], allow to obtain the asymptotic distribution of the estimators of the common eigen-
functions. In particular, we obtain the following result (see, Boente, Rodriguez and Sued,
7], for details).

Proposition 4.1. Let us assume that T'; is the empirical operator, f‘LR, that E(|| X;1]|*) <
oo, for 1 <1 < k, and that A1 and A2 hold. For each eigenfunction ¢; of I' related to
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the eigenvalue v; = Zle T;\ij with multiplicity one, we have that
a) VN(¢; — ¢;,0;) = 0
b) For any j #m VN{¢; — ¢;, bm) — N(0,02,;) with

k 2k
— {Z Ti()‘ij zm } ZTzAzmAZJE[fzm 1] ]
i=1

Moreover, if X;, are gaussian processes, for all 1 < i < k, we get that

O = {ZTZ( ij } ZTZ/\“”)‘U' (23)

i=1

The following Theorem provides the asymptotic behavior of the eigenvalue estimators
under mild conditions on the eigenfunction estimators. It can be used to derive the asymp-
totic normality of the eigenvalue estimators when using, either Proposal 1 or Proposal 2
to estimate the eigenfunctions.

Theorem 4.1. Let f‘z be an estimator of the covariance operator of the i—th population
such that m(f‘l - Ty 2, U,;, where U; is zero mean gaussian random element with
covariance operator Y;. Let 5]- be consistent estimators of the common eigenfunctions
such that vV N ((;NSJ — ¢j) = O,(1) and define estimators of \;; as /)\\ij = <¢N5j, fz%) For any

fixed m, denote jAXEm) = {\/TTZ (X” — )\ij>} . Then,

1<j<m
a) For each 1 < i < k, \/n; (Aij - )\Z-j) has the same asymptotic distribution as

Vi <<¢j7fz‘¢j> - )\z‘j)-

b) For any m fixed, _/A\im), cee K,im) are asymptotically independent.
c¢) If, in addition, the covariance operator Y; of U; is given by

Ti = Z Sz’msirSiosipE[fimfirfiofip] ¢m®¢r®¢o®¢p — Z )‘Zm)\zr ¢m®¢m®¢r®¢r

m,r,0,p m,r

then, K(m) is jointly asymptotica]ly normally distributed with zero mean and cova-
i,m) i,m) (im) _
riance matrix C%“™ such that C =\ [E( f}) — 1] and C;™ = Nijhis (B (f? 2 2) —1],
that is, the asymptotic variance Of\/TTZ' <)\Z-j — )\ij> is given by )\?j [E ( é) — 1} and
the asymptotic correlations are given by
2
E( ij ) —1

[ ( 4-)—1}%[E< -1

v
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Moreover, in the normal case, we get that the components of jAXZ(m) are asymptotically
independent with asymptotic variances 2)7;.
In order to study the asymptotic behavior of the second proposal, let
L, = Zle 7i [(Nij = Aim) / (NimAij)] Ti and denote ¢} any solution of

(o=t | o)

0= (¢} Tyol) 1<j<m.

It is easy to see that if the covariance operators satisfy a FCPC model, then ¢; satisfies (24).
Moreover, in Boente, Rodriguez and Sued [?] the consistency of the estimators defined
through (22) is derived under mild conditions. The following result states the asymptotlc

behavior of the coordinates {(gbj, ¢s) = s > 1} of the common eigenfunctions estimators qu
defined through Proposal 2 that will allow to establish an improvement in efficiency for
gaussian processes.

Theorem 4.1. Let fl be an estimator of the covariance operator of the i—th satisfying
the same hipotheses as in Theorem 4.1. Let \;; be consistent estimators of the eigenvalues

of the i—th population \;; and (Ej consistent estimators of the common eigenfunctions ¢,,
solution of (22) and denote §; = VN (gg] - gzﬁj). Assume A1, A2 and that \; > 0, for
all 1 <1 SAk;. If, in addition, for any j < {, m </, the following two conditions hold

j) <:q\j’ Om — ¢m> = Op(l)

ii) the operators I'; have finite rank ¢, for all1 <i <k, or (g;,T <¢ ¢m)> = 0,(1).

then, for any j < ¢, m < {, m # j we have that
a) (Gm, ¢;) has the same asymptotic distribution as —(g;, ¢m)-

b) For j <m, (G;, om) 2. N(0,62 ), where

»Ygm

Z )\z;>\2] (fzm iJ )

62, = = _— (25)
. 2
{Z” )\m)\w }

Remark 4.1. Note that in the gaussian case, we get E ( 2 Z]) = 1 and so the asymptotic
variance of coordinates of the common eigenfunction estimates, defined through Proposal

2, reduces to
k 5) !
2 (Aim — Aij)
i = {ZT

=1

On the other hand, the common eigenfunction estimates, defined through Proposal 1, have

asymptotic variances o3, given by (23). Since 65, < o7, we obtain that the estimates

of Proposal 2 are more efficient that those of Proposal 1 for gaussian processes.
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