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La statistique fonctionnelle et opératorielle occupe désormais une place impor-
tante dans la recherche en statistique : les themes les plus actuels dans ce do-
maine ont trait a la modélisation statistique pour variables fonctionnelles. Cet
intérét provient autant du large potentiel d’applications (imagerie, télédétection,
météorologie, médecine, ..) que des problemes théoriques qu’elle engendre. La
statistique fonctionnelle et opératorielle connait donc un essor a 1’échelle interna-
tionale et c’est particulierement le cas a Toulouse. Ainsi, des chercheurs membres
du LSP et pour certains du département BIA de 'INRA et de I'équipe GRIMM de
I’'UTM animent sur ce theme le groupe de travail STAPH dont le prolongement a
été l'organisation de rencontres en juin 2002 et juin 2003 a I’'UPS mais également
de sessions lors du premier congres Canada-France des Sciences mathématiques
a Toulouse en juillet 2004, de COMPSTAT 2004 a Prague en aotut 2004 et du
congres IASC-2005 qui se déroulera en octobre & Chypre.!

Les rencontres, dont les résumés des exposés sont présentés dans ce document,
sont donc la troisieme édition de cette manifestation. Ces journées sont, dans la
continuité des précédentes, destinées a promouvoir la statistique fonctionnelle et
opératorielle, a travers la rencontre de chercheurs du domaine venant de labora-
toires frangais et étrangers. Par ailleurs, I'accent a été principalement mis cette
année sur la participation de jeunes statisticiens et sur une diversité d’approches
balayant un champ large de la théorie aux applications.

Ces journées s’inscrivent également dans le cadre de collaborations avec d’au-

!Toutes nos activités sont accessibles sur la page web
hitp : [/ /www.lsp.ups — tlse. fr/staph.html



tres Universités. Il s’agit tout d’abord de I'Université de Sidi-bel-Abbes, Algérie,
avec laquelle une collaboration a été initiée il y a cinq ans (deux theses en co-
tutelle avec cette Université sont en cours). L’équipe de statisticiens de cette Uni-
versité a par ailleurs participé aux précédentes Journées (2002 et 2003) qu’elle a
co-organisées. D’autres Universités sont également associées a l'organisation de
cette troisieme édition de nos journées par le biais de la participation de cher-
cheurs au comité de programme. Il s’agit des Universités de Bordeaux 2, Montpel-
lier 2, Grenoble (Pierre Mendes-France), Novarra (Italie) et Santander (Espagne).

Nous souhaitons remercier vivement les différents organismes ayant apporté
leur aide financiére a cette manifestation : il s’agit de I’Université Paul Sabatier,
du Laboratoire de Statistique et Probabilités, du département BIA de 'INRA-
Auzeville, de 'équipe GRIMM de 1"Université du Mirail et du Conseil Régional
de Midi-Pyrénées .
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Abstract

The aim of this paper is to extend the functional nonparametric methods to
local linear weighted regression with scalar response. In this stage, the Nadaraya-
Watson is a local constant weighted estimator and appear like a particular case
of our linear weighted fits. In this double infinite framework, the explanatory
variable is valued in some abstract semi-metric functional space. Asymptotic be-
haviour of the estimator will be studied by mean of almost complete convergence
results. These one are similar to the standard Nadaraya-Watson.
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Analyse en composantes principales et analyse
discriminante de densités de probabilité dans
I'environnement R
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Introduction

13 29

On considere des données ternaires  individus X wvariables X occasions
(Tab. 2) ou a chaque occasion ¢ (t =1,...,T), on observe les p mémes variables
quantitatives sur un lot de n; individus. Ces n; observations sont considérées
comme un n-échantillon d’un vecteur aléatoire a valeurs dans RP, de densité de
probabilité f; (par rapport a la mesure de Lebesgue), qui permet d’estimer cette
densité.

L’objectif de I’analyse en composantes principales (ACP) fonctionnelle de den-
sités de probabilité est de visualiser ces occasions, via les densités associées, sur
un sous-espace de dimension réduite afin d’apprécier les différences et ressem-
blances entre lots d’individus. Si ¢ fait référence au temps, cette ACP permettra
d’apprécier qualitativement 1’évolution des lots d’individus.

Aux données précédentes, on ajoute une variable qualitative G a () modalités,
définie sur I’ensemble des T  occasions. Un nouveau lot T+ 1 de n individus sur les-
quels on a observé les p variables quantitatives, se présente; on cherche a prédire
la valeur de GG pour ce nouveau lot. C’est 'objectif de 1’analyse discriminante

(AD) de densités ([BOU 04]).

La fonction FPCAd

Présentation ’ACP des densités f; (t = 1,...,T) dans l'espace L?(RF) ([BOU
98, KNE 01]) permet d’obtenir la décomposition des f; suivant un systeéme or-
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thonormé (hy) :

fi = Zakthk .
k

Cette décomposition permet ainsi la visualisation de ces densités respectant au
mieux les distances entre ces densités; ces distances sont calculées en s’appuyant
sur la norme L? induite par le produit scalaire classique de L?(RP).

Dans le cas de densités gaussiennes, on peut trouver en [BOU 98] des relations
entre cette ACP de densités et la premiere étape, ou étape de l'interstructure, de
la méthode STATIS duale.

La fonction FPCAd de I'environnement R qui réalise cette ACP de fonctions de
densités, calcule les coordonnées, les aides a l'interprétation classiques (contri-
butions et qualités) suivant chaque axe principal, et réalise les représentations
graphiques.

Les options classiques de ’ACP : centrage ou réduction, peuvent étre sélection-
nées. Les densités peuvent étre considérées soit gaussiennes et estimées para-
métriquement, soit quelconques et estimées par la méthode du noyau. Pour la
méthode du noyau on utilise le noyau gaussien avec la fenétre AMISE : w =
(4/(n(p + 2)))1/(p + 4) ([SIL 86]) qui minimise une approximation de l'erreur
quadratique moyenne intégrée (MISE).

Description de la fonction. La fonction est définie comme suit :
FPCAd « function(X, gaussian=T, centered=F, normed=T, nb.factors=3, nb.va-
lues=10, save.results=F, filename.results=“FPCAd_results. RDATA").

Cette fonction a pour entrées :
e un data frame a (p+1) colonnes :
- les p premieres colonnes sont les variables quantitatives
- la (p+1)-ieme colonne est la variable désignant le facteur occasion dont
le nom est obligatoirement “Lot”.

e une variable logique : gaussian (TRUE, par défaut) si on suppose ou non
la normalité ; si FALSE, on utilise le noyau gaussien avec fenétre AMISE.

e deux variables logiques : centered (TRUE, par défaut) et normed (FALSE,
par défaut), pour indiquer si 'ACP doit étre centrée et/ou normée.

e un nombre nb.factors (3 par défaut) indiquant le nombre de facteurs princi-
paux retenus. Si le nombre de lots est inférieur a nb.factors, c’est le nombre
de lots qui sera utilisé.

e un nombre nb.values (10 par défaut) indiquant le nombre de valeurs princi-
pales a afficher. Si le nombre de lots est inférieur a nb.values, ¢’est le nombre
de lots qui sera utilisé.

e une variable logique : save.results (FALSE par défaut) qui demande la sau-
vegarde de tous les résultats (inerties expliquées, coordonnées, qualités et
contributions) dans un fichier dont le nom peut-étre choisi par 'option sui-
vante.
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e une variable caractere : filename.results qui indique le nom du fichier (de
type .RDATA) ou seront sauvegardés les résultats (inerties, coordonnées,
qualités et contributions) ; par défaut le nom du fichier est “FPCAd _results. RDATA”.

Cette fonction a par défaut les sorties suivantes :

e les graphiques sur les premiers plans principaux (par défaut les 3 premiers) ;
une fenétre graphique (device) par plan principal, les 3 fenétres sont super-
posées.

e la liste, désignée ci-apres par le symbole ..., comprenant :

.[[1]] : les inerties expliquées,

..[[2]] : les coordonnées des lots sur les nb.factors (3 par défaut) premiers
axes,

— ...[[3]] : les qualités carrées correspondantes par axe

— ...[[4]] : et enfin les contributions correspondantes.

La fonction FDAd

Présentation. L’AD de densités de probabilité permet d’affecter le lot T+ 1 &
I'une des modalités de la variable G. Dans [BOU 04], il a été proposé des regles
géométriques et des regles probabilistes. Comme en ACP de densités, a chaque
lot t est associée une densité f; ; de plus a chaque modalité g de G est associée une
densité g, qu'on estime a partir des lots qui prennent cette modalité. Les regles
géométriques affectent le lot T4+1 de densité f a la modalité la plus proche au sens
d’une mesure de dissimilarité. Les regles probabilistes quant a elles, supposent
que les densités f; et g, sont gaussiennes et calculent une probabilité d’affecta-
tion du lot a chaque modalité, I'affectation pouvant alors se faire a la modalité
pour laquelle la probabilité est maximum. La fonction FDAd de I’environnement
R qui réalise les calculs des mesures de dissimilarité ou probabilités comporte
plusieurs options. Elle est paramétrée selon le type de données disponibles et la
regle d’affectation a utiliser :
e Le type de données :
— Le nombre T} de lots par modalité ¢ : T, > 1 (Vq) ou T, =1 (Vq).
— Les densités (f;)i=1.1 et (g4)q=1,¢ respectivement associées aux T lots et
aux () modalités sont considérées gaussiennes ou non.
e Le choix de la regle d’affectation tient compte du type de données et doit
préciser :
— La méthode d’estimation des densités : méthode paramétrique ou méthode
du noyau (non paramétrique), et pour cette derniere méthode le type de
fenétre de lissage : fenétre AMISE par densité ou fenétre commune a
toutes les densités.
— La mesure de dissimilarité entre densités : distance L?, distance L? apres
normalisation des densités, distance de Matusita ou mesure de Jeffreys
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(divergence de Kullback-Leibler symétrisée).
— Le critere utilisé : géométrique ou probabiliste.

Certains choix parmi les options décrites sont bien entendu incompatibles. Le
tableau 1 présente les choix possibles.

Dans le cas ou on dispose de plusieurs lots par modalité (7, > 1, Vg =1,...,Q),
les différents regles d’affectation peuvent étre comparées sur la base des taux de
bon classement obtenus par validation croisée. Ce qui permet de discuter le choix
d’une “meilleure” option pour l'affectation du lot 7'+ 1.

Description de la fonction. La fonction est définie comme suit :
FDAd < function(G, X, lots.per.group=1, gaussian=T, window=NULL, dissi-
milarity.measure=“L2”, save.results=F, filename.results=“FDAd_results. RDATA")

Cette fonction a pour entrées :

e un premier data frame a 2 colonnes :
- la premiere nom.Lot contient la liste des lots
- la deuxieme colonne qualite.Lot donne pour chaque lot sa qualité.

e un deuxieme data frame a (p+1) colonnes :
- les p premieres colonnes sont les variables quantitatives
- la (p+1)-ieme colonne est la variable désignant le facteur ”"Lot”, c’est-a-

dire le nom du lot auquel appartient la ligne.

e une variable numérique : lots.per.group pouvant prendre les valeurs 1 (si
a une modalité de la variable qualité on associe une seule densité, qu’on
estime a partir d'un seul échantillon) ou 2 (si & une modalité de la va-
riable qualité on associe plusieurs densités qui sont moyennées). Par défaut :
lots.per.group=1.

e une variable logique : gaussian si on suppose ou non la normalité ; si FALSE,
on utilise le noyau gaussien. Par défaut : gaussian=TRUE

e une variable numérique : window qu’on utilise si gaussian vaut FALSE. C’est
la valeur de la fenétre de lissage qui est utilisée pour toutes les densités. Si
la valeur de window est mise a NULL, alors on utilise une fenétre AMISE
par densité. Par défaut : window=NULL.

e une variable caractere : dissimilarity.measure qui fixe la méthode de calcul
des dissimilarités entre densités. Elle peut prendre les valeurs suivantes :
“L27, “L2N”, “M” (ou “Matusita”), “J” (ou “Jeffreys”). Par défaut : dis-
similarity.measure=“L2".

e une variable logique : save.results (FALSE par défaut) qui demande la sau-
vegarde de tous les résultats (inerties expliquées, coordonnées, qualités et
contributions) dans un fichier dont le nom peut-étre choisi par 'option sui-
vante.

e une variable caractere : filename.results qui indique le nom du fichier ou
seront sauvegardés les résultats); par défaut le nom du fichier est “FP-
CAd_results. RDATA”.
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Cette fonction a pour sorties la liste, désignée ci-apres par le symbole ..., com-
prenant :
e ...[[1]] : les dissimilarités entre lots de qualité inconnue et modalités de la
variable qualité du lot,
e ...[[2]] : les dissimilarités en pourcentages,
e ..[[3] : la modalité réalisant le minimum de ces dissimilarités.

TAB. 1 — Compatibilité des choix possibles en analyse discriminate de densités.

Type de données Regle d’affectation
Nombre Hypothese | Méthode d’estimation | Mesure de Critere
d’occasions | de normalité dissimilarité
vy, T; > 1 Non Noyau | Fenétre L? ou sa - Géométrique
optimale version - g, est la moyenne
AMISE normalisée des densités f;
Oui Paramétrique prenant la modalité ¢
Vi, T; =1 Non Noyau | AMISE L? ou sa Géométrique
version
normalisée
Oui Paramétrique Kullback-Leibler
Matusita
L? normalisée
L? Géométrique
ou probabiliste
Regle quadratique généralisée
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TAB. 2 — Données ternaires “individus X wvariables X occasions’. A la premiere
occasion, les nq observations correspondent a un n; échantillon de X, a la seconde
occasion les ny observations correspondent a un ny-échantillon de X, etc. A chaque

occasion, la variable G prend ses valeurs dans {1,...,Q}, et pour chaque j =
1,...,Q, la valeur j est prise 7} fois.
X
Occasion 1 L. p G
oD
#)
o
-2
I§T1)
(T7)
anl
T+ ] (2]
Ty + Ty L ] [Z]
L]
L]
L]
Tt +Tgo1+1 ] [Q]
T=Ti+...+Tg 1] [(Q]
T
1T +1 CONNU
Tn
4 Pl
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Degradation modeling and semiparametric estimation of
survival characteristics of degradation-dependent failure
times
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Résumé

In survival analysis, regression models and conditional definitions of the ha-
zard function are used to take into account the effects of the environment and of
individual frailties, possibly due to degradation of the item. These effects are mo-
delled by explanatory covariates with increasing complexity such that dummy va-
riables, real valued random covariates or stochastic processes. For instance, condi-
tionally on the random vector A, the famous Proportional Hazard rate model by
Cox specifies that the hazard rate of a life time T verifies Ap(t|A) = \o(t) x €4
where )\, is a unknown baseline hazard function and [ is a vector of parame-
ters. This model was first defined for constant in time covariate but it is possible
to allow a time-varying effect of the environment on the survival of the item.
Walfsohn and Tsiatis (1997) study the model Ay (t|A) = A, () x e#A1+420) wwhere
A = (A1, Ay) is some random but fixed in time vector of coefficients. Also, this
unit-to-unit variability in the definition of the hazard rate can be interpreted as
an individual frailty, modelled by a stochastic process and reflecting an internal
accumulation of wear called aging or degradation process.

Bagdonavicius and Nikulin (2004) define the conditional hazard rate given the
random vector A as A(t|A) = A, (t) X A(g(t, A)) where g is a given non decreasing
function. Is is strongly related to the model of Wulfsohn and Tsiatis but the
assumptions made for estimation and inference are completely different.

Let us assume now that the degradation of an item is given by the sample path
of a non decreasing real-valued right continuous and left hand limited stochastic
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process Z(t), t € I. Lawless and Crowder (2004) and Couallier (2004) consider
gamma processes, Kahle and Wendt (2004) consider marked point processes and
Doksum and Normand (1995), Whitmore (1995) and Whitmore and Schenkelberg
(1997) consider gaussian processes. As in Lu and Meeker (1993), Meeker and
Escobar (1998) and Bagdonavicius et al (2004), we make here the assumption
that the unknown degradation process is

Z(t)=g(t,A),t >0, (1)

where ¢ is a differentiable and non decreasing parametric function of the time
and A is a random variable in R” which takes account on the variability of the
degradation evolution. The degradation values can be absolutely unknown (such
that a latent variable) or partially measured, often with error measurements.

This degradation process leads to two possible modes of failure. The first one
consists in failure time defined as hitting time of the degradation process i.e. the
life time Tp is the first time of crossing a ultimate threshold zy (which can be
random) for Z(t)

To=inf{t € I, Z(t) > 2}.

The failure time Tj is sometimes called soft failure (or failure directly due to
wear) because in most of industrial applications, z, is fixed and the experiment
is voluntarily ceased at the time the degradation process reaches the level zy or
just after this time.

The second one considers that the degradation process influences the distribu-
tion of a traumatic failure time T through a conditional definition of its survival
function.

P(T > #|2(5),0 < 5 < 1) = exp (- /Ot )\T(Z(s)))ds). @)

In that case, the "hazard rate” of the failure time 7" does not live in the ”time
domain” but in the degradation domain. This is very intuitive because an item
with low degradation will be at low risk and vice versa.

When both modes of failure exist, only the first one is observed. Very of-
ten, longitudinal observations of degradation values (measured with error) are
available for each item until the first failure. We are interested here in the non-
parametric estimation of the cumulative intensity function A(z) = [ Ar(u)du of
the traumatic failure T.

In this presentation, the degradation process is modelled by a nonlinear mixed
effect regression model. Three different assumptions for the noises are considered
(i.i.d., Wiener process, Continuous autoregressive process). The regression para-
meters which are random from unit to unit are distribution free and are estimated
by a generalized nonlinear least squares minimization. A Nelson-Aalen-type es-
timate of the cumulative intensity function of 7' is studied. The choices of the
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numerical procedure in the statistical estimation and of the covariance structure
of the noise are investigated.
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Résumé

Divers domaines des sciences appliquées posent des problemes dont la résolution
exige un certain formalisme mathématique, ce qui a poussé quelques mathématiciens
de renom comme Hadamard puis Tikhonov a définir les conditions que doit
vérifier chaque probleme pour qu’il soit correctement posé. Les problemes ne
rentrant pas dans ce cadre sont appelés ”"probléemes mal posés”.

Dans ce travail, nous considérons un cadre classique de problemes mal posés
qui consiste en ’équation a opérateur Ar = w ou A est un opérateur défini
sur un espace de Hilbert, a inverse non continu. A la différence des méthodes
déterministes, nous supposons que le second membre est observé avec des erreurs
aléatoires. Nous proposons des méthodes itératives pour la résolution de ce type
de problemes.
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Introduction

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires de support :
S={(z,y) e RI0<x<1let0<y<g(x)}

ou g est une fonction inconnue que 1’on suppose continue. Disposant de n couples
de variables aléatoires (X1,Y7), ..., (X,,Y,) indépendants et de méme loi que le
couple (X,Y), on désire estimer la fonction quantile extréme :

9p + 0,1] = [0, 00)
Ty — Gp, (370

ou To) est défini par :
gpn( ) p

Le fait que p,, soit strictement inférieur a 1/n implique qu’avec une probabilité
qui tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini, toutes les observations sont situées
au-dessous de la fonction g,,. Il ne s’agit donc pas ici d'un probleme d’estima-
tion de quantile conditionnel classique puisqu’il va falloir extrapoler au-dela de
I’observation maximale.

L’estimation d’une fonction quantile extréme trouve de nombreuses applications
notamment en hydrologie (détermination des limites d’une zone inondable), en
économétrie, en analyse d’images, etc ...Dans la littérature, on trouve essentiel-
lement des estimateurs de la frontiere g du support (cas particulier ou p,, = 0).
Citons entre autres Gijbels et Peng (2000) qui proposent la méthode suivante
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pour estimer g(z). Ils utilisent les observations dont la premiere coordonnée
est "suffisamment” proche de xy. Plus précisément, ils considerent les variables

aléatoires :
{Zi = YVill{|X; — wo| < hy}, i=1,...,n},

ou (h,,) est une suite strictement positive qui converge vers zéro lorsque n tend

vers l'infini. Dans la suite, on note 7, < ... < Z,, les variables aléatoires
ordonnées. En supposant que la densité du couple (X,Y) est de la forme :
fla,y) = a(z,y){g(e) =y} OH{1+ 0 ((g(w) =) )}, (3)

oua(x,y) >0, &(x) <0 et f(x) >0, ils proposent d’estimer g(z¢) soit par

gn(xO) - Zn,na

soit, en utilisant I'estimateur du point terminal proposé dans un cadre unidimen-
sionnel par Dekkers et de Haan (1989), par :

Zn—k,n - Zn—Qk,n
2*571(330) —1

§n<x0> = + n—k,n;

onk <n/d, k—ooetk/n—0et

én(xo) _ lOg ( Zn—k,n - Zn—Zk,n ) /lOg(Q)

Zn—Qk,n - Zn—4k,n

Definition de ’estimateur

En utilisant aussi les variables aléatoires {Z;, i = 1,...,n} et en supposant
que la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant que X = z est définie
par :

Fiy) =PY <ylX =a] =1 - (9(x) =) """l ((9(2) —9)7") . (4
on propose ici d’estimer g, (zo) par

'Un{Tu_n n(zo) _ (npn)*ﬁn(:vo)} _ un{ﬂ;fn(ﬂﬁo) _ (npn)*in(:vo)}
TJnﬁn(iBO) _ T*in(mo)

Un

gpn (l‘o) - Zn,n

ou (uy,) et (v,) sont deux suites de |0, 1[ qui convergent vers 1 lorsque n tend vers
I'infini,

Tu, = Z H{Zz Z unZn,n}v
i=1
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et &,(x0) est un estimateur faiblement consistant de &(zq). Sous des conditions
de régularité sur la fonction de répartition conditionnelle Fy et sur la fonction g,
on démontre que pour tout xy €0, 1],

Ipn (20) = Gp, (20) —p 0.

Des simulations permettent de montrer que 'estimateur g,, donne de meilleur
résultats que les estimateurs g,, et g,, proposés par Gijbels et Peng. A noter
aussi que 'on peut montrer que la condition (4) sur la loi du couple (X,Y) est
plus faible que la condition (3).
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Abstract

In this paper we study the nonparametric regression model with stationary
dependent errors, and when the explanatory variable is of functional type. We
give the optimal convergence rates of the nonparametric kernel estimator of the
regression function in the mean square and almost sure sense under general condi-
tions. In particular, we derive similar asymptotic results for long range dependent
error process. Some simulation studies are generated when the error process is a
fractional brownian motion.

Functional nonparametric regression

The main aim of this paper is to study the estimation of the regression ope-
rator 7 in the following model :

Yi = r(X;)+¢e forieZ

where the response Y is a real valued variable, and when the explanatory variable
X belongs to some semi-metric space (H, d). The error process (g;);cz is assumed
to be a centered second order stationary with unit variance, such that :

E((‘Ei&j) = fe(l —j) for 1, JjEZL
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Let (X,Y’) be a random vector valued in H x IR with [E(Y) < co. So, for x € H
the regression function is defined by :

r(z)=IFE (Y|X =)

The goal of this work is to estimate the unknown operator r. For this aim, we
use the Nadaraya-Watson kernel estimator (see Ferraty and Vieu (2004))

2?21 1/Z[((d(ac;LXz)) ) d( X)
I f K (x_> 0
HOE L) )7

0 if K (452) =0

where K is a real valued function defined on IR and h = h(n) is the bandwidth,
such that : h € R" and lim h =0.

n—-—+o0o

Results

We give the set of conditions that are necessary for the statement of our
results.
— About the kernel :

we assume that K is strictly decreasing and there exist some positive
numbers a, b such that : a L y(x) < K(x) <blyy, fora € H  (5)

— About the concentration of X : we assume that the probability distri-
bution of the functional variable X can be written as :

for x € H, §(X € B(z,h)) = Cup(h)+ 0 (p(h)), (6)

with sup C, < oo for some compact set S C H and where B(z, h) denotes
z€S
the closed ball of center x and radius h, and ¢(h) is a positive function such

that the following conditions are satisfied :

lime(t) =0 and lim ne(h) = oo (7)

t—0 n—oo

— About the regression :

AC < 00,36 > 0, such that,Vz,y € H, |r(z) —r(y)| <C (x,y)ﬁ (8)

for some positive generic constant C.
— About the moments :

Jv > 2, 3C, > 0 such that E(Y"|X) < C, 9)
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Théoréme 1 Under the conditions (5), (6), (7),(7 (8) and (9), we have almost
surely :

zesS ngo(h)

1/2
<ln(n) pRIAC —j)\>
i#j

sup |7, (z) —r(z)] = O(R’)+0 < In(n) )

+0

(10)

Remark 1 Under conditions of Theorem 1 we have :

sup [T, (z) —r(z)] = O(h")+0O ( In(n) )

zeS ngo(h)
a, In(n) In(n)'2 a(a,)/?=/v
@) @) 11
: ( " >+ S HETERES
for some sequence a,, such that : a, = o(n) and hrf a, = +00.

Corollaire 1 Under conditions of Theorem 1 and if f-(j) =C|j|™7 and 0 <y <
1, then

sup |7 (z) —r(z)] = O(K)+0 ( In(n) )

z€S n@(h)
In(n)'/?2
o

Corollaire 2 Under conditions of Theorem 1 if the data are independent identi-
cally distributed and come from some strongly mixing process, and that the mizing
coefficients are such that :

dg > 1, a(n) < cn™ % for some positive constant c. (12)

then

sup 17 () = r(x)| = B In(n) £(h) n 1° In(n)
Sl OM)+O< mﬂm>+o<¢wm2hmﬂ " )

Remarks
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— The results of convergence in the mean square sense will also be exposed.
— Some simulation studies will be presented in order to study the performance
of the nonparametric estimators with long range dependent errors.
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Résumé

On se propose d’étudier la distribution d’une variable aléatoire réelle condi-
tionnée par une variable fonctionnelle. L’objectif est I'estimation de la fonction
de répartition conditionnelle, de la densité conditionnelle et de ses dérivées par la
méthode du noyau. On établit la convergence presque complete de ces estimateurs
et on applique ces résultats pour estimer le mode conditionnel et les quantiles
conditionnels.

Notre étude met en évidence le phénomene de concentration de la mesure de
probabilité de la variable fonctionnelle sur des petites boules. Ainsi, en utilisant
les nombreux résultats récents en théorie des probabilités sur les petites boules,
on peut préciser nos résultats pour de nombreux processus a temps continus. Fi-
nalement notre approche a été mise en application sur quelques données réelles
de type spectrométrique ou de pollution.

Cette présentation concernera les cadres de données fonctionnelles indépendantes
ou fortement mélangeantes.

Les résultats et exemples présentés sont issus des deux articles ci-dessous :
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Résumé

En océanologie, I’étude des écosystemes et des interactions avec leur environ-
nement nécessite fréquemment un échantillonnage spatial et temporel a haute
fréquence sur un grand nombre de variables. L’utilisation de méthodes statis-
tiques de prévision de type CART, connues pour leur capacité a traiter des vo-
lumes de données importants et pour leur structure attractive en forme d’arbre,
sont largement utilisées dans ce domaine [1][2]. Cependant, elles ne permettent
pas de prendre en compte 'aspect fonctionnel d'un grand nombre de variables
d’intéret. Par exemple, un profil de température échantillonné sur la verticale
d’une colonne d’eau consiste en une succession d’observations indicées selon leur
position en profondeur. Des lors, il est intéressant de considérer cette suite de
points comme un échantillonnage ponctuel d’une courbe que 1'on va chercher a
estimer.

Nous proposons de généraliser la méthode de régression CART lorsque la
variable a prévoir est fonctionnelle. Ce travail est illustré a partir de différentes
études en océanographie, dans lesquelles I'objectif principal est d’expliquer la
structure d’une variable fonctionnelle (courbe de salinité, courbe d’ozone at-
mosphérique sur une journée, spectre de taille d'une communauté zooplancto-
nique, ...) en fonction d’un ensemble de variables explicatives réelles (température
moyenne, quantité d’'UV regue, vitesse moyenne du vent, ...).

On dispose d'un échantillon d’apprentissage L = {(v;,x;),i=1,...,n} de
taille n ou les y; sont les observations de la variable aléatoire expliquée Y a
valeur dans un espace fonctionnel. Les x; = (21, .., %) constituent I'ensemble
des observations de la variable aléatoire explicative X = (X7, ..., X,) a valeur



36

dans RP. A partir de la connaissance de L, on cherche & construire une procédure
de régression :

fu(x) = E(Y/X =x)

de la forme :
fr(x) = ijf(x €ry)

ou les f; sont des fonctions, les r;, polytopes de RP dont les cotés sont paralleles
aux axes, constituent une partition de R”, ¢ est le nombre de partitions, inconnu
a priori et I, la fonction indicatrice.

La construction du modele est réalisée de maniere séquentielle. Partant de
I’échantillon L, l'espace R? est initialement partitionné en deux régions dans
lesquelles une estimation de Y est donnée. La partition retenue est celle qui
maximise un critere construit a partir des observations de Y lorsqu’on passe
de I’échantillon L a deux de ses partitions. Ce partitionnement dichotomique est
reconduit dans les deux régions ainsi obtenues qui seront a leur tour partitionnées.
Cette procédure est réitérée jusqu’a ce qu'une regle d’arrét soit rencontrée. A la
fin, I’espace R? des variables de prévisions est partitionné en g regions 1, o, ..., 7.
A chacune de ces régions est associée une cascade de regle de décisions emboitées
(les bords de chacun des ;) construites sur les variables explicatives et une courbe
prédite de Y. Le modele peut alors étre représenté sous la forme d’un arbre
dichotomique.

La construction d’un arbre de régression dans le cas fonctionnel repose donc
sur les trois étapes suivantes :

- La détermination du critere permettant de sélectionner les partitions,

- Le choix d'une regle d’affectation d’une fonction prédite dans chacune des
partitions,

- Un critere d’arrét dans la construction des partitions qui permettra de fixer
la valeur de gq.

Le critere proposé lorsque la variable réponse Y est a valeur dans un espace
fonctionnel est une généralisation de la déviance, critere quadratique a la base de
la construction des arbres de régression dans le cas univarié [1]. Sa construction
repose sur I’hypothese que chacune des observations de Y peut étre décomposée
sous la forme :

Yi (1) = ciodo (t) + ¢ (t) + ... + cirdp (1) + £ (t)

ou les ¢j,7 = 0, .., k constituent une base de fonctions choisies a I’avance et
les ¢ij,7 = 0, ...,k les coefficients estimés par la projection de y; dans la base des
¢;. La quantité € est une variation résiduelle qui est considérée comme du bruit.
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En s’appuyant sur les travaux de [3, 4, 5], nous discuterons successivement :

- des propriétés requises pour choisir un critere de partitionnement dans le
cas multivarié

- de I'influence de la métrique liée au choix des ¢; sur la structure de ’arbre

- des choix possibles de représentations du modele fonctionnel sous la forme
d'un arbre.

Lorqu’'un arbre a été construit, il est intéressant de mesurer ses performances.
Or, un probleme bien connu de ce type de modele est leur instabilité : des chan-
gements mineurs dans 1’échantillon d’apprentissage peuvent mener a des arbres
de structures différentes et donc a des erreurs de prévisions importantes [6]. Nous
montrons qu’il est possible de construire une version aggrégée de ces modeles
fonctionnels par échantillonnage bootstrap de I’échantillon de construction [7].
Meéme si la structure arborée du modele initial est perdue, il est possible, par ce
moyen, d’améliorer de maniere importante les erreurs de prévisions.
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Résumé

Nous étudions l'estimation non paramétrique de la régression dans le cas ou
la variable expliquée est un champ aléatoire réel tandis que la variable explicative
est un champ aléatoire a valeurs dans un espace métrique. L’estimateur proposé
est celui des k-points les plus proches. Nous donnons des résultats de convergence
de l'estimateur.
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Résumé

Le modele ARHD, introduit par Marion et Pumo (2004) est le processus
(X:)icz & valeurs dans l'espace de Sobolev W = W21[0,1] (voir par exemple
Adams et Fournier) :

Xip = (X)) + 0 (X;> +ein (13)

o ¢ et ¥ sont des opérateurs linéaires et (£;41)ez est un W bruit-blanc fort (voir
Bosq 2000 par exemple). On suppose que ¢ est un opérateur compact de W dans
W et ¥ un opérateur compact de L = L? [0, 1] dans W. Soit D l'opérateur dérivé
Du=1, (u, vy = [fu)v(t)dt+ [} u ()0 (t)dt et (u,v), = [ u(t)v(t)dt.
En nottant ot A = ¢ + WD, on obtient la présentation ARW (1)

Xi—l—l =A (Xz) + Ei+1 (14)

Cette équation a une solution unique stationnaire a valeurs dans W sous ’hy-
pothese :
Hil:|Al| <1 (15)

||| étant la norme usuelle des opérateurs. L’opérateur D étant borné dans notre

, . / N . .
contexte, on en déduit que le processus (Xi)ieZ a valeurs dans L est aussi stric-
tement stationnaire .
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Dans cet exposé nous présenterons la méthode des moments d’estimation des
parametres ¢ and ¥ et donnerons des résultats de convergence asymptotique sous
la condition (précisée ci-dessous) que les deux parametres soient identifiables.
Pour prouver la convergence des estimateurs nous aurons de ce postulat tech-
nique :

H2: [ X, <400 a.s. (16)

qui a été par exemple proposé par Cardot, Ferraty, Sarda (1999) pour les mémes
raisons, et qui permet de simplifier les calculs.

Identifiablité du ARHD. Soit Cyy (resp. Crw ) 'espace des opérateurs compacts
dans W (resp. de L dans W), &€ = Cy x Crw,

I = E (X0 @w Xo), P’ZE(X()@WXg),

A=E(Xoow X1), A" :E(X{)@L)Q) .
Pour que les opérateurs soient uniquement définis il faut que :

H3 : I',T" soient bijectives (17)

Estimation par la méthode des moments. Cette méthode est basée sur les
équations (S) :

(S)Z{Azqﬁf—i-\lll“ (18)

A" = I + T

On peut montrer que : le couple (¢, V) € € est identifiable par les équations des
moments (S) ssi (¢, V) ¢ N ou :

N={UV)e&:U+VD=0}. (19)

L’idée est alors d’estimer les opérateurs de covariance I',T'" et covariance croisé

I, A, A" par leurs estimateurs empiriques I',,, T, et covariance croisé I, A,,, A

pour en estimer ¢ et W. Malheureusement les inverse I, ne sont pas bornés.

L’idée est alors d’introduire des perturbations « et 3 tels que I' +aly , I 4+ adp,
’ iz -1 ’

S,(8) = r_r*@*+ah) ' + Bl (20)

Se(B) = T" =T (T +aly)” ' T™ + 31, (21)

soient inversibles. Les équations :
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W[ A= +aly)+ I
(S ) - { A’* — QSF/* + /] (F“ + a]L) (22)
nous permet finalement d’obtenir les approximations :
6 = Ty[Ss(8)]" (23)
U= Ty[Sw(0)]™ (24)
ou : , L
Ty=A-A (I" + aly) o (25)

De facon naturelle les expressions des estimateurs de ¢ et ¥ sont :

Gn = Tn,[Sn6(Bn)] "
{ v, = m‘P[Sn,tﬁ(ﬁn)]il- (26)

ot Ty Sngs Tno(Bn), Snw(Bn). sont les estimateurs empiriques des opérateurs
respectifs. Le résultat principal de cette exposé est le suivant :
Sous les hypothéses H1 — 3 et si a,, — 0, 3, — 0 avec /na?3? — +oo et

Van/Bn =0,

¢n —P ¢7
\Iln —P v,

Les conditions sont satisafites par exemple quand a,, = n~% et 3, = n~° avec
b<a/2et2b+2a<1/2.

Quelques études numériques. Ces études concernent deux applications : Pro-
cessus de Wong et ENSO (voir par exemple Besse et al, 2000). Les prédicteurs ob-
tenus a ’aide de ARHD ont été comparé avec différentes méthodes de prédictions
(Antoniadis et Sapatinas, 2001 ; Besse et al. 2000, Pumo, 1998).

Le processus de Wong est un processus Gaussien statonnaire d’ordre deux, a
trajectoires 1 fois dérivables, défini pour u € R par :

&y = V3 exp (—\/gu) /exp(2u/\/§) W, ds. (27)

Un calcul direct montre qu’il accepte la présentation ARHD (& valeurs dans
W2L0,4]) avec X, 1(t) = &5+ pour t €]0,d].

Soit (ej,j > 0) la base de Fourier et w = {eg, [1 + 45272/6% 712 - eg; 1, [1 +
45272 /62712 - eg5,7 > 1}. Les estimateurs ARHD sont calculés en utilisant la
propriété : f € WL, f =37 _cjej avec ¢; = (f,e)12 = f = D is0.00 cje; et
F =300 (o widy w5 0t (fwajoa)yy, = [1+ 4577 /0% 712 (f, e95-1) .
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Abstract

A seismic series is a set of earthquakes occurring in a given period of time
in a given area. Earthquakes of a seismic series are considered as stochastic ma-
thematical variables, belonging to a continuous space-time-energy medium with
dimension 5 (¥;, \;, d;, t;.M;), where ¥; and \; are the latitude and longitude of
the epicenter, d; the depth of the focus, ¢; the origin time and M; the magnitude
(Udias and Rice, 1975). If the activity develops without abrupt changes, it is
possible to know the structure that exists between the earthquakes (Torcal et al,
1999).

We center our attention in the one-dimensional series of times {¢;}, obviously
when we have selected a particular geographical region and the other four pa-
rameters are perfectly detailed. If we consider the time series formed with the
time intervals between consecutive earthquakes, that is x; = t; — t;_1, the hazard
function, or risk function, defined by

Pea<X<z+Az|X >2x) f(z)

r(z) = AlimIEO Az T F(x) (28)

measures the instantaneous risk at time x.

As in other nonparametric estimation settings (density, regression), is neces-
sary to get a optimal bandwidth selection method to have good theoretical and
practical properties of the kernel estimator. In Estévez and Quintela (1999), a
cross-validation criterion is considered. This method consists in to choose the
bandwidth Aoy that minimizes
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n

e 2 fr ' (X3)
oV, )= [ @13 —h ) 0-mE)y 2

i=1

where F),(-) is the empirical distribution function of the data, and the function
CV is constructed to mimic the global estimation error

MISE(h) = E / (rp (x) — 7 (2))” d. (30)

The other functions used are

S =nt Y %K (”3 _hXj) (31)

Ij_i|>ln

and

Ei@=n' Y H (33 h)g) , (32)
|7—i|>In
that is, the kernel estimators of the density and distribution function, respec-
tively, when we use in the estimation all the data except the closest points
(in time) from X;. Here [, is a positive integer such that n;, satisfies nn;,, =
#{(i,7) /i — j| > 1.} . The election of [,, depends on the quantity of dependence
between the data (e.g. seeing the autocorrelation of the data set).

In Estévez, Quintela and Vieu (2002), the bandwidth selected by this method
is "penalized” by a quantity A,, that depends on the data, and it improves the
results obtained by the cross-validation criterion. This is defined by

2. = hey + M. (33)

In practice, they check that a good result is to choose

5 _3/10 hov
A, = (0.8¢79 — 1) =310 2 34
( € ) n 100 ’ ( )
where p is a consistent estimator of p (the autocorrelation of the data set), and
hcv is the cross-validation bandwidth with /,, = 0.
In this work, we study the plug-in method to select the smoothing parameter
h. This method follows the asymptotic decomposition of the error (30) :

MISE(h) = Cy(nh)~' 4+ Cy(h**) + o( MISE(h)), (35)

where C and (5 are constants that depends of the kernel and the hazard function.
Minimizing the two first terms of this function, we obtain that the asymptotically
optimal bandwidth has the form

harise = Cn~'/?, (36)
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with C' a constant with depends on the kernel K and the functions r, f and F.
A plug-in bandwidth hpg substitutes the unknown functions r, f and F' by non-
parametric estimates of them. Obviously, a nonparametric estimation of anyone
of these functions has to make use of a pilot smoothing parameter as well.

In a simulation study, we check that smaller errors and much less sample va-
riability can be reached, when we compare the plug-in bandwidth selection with
the cross-validation one. Also, we can see that a good election for the pilot band-
width can be done by means of the cross-validation one.

The theoretical results are applied to seismicity studies, through a real data set
corresponding to a collection of seismic data of Spain, registered by the Instituto
Geografico Nacional (IGN) in the five last years (2000-2004, both included). In
this catalogue, we have chosen two differentiated regions to compare their seismic
risk, through the estimation of the hazard function : The Granada Basin (De
Miguel et al., 1992) and the Triangle ” Triacastela-Samos-Sarria” in the Galician
Region (Estévez, Lorenzo and Quintela, 2002). The first area is situated in the
central part of the Betic Cordilleras (southern Spain). It contains the Granada
Basin and several mountains ranges around it. This is a geologically well studied
region by different authors. The second region, at the northwest of Spain, is
a geographic area in which the seismic activity increased considerably in the
1990’s. Due to the mentioned increment of the seismic activity in this period, and,
simultaneously, of the social alarm, the IGN increased the number of stations in
this region, and therefore the number of available data is larger and these much
more reliable.
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Résumé

Dans cet exposé, nous nous proposons de mieux cerner la “Statistique
opératorielle” a travers divers travaux récents et quelques ouvertures potentielles.

Ainsi, dans une premiere partie, nous insistons sur le caractere “intrinseque” de
la Statistique opératorielle : le langage/formalisme basé sur les opérateurs (ou les
projecteurs jouent un roéle important) permet d’appréhender les méthodes mul-
tidimensionnelles dans un cadre dégagé de contraintes de bases et de prendre
en compte les divers problemes liés a la dimension (qu’elle soit finie, “large” ou
asymptotique, infinie). De plus, 'opération de tensorisation permet d’en élargir
le champ des applications.

Dans une seconde partie, nous présentons trois exemples récents
- de travaux concernant en amont les propriétés d’opérateurs ([6]),

- de travaux sur 'analyse canonique de deux sous-espaces relativement a un
troisieme ([2]),[3]), et enfin,

- des études sur les produits tensoriels de processus stationnaires ([1]).

Enfin, en conclusion, on s’interesse a des domaines connexes dont le cadre est
(naturellement ([5]) ou potentiellement [4]) opératoriel, ce qui permet d’envisager
quelques investigations futures.
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Abstract

Linear Principal Component Analysis (LPCA) of a (real) random vector X
of dimension p is a well-known statistical technique (see Pearson (1906) and Ho-
telling (1933)) used as a reduction tool in the sense that one looks for a linear
transformed random vector Y of X of dimension ¢ < p explaining the most of
the variability of X.

Some authors in the past have pointed out the importance of considering
transformations that depend on the covariability of the components X; between
their moments greater than the second one. This literature presents extensions
of LPCA in several different directions, as the polynomial PCs of Gnanadesikan
(1977), the nonlinear principal components of De Leeuw (1981) and Gifi (1990),
the additive principal component of Donnell, Buja and Stuezle (1994).

In Salinelli (1998) and (2001) we introduce a notion of nonlinear principal
components (NLPCs) extending the classical problem of maximizing the variance
of a r.v. X to a function space more general than the one of linear functions, ob-
taining, from a mathematical point of view, a variational problem on an infinite
dimensional Hilbert space.

In this talk we present the definition and the main results obtained on the
existence and the properties of NLPCs, discussing their statistical significance

and their relations with some of the existing alternative definitions.

In particular, we expose some results for absolutely continuous with positive
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bounded densities and Gaussian r.v.’s. We show how the NLPCs can be consi-
dered a theoretically well-founded generalization of LPCs for several reasons :
they solve a maximum variance problem, are invariant under orthogonal trans-
formations, their variances are the eigenvalues of an opportune integral operator
and the corresponding eigenfunctions form an orthonormal basis for the function
space where the maximum variance problem is solved.

Finally, we present some more recent result on a study performed with Aldo
Goia on the marginal nonlinear principal components.
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