UNIVERSITE M1 MAT-MApI3
TOULOUSE Il EMMAI2B1

PAUL SABATIER \nivenict Méthodes numériques pour les EDPs

1 Distributions

Exercice 1.1. On définit une fonction ¢ sur R par

o) = {exp (ﬁ) sixe]—1,1]

0 sinon.

1. Montrer que ¢ appartient a D(R).

Solution: On rappelle que ¢ € D(R) si ¢ € C°(R) et supp(¢p) est compact. Le support de ¢ est
[—1,1] et est donc bien compact. En dehors de R\ {—1,1}, la fonction ¢ est de classe C*°. Par
définition, ¢®) = 0 sur R\ [—1, 1] pour tout k € N. Pour montrer que ¢ est de classe C*° sur R, il
suffit donc de montrer que pour tout £ € N on a

i k) () =
z€]-1,1]

On commence par montrer que pour tout k € N, la k-iéme dérivée de ¢ est de la forme

Py (x 1
o (@) = (22 k_( 1))2k exp <x2 - 1>

pour tout x €] — 1, 1[, ot les (Py) sont des polynémes & coefficients réels. En effet, on peut raisonner
par récurrence. L’initialisation de la récurrence a k = 0 est immédiate avec Py = 1. On suppose que
la propriété est vrai pour k € N. Alors,

oD (1) = % <($2Pk_(?)2ke}(p (gg?l— 1))
- (- G - RO e (515)

(22 —1)%k (22— 1)2k+1 (22 — 1)20+1)
- Pk+1($) 1
T @ TP

Prii(x) = (2® —1)2P[(x) — (4k(2® — 1) + 2)xPy(2).

ol on a posé

C’est bien le résultat souhaité.
Etant donné la forme de #®) | 1e fait que
lim ¢®(z) =0

z—=+1
z€]-1,1]

est une conséquence du théoreme des croissances comparées.

2. On pose C = ([, ¢dx)71 et on définit ¢, par ¢, (z) = Cne(nzx) pour tout n € N\ {0}. Montrer que ¢,
est une suite régularisante.



Solution: On rappelle que la suite (¢,,) est dite régularisante si elle est dans D(R) et que pour tout
n e N\ {0} ona

¢n >0, /Rﬁbndm =1, supp(¢n) C [*Tnarn]a

avec lim,_, 1o 7, = 0. Puisque ¢ € D(R), on a bien (¢,) C D(R). Soit n € N\ {0}. Ona ¢ > 0 et
donc ¢, > 0. Par le changement de variable y = nx et par définition de C, on a

/Rgbn(x)dx _ Cn/Rqﬁ(nx)dx _ C’/Rqﬁ(y)dy _1

Le support de ¢ est [—1,1]. Puisque nz € [—1, 1] lorsque z € [—l l], le support de ¢,, est [—%, %]

n’n
et on a bien stir lim, 4o % = 0. La suite (¢,) est donc une suite régularisante.

Exercice 1.2 (Convergence de distributions). On considere la fonction x : R — R définie par x(z) =1 si
x € [-1,1], x(x) = 0 sinon.
1. Dire pourquoi la fonction x définit donc une distribution 7y, € D’(R) et rappeler la définition de T,

1
loc

Solution: La fonction x est dans L .(R), elle définit une distribution T}, donnée pour tout ¢ €

D(R) par la formule
(Ty, ¢) = /RX($)¢(x)d:E.

2. On définit la suite (x,) par xn(z) = §x(nz). Déterminer la limite de (x,) au sens des distributions (i.e.
trouver la limite dans D'(R) de la suite de distributions (T},,) associées & (xn)).

Solution: Soit ¢ € D(R). En effectuant notamment le changement de variable y = nx, on a

Tnt) = [ xal@otorie =5 [ " nn)ota)i = & [ o(%)a

n
Pour tout y € [—1,1], on a la convergence (simple) ¢ (%) — ¢(0) lorsque n — +oo. Par ailleurs, ¢
étant dans D(R), elle est en particulier continue et donc bornée sur [—1,1]. D’apres le théoréme de

convergence dominée,
1

im [ o (%) - /_11¢<0> dy = 26/(0).

n—+oo J_
Par conséquent, on a
lim (T, ) = 6(0).

n—-+o0o

Donc T}, converge dans D(R) vers la distribution de Dirac 9.

3. On définit la suite (&,) par &,(x) = x(z —n). Déterminer la limite de (&,) au sens des distributions (i.e.
trouver la limite dans D’(R) de la suite de distributions (T¢,) associées & (&)).

Solution: Soit ¢ € D(R). Pour chaque n € N, on a §,(x) = 1siz € [-1+n,1+n], &(x) =0
sinon. Par conséquent, on a

14+n 1
(T, d) = / ol = / Oy )y,

Or la suite de fonctions (¢(- + n)) converge simplement vers la fonction nulle z — 0 et elle est de
plus majorée (car continue et a support compact). Par le théoréme de convergence dominée, on a
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donc

lim (T¢,,¢) = lim / oly+n

n—-+o00 n—-+o0o

Par conséquent, &, — 0 au sens des distributions lorsque n — +4o00.

Exercice 1.3. On considére l’espace des distributions D’(R). On rappelle que la fonction d’Heaviside est
définie par
H(z)=0siz<0, H(z)=1siz>0,

et que la distribution de Dirac ¢ est définie pour tout ¢ € D(R) par
(0, 0) = 6(0).

1. En utilisant la définition de la dérivée d’une distribution, montrer que H’ = § au sens des distributions
(i.e. la distribution T € D'(R) associée a H vérifie (Ty) = 9).

Solution: Soit ¢ € D(R). Par définition de la dérivée au sens des distributions et en utilisant le fait
que ¢ est a support compact, on a

+oo
(Ti)\8) = — (T, &) / H(x | ¢ @)ds = —[p(@)]E = #(0).

0

On a donc bien H' = § au sens des distributions.

2. Trouver la valeur de (¢’,v) pour tout v € D(R), ol ¢’ est la dérivée de § dans D'(R).

Solution: Pour tout v € D(R), on a

(8", v) = —(3,v") = =/ (0).

3. Déterminer 6, ot I'exposant (k) désigne la dérivée k-ieme au sens des distributions.

Solution: Montrons par récurrence que pour tout v € D(R) et pour tout k € N, on a
(6™, v) = (=1)*™(0).

Il est clair que la propriété est vraie a 'ordre 0 et nous avons vu a la réponse précédente qu’elle était
également vraie a l'ordre 1. Supposons que la propriété est vraie a 'ordre k£ € N. On a alors

<5(k+1),v> _ _<5(k),vl> _ _(_1)k(vl)(/€)(0) — (—l)k—l-lv(k—l—l)(()).

Donc la propriété est également vérifiée a ’ordre k 4 1, ce qui conclue le raisonnement.

Exercice 1.4. Soit f € C*(R) et T € D'(R). Déterminer (fT), la dérivée du produit fT au sens des
distributions.

Solution: Soit ¢ € D(R). En utilisant la définition de la dérivée au sens des distributions ainsi que la
définition du produit d’une distribution avec une fonction lisse, on obtient

<(fT)/7 ¢> = _<fT? ¢/> = _<T7 f¢,>

En remarquant que

f¢'=(fo) = ['¢

Page 3



et utilisant les mémes arguments que précédement, on obtient

((fT), 0) = —(T,(f¢))) + (T, f'¢) =(T", fo) + {f'T.¢) = (fT'.¢) + (f'T, p)
=T+ f'T, f¢).

Ainsi, la dérivée du produit fT au sens des distributions est donnée par la formule

(fTY = fT' + f'T.

Exercice 1.5. Soit a €] — 1,0[ et la fonction f : R — R définie par f(x) = |z|*.
1. Rappeler pourquoi f définit une distribution sur R.

Solution: Puisque o €] — 1,0[, la fonction f est dans I'espace Ll (R) et elle définit donc bien une
distribution Ty, donnée pour tout ¢ € D(R) par

(Ty.6) = /R f(@)d(x)de

2. Déterminer f’ au sens classique sur R\ {0}. Est-ce que f’ € LL (R)?

loc

Solution: Au sens classique, la fonction f est dérivable pour tout x # 0 et sa dérivée est donnée
par la formule

f'(x) = asgn(x)|z[*~".
Puisque a €] —1,0[, on aw — 1 < 1 et donc f' ¢ LL (R).

3. Montrer que la dérivée de f au sens des distributions est donnée par

“+o0o
(Tf)/ : 9 € D(R) — a/o aza_l(qb(a:) — ¢(—x))dx.

Solution: Remarquons tout d’abord que puisque f’ ¢ Llloc(]R), f/ ne définit pas une distribution et
on ne peut pas avoir (1) = Tyr.
Soit ¢ € D(R). On a

(TyY, 6) = — (T}, ¢') = / 2/ (=
+o0 +o0o
- / 2] () — /0 2] () = — /0 12]*(¢/ () + ¢/ (—))dx

On souhaite intégrer par partie mais la singularité en 0 de f’ pose probleme. Dans un premier temps,
on choisit € > 0 et on calcule

+o0
| @ @) + o e
: +o00
— [l"(60) ~ o~ = [ alal" " (6la) - o)

Puisque ¢ € D(R), le support de ¢ est compact et donc ¢(x) = 0 pour |z| suffisament grand. De
plus, par le théoreme des accroissements finis, pour tout x > 0 il existe 0 < ¢ < x tel que

$(z) — p(—x) = x(¢'(c) + ¢'(—0)).
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On en déduit pour tout x > 0 I'estimation
|6(x) — ¢(—x)| < 22]|¢/[| Lo
Cela implique que lorsque € — 0 on a
[e]*((e) — ¢(—¢)) = 0.

On a également
|27 (@) — ¢(—=))| < 2|2[*[|¢/[| e,

et la fonction est donc intégrable en 0. Par conséquent, en prenant la limite € — 0 on obtient

+00 +oo
|l @)+ o ande = - [ alal ola) - o),
0 0

et donc

+oo
(T), ) = o /0 2P () — b))

4. Que se passe-t-ilsia<—-loua>07

Solution: Lorsque a < —1, la fonction f elle-méme n’est pas dans L%OC(R) et ne définit donc pas

une distribution. Lorsque a > 0, f et f’ sont toutes les deux dans L] (IR) et on est alors dans le
cadre classique ou (Tf)" = T}

5. Calculer la dérivée au sens des distributions de la fonction x — In(|z|).

Solution: On reprend la méme ligne pour calculer (T1,)’. Soit ¢ € D(R). On a

+o00
(T ) = =) = = [ In(o)(@/(@) + o (=)
Soit € > 0. En intégrant par partie on obtient

> g(a) = o)

X

x.

+oo
/ In(x) (¢ (z) + ¢ (—x))dz = [In(z)(¢(x) — $(—x))]7> — /
€ €
Comme précédemment, par le théoreme des accroissements finis, on a

|6(2) — ¢(—z)| < 2]|¢/[| Lo

o(z)—p(—x)

Par conséquent, la fonction x est intégrable en 0 et on peut passer a la limite ¢ — 0

pour obtenir
2 g(a) = o(-2) |

X

X.

[ @) + o -anan = - |

Ainsi, la dérivée de z +— In(|x|) au sens des distributions est donnée par la distribution

(Tin) : ¢ € D(R) > /Om olw) = o(=) ;.

x

Cette distribution porte le nom de valeur principale de 1/x et est étudiée a 'Exercice 1.6.

Exercice 1.6 (Valeur principale). On rappelle que D(R) désigne I'ensemble des fonctions C*° & support
compact dans R et D'(R) I'ensemble des distributions sur R.
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1. Effectuer les rappels suivants.
(a) Rappeler la définition d’une distribution 7' € D’'(R).

Solution: Une distribution 7' € D'(R) est une forme linéaire continue sur D(R).

(b) Etant donné f € L} (R), rappeler comment définir une distribution T a partir de f.

loc

Solution: On définit Ty pour chaque ¢ € D(R) par

<7},¢>==/Lf¢dx-

2. Pourquoi la fonction 2 — 1/ ne définit pas une distribution sur R.

ne définit pas une distribution sur R.

Solution: La fonction z — 1/x n’est pas dans Ll _(R) car elle n’est pas intégrable en 0. Donc elle

3. On définit la distribution vp(1/x), dite valeur principale de 1/x, pour ¢ € D(R) par

(n(2) )[448

(a) Montrer que vp (1) définit bien une distribution.

pour tout z € R\ {0} on a

() — ¢(—x)| <22 sup [¢(y)].

ye[—x,x]

tout x > M. Par conséquent,
1 T p(x) — ¢(—=)
RIORYE!

- diL‘S 2M¢||¢/HLoo.

n € N on a supp(¢y) C [-M, M] et [|¢,||L~ — 0 as n — co. Donc vp (2) est continue.

Solution: Il est clair que vp (%) est linéaire (si tant est qu’elle soit bien définie). Montrons que
vp (1) est continue (et bien définie). Soit ¢ € D(R). Par le théoréme des accroissements finis,

D’autre part, puisque ¢ est a support compact, il existe My > 0 tel que ¢(z) — ¢(—z) = 0 pour

Par définition, si une suite (¢,,) C D(R) converge vers 0, alors il existe M > 0 tel que pour tout

(b) Calculer le produit (au sens des distribution) z vp(1/x).

a

<pr (i) ’¢> _ <Vp C:) 7x¢> _ /O+°o 2o(x) — (x—x)QS(—J:)dx

+o0 +o0 Feo
= [T+ [ snar= [ o= 0.0

0 —

On remarque que x vp(1l/z) =1 au sens des distributions.

Solution: La fonction z — x est C*°, donc le produit x vp(1/z) a un sens. Soit ¢ € D(R). On

Exercice 1.7. Soit z1,...,z, des points distincts de R.
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1. Montrer qu’il existe des fonctions (6;)1<j<n C D(R) telles que 6;(xy) = ;1 (9,5 désignant ici le symbole
de Kronecker).

Solution: Pour construire les §;, on commence par choisir une fonction de base ¢ € D(R) dont le
support est contenu sur [—1,1] (on pourra par exemple prendre la fonction ¢ définie a 1’Exercice
1.1). Soit m la distance minimale entre les (), i.e.

m = min{|z; — x| : j,k=1,...,n, j #k}.

On définit une fonction 6 € D(R) par

@) = 557 ()

Alors 6(0) = 1 et le support de § est contenu dans [—%, 2]. On définit les fonctions (6;) C D(R)
par
0j(x) = 0(x — xj).
Soit 7,k € {1,...,n}. Alors
0j(x) = 0(xp — ;) = O,

car xj —xp =08l j=kou |z; —ap| >msij#k.

2. Soit T € D'(R) une distribution qui vérifie (T, ¢) = 0 pour tout qb € D(R) qui s’annule aux points
T1,..., T, Montrer qu'il existe a, ..., a, € R tel que T'= Y1) a;jdy;.

Solution: Soit ¢ € D(R). On connait la valeur de T" pour une fonction test qui s’annule en
T1,...,Ty, I'idée est donc de construire a partir de ¢ une fonction s’annulant en x1,...,x,. Pour
cela, on s’appuie sur les fonctions (;) construites précédement. On définit ¢ pour tout z € R par

d(x) = d(z) =D d(x5)0;(x)
j=1

Par construction, gg(x]) = 0 pour tout j =1,...,n et donc (T, g5> = 0. Par ailleurs, on a

n

0=(T,§)=(T.¢~ Zé% = (T, ¢) = Y _(T,0:)¢(x;).
j=1
Par conséquent, en posant a;; = (T, 6;) pour j=1,...,n,ona
n
¢ =Y ajb(x)),
j=1
en d’autres termes, on a

n
T = Z ajdxj .
j=1

Remarquons que les coefficients ( j) sont indépendants des fonctions ¢; choisies. En effet, considérons
un autre ensemble de fonctions (#;) ayant les mémes propriétés. Alors pour tout j =1,...,n on a

)= arbj(zr) = ay.
k=1
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Exercice 1.8. Pour ¢ € D(R), on pose

(T, ¢) = /R e~ p(sin(z))dz.

1. Montrer que T est une distribution.

Solution: Il est clair que 7" est bien définie et linéaire. Montrons que 7" est continue en 0 (et donc
partout puisque T est linéaire). Soit (¢,) C D(R) telle ¢, — 0. Lorsque n — 400, on a

(T, )] < /R ¢ fn(sin(@))|dz < Vldnllz= — O,

donc T est bien continue en 0.

2. Déterminer le support de T'.

Solution: Puisque I'image de la fonction sin est [—1, 1], seules les valeurs de ¢ sur [—1, 1] comptent
pour T'. Montrons que supp(7’) C [—1,1]. Soit ¢ € D(R) telle que [—1,1] Nsupp(¢) = 0. Alors

(T, ¢) = /Re_x2¢(sin(x))dx =0.

Réciproquement, montrons que [—1, 1] C supp(T). Soit zp €] — 1,1[ et € > 0. Montrons qu'il existe
¢ € D(R) telle que supp(¢) Clxg — e,20 + €[ et (T,¢) # 0. En utilisant la fonction ¢ définie a

I’Exercice 1.1 et en posant
1 2(x — x0)
o) = e (7).

on obtient une fonction ¢, . € D(R) supportée sur |zg—e/2, x9+¢c/2] et telle que ¢(0) = 1, ¢z > 0.
Par continuité de ¢y, ., il existe n € N tel que ¢z (z) > 1/2 sur I =|zg—e/n, zo+¢/n]. On a donc

(T, ¢) = /R e~ p(sin(z))dz > % /a e > 0.

resin(7)

En conclusion, supp(T') = [-1, 1].

Exercice 1.9. Trouver une fonction test ¢ € D(R) nulle en 0 et une distribution 7" dont le support est
réduit a {0} et telle que (T, ¢) est non nul.

Solution: On peut choisir par exemple la distribution ¢’ (dérivée de la distribution de Dirac) et une
fonction ¢ de la forme ¢ : = +— z)(x), ol 1 est une fonction de D(R) telle que ¥(0) # 0. Pour tout
X € D(R) tel que 0 ¢ supp(x), il existe un voisinage I de 0 tel que x = 0 sur I et donc

(0',x) = =x'(0) = 0.

D’autre part, on a

<5/7¢> = <5lax¢> = _<57 xwl + 1/1> = _1/)(0) 7é 0.

Exercice 1.10. Soit £ : R — R la fonction définie par E(z) = §|z|.

1. Calculer E” au sens des distributions.
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Solution: Commencons par calculer la dérivée de E au sens des distributions. Soit ¢ € D(R). Alors

0 T +OO:L’
Ty d) = ~Te0) = = [ Sald@ie = [ So@ar— [ Sy
0 400
=5 [ o5 [ o= [ @ = Ta.0).

olt H est la fonction de type Heaviside définie par H(z) = 3 sgn(z) (de fait on a H(z) = E'(z) pour
tout = # 0). La fonction H étant C' par morceaux, d’apres la formule des sauts on a (au sens des
distributions)

(Tr)' = (H(0") — H(07))do = do.

Par conséquent, au sens des distributions, on a

(Tg)" = do.

2. Soit f € L>®(R) telle que supp(f) est compact et u : R — R définie par u = E * f. Montrer que u est
bien définie et que u” = f au sens des distributions.
On dit que F est la solution fondamentale du laplacien en dimension 1.

Solution: Le produit de convolution u = F % f est bien défini car F € L%OC(R) et f est a support

compact et bornée. Calculons u” au sens des distributions. Soit ¢ € D(R). On a par le théoréme de
Fubini,

(T)".6) = (Tud) = | o f@)"@)dn = [ [ Sla=sliwye" (@)io

= [ 1) [ 5le = 1o @dody

De plus,
1 /! 1 /! /! "
[ 3le = sl @do = [ Jiald @+ y)de = (Lo, 6"+ ) = (T2, + 1) = 6(0).
R R
Par conséquent,

(T 6) = /R F)dy)dy = Ty 6).

En d’autres termes, on a bien
!
W= f

au sens des distributions.

2 Espaces de Sobolev en dimension un

Exercice 2.1. On se place sur l'intervalle I =] — 1, 1].
1. Montrer que la fonction x + |z| appartient & H'(I).

2. Montrer que la fonction z +— +/|z| n’appartient pas & H'(I).

Exercice 2.2. On considere la fonction v : R — R définie pour = € R par
1
(1+22)1In(2 + 22)

u(zx) =

Montrer que u € H*(R).
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Solution: La fonction v est C' sur R. En particulier, la dérivée de u au sens des distributions coincide
avec u' au sens classique. Pour montrer que v € H'(R) il suffit donc de vérifier que u et u’ sont dans
L?(R). A la limite |z| — +o00, on a I’équivalence suivante

S
@)~ (e

D’apres les regles d’intégration de Bertrand, la fonction u est donc dans L?(R). La dérivée de u se calcule
a l'aide des formules usuelles et est donnée par
x 2z

u'(z) = 2@+ 1) @2 4+2) VaR+i(n(a2+2)° (@2 +2)

A la limite |z| — 400, on a I’équivalence suivante

(=In (Jz]) —2)*

u/ T 2 ~ .
6 () e

D’apres les régles d’intégration de Bertrand, la dérivée u’ est donc dans L?(R). En conclusion, on a bien
montré que u € H!(R).

Exercice 2.3. Soit I =] — 1, 1[. On considere la fonction h : I — R définie par

h(z) =

0 si —1<zxz<0,
1 sio<x <.

1. Calculer la dérivée de h au sens des distributions.

Solution: Soit ¢ € D(I). On a par définition de la dérivée au sens des distributions

<h/7 ¢> = _<h7 ¢/>

De plus, en utilisant 'expression de h et le fait que ¢ est a support compact dans | — 1, 1], on obtient

1 1
(b ¢y = — / W) (@) de = — /0 ¢/ (x)dx = §(0).

1

Par conséquent, au sens des distributions, on a

h' = 6.

2. A-t-on h € L2(I)? h € HY(I)?

Solution: La fonction A est continue par morceau sur I, elle appartient donc & L2(I). En revanche,
h' = 8y ne peut pas étre représenté par une fonction de L2(I), donc h ¢ H'(I).

Exercice 2.4. Le but de cet exercice est d’étudier la limite & 'infini des fonctions de L?(R) et de H*(R).
1. Construire une fonction u continue et bornée telle que u € L?(R) et u n’admet pas de limite en +oo.

2. Montrer que pour tout u € H*(R) on a

lim wu(xz)=0.
|z| =400
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Solution: Soit v € H(R) et soit ¢ > 0. Montrons qu’il A > 0 tel que si |z| > A, alors |u(x)| < ¢.
Par densité des fonctions test de D(R) dans H!(R), il existe une suite (u,) C D(R) telle que u, — u
dans H'(R). Puisque l'injection de H'(R) dans L°>°(R) est continue, on a également u, — u dans
L>*(R). Choisissons alors n assez grand, de telle maniére que ||u, — u|r~ < e. Puisque u,, est a
support compact, il existe A > 0 tel que u,(x) = 0 pour tout = € R tel que |z| > A. On a donc
|u(x)| < € pour tout = € R tel que |z| > A, ce qui conclut la preuve.

Exercice 2.5 (Troncature des fonctions de H!(R)). On veut montrer que pour tout u,v € H(R) les
fonctions max(u,v) et min(u, v) appartiennent encore & H'(R).
1. Soit € > 0. On définit la fonction f: R — R par

f(s) = (32—1—52)%—5 sis >0,
0 sis <O.

Montrer que pour tout u € H*(R), on a f(u) € L*(R) et u'f'(u) € L*(R).

Solution: Commencons par observer que la fonction f est manifestement C! sur R\ {0} et continue

en 0. Sur |0, +o0], on a
Fl(s) = s(s* +2)73,

donc
lim f'(s) =0 = lim f'(s)
x—0 x—0
x>0 <0

et f’ est donc bien définie et continue en 0. De plus, on a f(0) =0 et pour tout s € R on a
fls)<lsl, fi(s) <1
Soit u € H'(R). Puisque f(s) < s pour tout s € R, on a pour tout # € R 'estimation
[f (u(2))] < Ju(z)],

ce qui implique que f(u) € L?(R) puisque u € L*(R).
Formellement, on s’attend & ce que la fonction u' f/(u) soit la dérivée de f(u) au sens des distributions.
Pour tout s € R on a |f/(s)| < 1 et donc pour tout z € R on a

o f(w)] < ||

et donc u'f(u) € L*(R) puisque v’ € L*(R).

2. Montrer que pour tout ¢ € D(R), on a

—/f(u)qﬁ'dx—/ qﬁuu'(uz—i-&?)*%dx-
R {u>0}

Solution: Par densité de D(R) dans H!(R), il existe une suite (u,,) C D(R) telle que u, — u dans
H'(R) lorsque n — -+oco. Puisque les fonctions (u,,) sont régulieres, pour tout n € N on a bien

~ [ Fndde= [+
R {un>0}

Passons a la limite lorsque n — +o0. Puisque u, et u/, convergent vers u et u’ dans L?(R), il existe
une sous-suite, toujours notée uy,, telle que u,, et u% converge vers u et u' presque partout et sont
dominées par des fonctions U,V € L?(R). Rappelons que pour tout s € R on a

fls) <lsl, f(s) <1,
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donc )
|f(un)¢| <Ug, |¢Unuiz(u721 + 52)_5‘ < ¢V,

et par le théoreme de convergence dominée on a les convergences

lim /IR F ()¢ = /R f(w)da,

n——+oo

lim bugul, (u? + 52)*%da: = / dun (u? + 52)7%da:,
=100 ) fun >0} {u>0}

ce qui nous conduit & la conclusion souhaitée.

3. On pose u™ = max(u,0). Déduire de 2. que

—/u+¢’: o' dz,
R {u>0}

Solution: Soit ¢ € D(R) et u € H'(R). Remarquons que

. . . 1oy
;1_% f(S) - max(s, 0)7 ;1_% f (8) = X]0,4-c0]>

donc pour obtenir I’égalité souhaitée il suffit de passer a la limite dans 1’égalité obtenue en 2. On
applique le théoreme de convergence dominée apres avoir observé que pour tout € > 0 on a

F()¢] < ug, |pu (u? +£2)72| < gl

ce qui donne la conclusion demandée.

4. Montrer que u™ € H*(R) et déterminer (ut)".

Solution: 11 est clair que u™ € L?(R). D’apres la réponse précédente, la dérivée de ut au sens des
distributions est donnée par
+)/

(U = U/XU>07

et on a bien (u™)" € L?(R).

5. Montrer que pour tout u,v € H(R) on a max(u, v), min(u,v), |u| € H*(R).

Solution: Il suffit de remarquer que pour toutes fonctions u et v on a
min(uav) =v-= (1} - u)+a max(u, U) =0+ (u - U)+> ’u‘ = Uy + (_u>+

et donc si u,v € H'(R) on a max(u, v), min(u,v), |u| € H'(R) par les réponses précédentes.

Exercice 2.6 (Espace H?). Définissons 'espace H?(0,1) par
H*(0,1) = {u € H'(0,1)|«' € H*(0,1)}.
1. Montrer que H2(0,1) muni du produit scalaire
(u,0) gz = (u,v) 2 + (W, 0") 2 + (W07 12

est un espace de Hilbert séparable.
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Solution: La séparabilité de H2(0, 1) est une propriété héritée de I’espace L?(R). En effet, I’espace
L?(R) est séparable, donc I'espace produit (L?(R))? est lui-méme séparable. Définissons I'injection
H?(0,1) — (L*(R))%,
u s (u,u’ u).
3

Cette injection est continue, donc H?(0, 1) peut étre représenté comme un sous-espace de (L?(R))
et donc est séparable.

2. Montrer que si u € L?(0,1) et si " € L%(0,1), alors u € H?(0,1).

Solution: Puisqu’on a déja u,u” € L?(0,1), pour montrer que v € H?(0,1) il suffit de montrer que
u' € L2(0,1).
Définissons une fonction v € C([0,1]) C L?(0,1) par

Montrons que v' = u” au sens des distributions. Soit ¢ € D(]0,1[). Alors par le théoréme de Fubini
on a

to) = [ @ @ar = [ [ w)d e
= — /0 1U”(y) /O 1X[0,x](y)¢/(37)d33dy-

On a Xx[0,4](¥) = X[y,01(%). Donc I'intégrale par rapport a = devient
1
/O Xjo,2] ()¢ (z)dx = /O X[y,1) ()¢ (x)dx = / o' (x —9(y).

1
(T, ¢) = /0 o (3)$(y)dy = (T", ).

Ainsi, on a

Par construction, la fonction v est dérivable presque partout et v/ = u”. Il existe donc C' € R tel que
(T,) = T, + Tc dans D'(]0, 1), donc ' peut étre représenté par une fonction de L2(0, 1), donnée
par v’ = v+ C. Le résultat est méme plus précis, puisque v € C([0,1]), on a également v’ € C([0,1])
et donc u/(z) = v/(0) + v(x).

3. Montrer que I'application
1
wes (Jullze + [lu”l72)

est une norme sur H2(0,1), équivalente & la norme usuelle (engendrée par le produit scalaire défini en

1).

Solution: Soit u € H?(0,1). On a
1 1

| i = |

0 0

11 suffit donc de montrer que [u/(0)| peut étre controlé par ||ul/r2 + [|u”|| 2. Soit ¢ € D(]0,1]) telle
que fo x)dz = 1. Posons

2 1 T
dx < 2/ / |u"(y)‘2dydx +2 ‘u’(O)‘Q
o Jo

< 2||u"|22 + 2|/ (0)]

/U ’ u” (y)dy + v/ (0)




donc
W' (O)] < [lull 216l 22 + vl 2 < llullg2ll@ g2 4 1wl L2

4. Montrer que H?(0,1) s’injecte de manieére compacte dans C*([0, 1]).

Solution: La continuité de I'injection de H?2(0,1) dans C'([0,1]) est une conséquence directe de
I'inégalité pour tout u € H?(0,1) donnée par

lullZre < llullfpn + 17 < ClullZoe + [[/][700)-

La compacité de 'injection s’obtient de facon similaire. En effet, considérons une suite (u,) C
H?2(0,1) telle que (uy,) est bornée dans H2(0,1). Alors par compacité de I'injection de H'(0,1) dans
C°([0,1]), la suite (u,) admet une sous-suite convergente (uy, ) dans C°([0,1]) et la suite (u],, ) admet
une sous-suite convergente (u;lkj) dans C°([0, 1]). La sous-suite (unkj) converge donc dans C1([0, 1]).

Exercice 2.7 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Soit I un intervalle borné. Pour tout u € H'(I), on définit

la moyenne % de u par
i
u=— [ u(z)dz.
1] Ji

Le but de cet exercice est de montrer (inégalité de Poincaré-Wirtinger) qu'il existe une constante C' = C(|I|)
telle que
Ju — |2 < Cll| 2.
1. Soit f : R — R une fonction réguliere, périodique de période 27 et de moyenne nulle, i.e. ffﬂ f(x)dx = 0.
Montrer que

[ 1@< [ ir @k (1)

Solution: Puisque f est réguliere et périodique, on peut décomposer f en série de Fourier : pour
tout ¢ € R, on a

f@) =S ack, a=o [ foe e

Puisque f est réguliere, f’ peut également étre décomposée en une série de Fourier dont les coefficients
sont (ikcy), c’est a dire

f(z) = ZZ kepe®®.
D’apres 1’égalité de Parseval,

[ 1@ =2 lal, [ 1f @k =23 Rl

keZ ™ kEZ

On voit donc que si ¢y = fjﬂ f(z)dz =0, c’est & dire si f est de moyenne nulle, alors

[ @par < [ ir@pa

Notons que si ¢g # 0, alors I'inégalité ci-dessus n’est plus nécessairement vrai. Par exemple, la
fonction constante f = 1 est bien réguliere et périodique, mais elle ne vérifie évidemment pas
I'inégalité.
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2. Montrer qu’on a égalité dans (1) si et seulement si il existe a,b € R tels que f(x) = acos(z) + bsin(z).

Solution: En reprenant ’analyse de 1. on observe que pour tout k # 0 on a
ek < B?|ex?,

avec égalité si et seulement k = +1 ou ¢, = 0. Ainsi, on a égalité en (1) si et seulement f est de
la forme f(x) = c_1e7"® 4 ¢1€". Dans ce cas, comme par ailleurs f est a valeurs réelles, il existe
a=2R(c_1) et b =23(c_1) tels que

f(z) = acos(x) + bsin(z).

3. Soit f:[0,7] — R une fonction réguliere de moyenne nulle, i.e. foﬂ f(x)dx = 0. Montrer que

[ @< [(1rwpa

Exhiber ensuite un contre-exemple a l'inégalité précédente si f n’est pas de moyenne nulle.

Solution: On souhaite s’appuyer sur les résultats obtenus en 1. pour traiter cette question. Pour
cela, on étend la fonction f & une fonction périodique de période 27 et réguliere sur R. Pour ce faire,
on définit tout d’abord f sur [—7, 0] en posant pour tout z € [—, 0]

On obtient ainsi une fonction défini sur [—m, 7| telle que f(—m) = f(m). On prolonge alors f par
périodicité a R en posant pour tout k € Z et pour tout x € [—m, 7]

f(z +2km) = f(a).

La régularité de f est préservée sur R, sauf aux points k7, k € Z. En ces points, f est continue et
dérivable a gauche et a droite, ce qui est suffisant pour que l'analyse faite en 1. s’applique. On a

donc _ 77
/’f(aﬁ)Pde/ |f(x)|*dz.

En utilisant la parité de f, on obtient
" o 1 [T 2 L[ 2 T2
Crwr=g [ @l < [ 1f @k = |17 @)Pa,

ce qui termine la preuve.
L’exemple le plus simple d’une fonction qui n’est pas de moyenne nulle est sans doute la fonction v

constante égale a 1 partout, i.e.
v:l — R,

1.

Cette fonction est bien dans réguliere mais ne vérifie bien entendu pas l'inégalité (puisque v’ = 0).

4. En déduire 'inégalité de Poincaré-Wirtinger.

Solution: Soit I =]a,b[ et u € H'(a,b). On pose v = u — . Alors v € H'(a,b) et v est de moyenne
nulle. On se ramene a l'intervalle [0, 7] en définissant w par

o) = (F=2).
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Alors w € H'(0, 7). 1l existe une suite w,, € D([a, b]) telle que w,, — w dans H'(0, 7). Cela implique
notament que w, — w = 0. Quite a remplacer w, par w, — wWy,, on peut supposer que w, est de
moyenne nulle pour chaque n € N. Puisque w,, est réguliére, pour tout n € N, on a par les réponses
précédentes que

lwnllz2(0.7) < l1wWhllz20.7)-

Ainsi donc, puisque w,, — w dans H'(0,7), on a

w207y < 1wl £2(0,0)-

Apres retour a v et changement de variable dans les normes, on obtient

b—a, ,
[0l 22(a,p) < 101l 22 (a,1) -
Puisque v =u —u et v/ = v/, on a
_ b—a, ,
lw — | 2(ap) < 1] 22 (a,b)»
ce qui est bien I'inégalité souhaitée. On peut remarquer que la constante C' = >=2 est optimale (c’est

une conséquence directe de la réponse a la question 2).

Exercice 2.8 (Inégalité de Hardy). Le but de cette exercice est d’établir I'inégalité de Hardy

1 2 1
/ ul@) dzx < 4/ |/ (z)2dz,
0 0

T
pour toute fonction u € H'(0,1) telle que u(0) = 0.

1. Montrer que si u(0) # 0, alors x +— ( ) nest pas dans L2(0,1).

2. Soit u € H(0,1) telle que u(0) = O. Montrer qu’il existe une suite (u,) C D(]0,1]) telle que u, — u
dans H'(0,1) lorsque n — 400 (ot D(]0,1]) désigne I'ensemble des fonctions C* & support compact
dans |0, 1]).

3. Soit v in D(]0, 1]). Montrer que

u(x)

I

Solution: Par intégration par partie et puisque v est & support compact sur |0, 1], on a

/01 v(x)

x
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient donc

de <2 </01(v'(x))2dx)% (/01

ce qui donne apres simplification et élevation au carré

Uo(z)]?

X

da:<2/ ' (z)|dz,

2

dx = [—UQ(x)l} 1 + /01 2v’(x)v(x)ldm = —v*(1) + /01 2v’(x)v(x)ld:c.

T 0 x T

(ST

v(z) |?

Yw(x)

0

1
dz < 4/0 (V' (z))*dz.

0
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4. En déduire I'inégalité pour toute fonction u € H'(0, 1) telle que u(0) = 0.

Solution: Soit u € H'(0, 1) telle que u(0) = 0. Il existe une suite (u,) C D(]0,1]) telle que u, — u
dans H'(0,1) et pour tout n € N on a

/

Le passage a la limite dans le membre de droite ne pose pas de probleme. Pour le membre de gauche,
on remarque que pour tout n,m € N, on a (u, — u,) € D(]0,1]) et donc

1
J
La suite (u/,) étant de Cauchy dans L?(0,1), on en déduit que la suite (u,/x) est également de

Cauchy dans L2(0,1) et converge donc vers une limite qui ne peut étre que u/x. Cela prouve que
u/x est dans L2(0,1) et qu'on a I'inégalité de Hardy

N

X
X

up ()

2 1
/ 2
dzx < 4/0 (uy, (x))*dz.

2 1
X ’U,/IE—U/CIIQ.’IZ’.
ds4/o<n<> ! (@)

2 1
Xz ’U,/I'QZU.
d 34/()( (2))%d

Solution: Remarquons qu’il existe de nombreuses autres preuves possibles de I'inégalité de Hardy. On
peut par exemple définir 'opérateur

T : L*0,1) — L*(0,1),

U <x»—>i/0zu(s)ds>.

L’opérateur T est a priori partiellement défini sur l'espace de Hilbert L?(0,1). Cependant, on peut
calculer formellement son adjoint 7 en observant que pour u,v € L?(0,1), on a

(1, Tv) 2 = /O L)t /0 " o(s)dsdz = /0 1 /0 IX[O@](S);u(x)v(s)dsdfc

_ /0 1 /0 IX[S’H(x)iu(x)v(s)dxds: /0 1 < / 1 iu(z:)dx) o(s)ds = (T*u, )

Tu(s) = / tule)

X

ou on a définit T*u par

L’opérateur T* est bien défini sur L?(0, 1) tout entier. Soit u € L?(0, 1). Définissons une fonction U par

U(s) = / tule) g

X

On a U?(s) = —2 fsl U'(z)U(x)dz (car U(1) = 0) et par ailleurs U'(z) = u®)  Par conséquent,

1,1 1 x
I T*ull3s = U372 = —2/ / U'(x)U(x)dxds = —2/ U/(x)U(ac)/ dsdx
0 Js 0 0
1
= —2/0 w(@)U(z)de < 2ljull2]|U] 2 = 2llull [T ul| 2.

Cela donne apres simplication
[T ull 2 < 2fJull Lz,
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et donc la norme d’opérateur de T* vérifie || 77| < 2. On peut en fait vérifier que ||7%|| = 2. L’opérateur
T étant adjoint de T*, il est également défini sur L2(0, 1) tout entier et continu, avec ||T'|| = ||T*| < 2,
ce qui donne 'inégalité de Hardy.

3 Problemes aux limites en dimension un

Exercice 3.1 (Probléme de Helmholtz avec condition de Neumann homogene). Soit f € L?(0,1). On
souhaite résoudre sur I =|0, 1] le probleme

{_u/l+u:f7

uw'(0) =0, /(1)=0. @)

1. Montrer que si f € C([0,1]) et si u € C? est une solution classique de (2) alors pour tout v € H'(0,1)

on a ) )
/ (u'v' + uv)dx = / fudz.
0 0

a(u,v) = /Ol(u'v’ +wv)dr, L(v)= /01 fudz.

2. Pour u,v € H'(0,1), on définit

Montrer qu’il existe un unique v € H'(0,1) tel que pour tout v € H'(0,1) on a
a(u,v) = L(v).

3. Montrer que u” = u — f au sens des distributions et en déduire que u € H?(0,1).
4. Peut-on définir v'(0) et »/(1) ? Si oui, déterminer leur valeur.
5. Conclure.

Exercice 3.2 (Probléme de Helmholtz avec condition de Neumann non-homogene). Soit f € L%(0,1) et
a, f € R. On souhaite résoudre sur I =|0, 1] le probleme

{—U//+U_f7

W (0)=«a, (1)=p4. )

1. Montrer que si f € C([0,1]) et si u € C? est une solution classique de (2) alors pour tout v € H'(0,1)
on a

1 1
/ (u'v' + uv)dx = / fvdx — av(0) + Bo(1).
0 0

2. En déduire une forme bilinéaire a et une forme linéaire L adaptées au probleme (3).
3. Reprendre la démarche de ’Exercice 3.1 pour résoudre le probleme (3).

Exercice 3.3 (Probleme de Helmholtz avec condition aux limites périodiques). Soit f € L?(0,1). On
souhaite résoudre sur I =]0, 1] le probleme

{‘“"f“:f’ o (@
u(0) =u(1), «/(0)=7d'(1).

1. Donner une formulation faible de (4).
2. En déduire un espace fonctionnel adapté a la prise en compte des conditions aux limites périodiques.

3. Résoudre le probleme (4).

Exercice 3.4 (Probléme de Poisson avec condition de Neumann). Soit I =]0,1[ et f € L?(I) &4 moyenne
nulle, i.e. fol f(z)dz = 0.
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1. Pour u,v € H'(0,1) on définit

a(u,v):/olul(x)v'(x)dx—}- (/Olu(:c)d:z> </01v(a:)dx>, L(v):/olf(:c)v(:c)dm.

(i) Montrer qu’on peut appliquer le théoreme de Lax-Milgram (indication : faire intervenir I'inégalité
de Poincaré-Wirtinger).
(ii) Montrer que la solution obtenue par le théoreme de Lax-Milgram vérifie le probleme de Poisson
avec condition de Neumann
— = f
w/(0) =/(1) =0,
fol u(z)dr = 0.

2. Soit a € R. On pose désormais

1
L(v) = /0 F@)o(x)dz + a(v(0) — v(1).

Montrer que le théoreme de Lax-Milgram s’applique de nouveau et identifier le probleme satisfait par
la formulation variationnelle associée.

Exercice 3.5 (Probleme de Helmholtz avec condition aux limites de Fourier-Robin). Soit I =]0,1], f € L*(I)
et A > 0. Pour u,v € H'(0,1) on définit

1 1 1
a(u,v) = /0 u'(2)v' (z)dx —i—/o w(z)v(z)de + Au(0)v(0) + Au(l)v(l), L(v) = /0 f(z)v(z)dz.

Montrer que le théoreme de Lax-Milgram s’applique et identifier le probleme satisfait par la formulation
variationnelle associée.

Exercice 3.6 (Probleme de convection-diffusion). On se place sur lintervalle ]0, 1[. Soit f € L?(0,1) et
v € R\ {0}. On considére le probleme

u(0) =0, wu(l)=0.

1. Determiner la formulation variationnelle associée a (5).

2. Montrer qu'il existe C' € R telle que pour tout v € H}(0,1) on a

1
/ vv'dr = 0.
0

3. Montrer 'existence et 1'unicité d’une solution faible u & (5).
4. Montrer que la solution faible u est telle que u” € L?(0,1).

5. Montrer que la solution faible u ne minimise pas dans H}(0, 1) la fonctionnelle

1

1 1
J(u) = 2/0 (IVul* + yun) dz — /0 fudz.

Exercice 3.7 (Problemes aux limites d’ordre 4). On admettera dans cet exercice les résultats de I’Exercice
2.6. Soit I =]0,1[, f € C([0,1]).

1. On considere le probleme

u® +u = f,
u”’(0) =u"(0) =0, (1) =4"(1)=0.

1. Déterminer une formulation faible de (6) (on fera intervenir 'espace H*(0,1)).

Page 19



2. Montrer qu'il existe une unique solution u € H*(0,1) & la formulation faible de (6).
3. Montrer que u vérifie (6) au sens classique.

4. On considére maintenant le probleme

{u(4) +u=f,
u(0) =4/(0) =0, wu(l)=14d/(1)=0.

Montrer (7) admet une unique solution u € C*([0, 1]).

Exercice 3.8. Pour u € L?(0, 1), on note u’ la dérivée de u au sens des distributions. On consideére 1’espace
W défini par
W = {u e L*0,1) : Vou' € L*(0,1)}.

On munit W de la norme

lullw = (/01 (/' (@) + Ju(2)]?) dﬂf);

On désigne par Wy l'adhérence (pour la norme définie ci-dessus) de D(]0, 1]) dans W. On définit aussi sur

W la semi-norme )
1 2
by = ([ el
0
1. Soit T;, € D'(]0, 1]).

(a) Rappeler la définition de la convergence d’une suite dans D’(]0, 1).

Solution: On dit qu'une suite (7,,) € D'(]0,1[) converge vers T € D'(]0, 1[) lorsque pour tout
¢ € D(]0, 1]) la suite (T}, ¢) converge vers (T, ¢).

(b) On suppose que T,, — T dans D’(]0, 1[). Montrer que (y/xT},) converge vers \/zT" dans D’'(]0, 1|).

Solution: Soit ¢ € D(]0,1[). Lorsque n — 400, on a

(VT ¢) = —(Tn, Vze)') = —(T, (Vze)') = (VaT', ).

Donc (v/zT),) converge vers \/zT" dans D’'(]0, 1|).

2. Montrer que W et W sont des espaces de Hilbert.

Solution: L’application

WxW—=R
1
(u,v) = (u,v)w = / (zu (z)v' () + u(z)v(z)) dz,
0

est clairement bilinéaire, symétrique, définie et positive. C’est donc un produit scalaire sur W, qui
est de plus associé a la norme ||-||yr. Donc W est un espace préhilbertien. Soit (u,) C W une suite
de Cauchy dans W. Par définition de la norme sur W, les suites (u,) et (y/zu),) sont également de
Cauchy dans L%(0,1) et donc il existe u,v € L%(0,1) telle que u,, — u et /zu!, — v dans L?(0,1).
De plus, on a vu qu’au sens des distributions, on a /zu, — /zu'. Par unicité de la limite, on a
v = /ru € L?(0,1) et donc u, — u dans W. Donc W est complet et donc W est un espace de
Hilbert.

3. En partant de la relation

wmz—lﬁwm%
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montrer que pour tout v € D(]0,1]) et pour tout x €]0, 1] on a les inégalités suivantes

1
()] < [In(z)2|vlw, [[vflL2 < [vlw.

Solution: Soit v € D(]0, 1]) et = €]0,1] . Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

! Y,y | 2 1
v(w)| S/ Q\U (y)ldy < / Qdy lvlw = |In(z)|2|v|w.

Par conséquent,
1 1
oll2. = /0 o) Pz < ol /0 In(a)|dz = [vf}y.

Les deux inégalités souhaitées sont donc démontrées.

4. En déduire que
(a) ||-|lw et |-|w sont deux normes équivalentes sur Wy,

Solution: Par définition, D(]0, 1]) est dense dans Wy, donc les inégalités démontrées en 3. sont
également vraies pour tout v € Wy. Pour tout v € Wy, on a

lvlw < |lvllw < 2|vlw,

ce qui prove 1’équivalence des normes.

(b) 1¢ Wo.

Solution: On a ||1|[w =1 >0 = |1]w, donc 1 ¢ Wj.

5. On pose g(z) = In (). Pour quelles valeurs de o > 0 a-t-on g* € W ?

Solution: Remarquons que g(z) = —In(z). On a donc g* € L%(0,1) quel que soit a > 0. Par

ailleurs,
e =2 (1)

Donc, d’apres les régles de Bertrand, /z(¢g%)" € L*(0,1) si —2(a — 1) > 1, i.e. o < 3.

6. On définit I’application @ : v — g_%v.
(i) Montrer que @ est continue de Wy muni de la norme |-|y vers C([0, 1]) muni de la norme ||-||feo.

Solution: L’application ® étant linéaire, il suffit de montrer la continuité en 0. Soit v € Wy. D’apres
3. pour tout z €]0, 1] on a

@ (0)(2)] = |g72 (2)v()] < [o|w-

En prenant le supremum du membre de gauche, cela prouve la continuité.

(ii) En déduire que Wy C C(]0,1]) et que Wy C {v € W : v(1) = 0}.

Solution: D’apres ce qui précede, pour tout v € W, g_%v est continue et borné sur [0,1]. La
fonction g_% étant elle-méme continue et bornée sur |0, 1], cela implique que v est aussi continue
sur ]0, 1] (mais pas forcément bornée). D’autre part, puisque g% tend vers 0 en 1, on doit forcément
avoir v(1) = 0.
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7. Soit f € W donné. Montrer qu’il existe un unique u € Wy tel que pour tout v € Wy on a

/01 xu' (x)v (2)dx = /01 xf'(z)v (z)dx.

Solution: Il s’agit d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram a la forme bilinéaire a et la forme
linéaire L dans l'espace H, donnés par

1 1
a(u,v):/ xu' (2)v'(2)dz, L(v):/ zf (x)v (x)dz, H = W.
0 0
La continuité de a et L s’obtiennent par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. La coercivité de a est

évidente. Le théoreme de Lax-Milgram s’applique donc : il existe un unique u € Wy vérifiant la
propriété souhaitée.

8. Déterminer les solutions w € W de I’équation différentielle

(zw') = 0.

Solution: En intégrant deux fois I’équation, on voit qu’il existe C1,Cy € R tels que
w(z) = C11n(x) + Co.

La fonction w est dans W si et seulement si C7 = 0.

9. Déduire de 8 que la fonction u trouvé en 7 vérifie u(z) = f(z) — f(1).

Solution: Au sens des distributions, u vérifie

(zu) = (zf")',
donc

(z(u—f)) =0.

Il existe donc C € R telle que
u—f=C.

Puisque u € Wy, u(1) =0, donc C = f(1). On a donc

u=f- ().

10. On désigne par Py 'ensemble des fonctions constantes sur [0, 1]. Montrer les relations suivantes :

W =Wy Py, WccC(0,1]), Wo={veWuol)=0}, Wy¢c(0,1]).

Solution: D’apres ce qui précede, pour toute fonction f € W il existe un unique u € Wy tel que
u = f — f(1). Cela prouve que W = Wy @ Py et que Wy = {v € W,v(1) = 0}. On a vu que
Wy C C(]0,1]), donc on a également W C C(]0, 1]). Enfin la fonction g% pour o < 1/2 est dans W
mais n’est pas continue en 0.

11. Montrer que W est 'adhérence de D([0, 1]) pour la norme |||y .
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Solution: Etant donné f € W, il existe u € Wy tel que f = u + f(1). Puisque D(]0, 1]) est dense
dans Wy, il existe (u,) C D(]0,1]) telle que u, — u dans W. Posons alors

fn=1un+ f(O)Xa

ou x € D(R) est telle que x(x) =1 pour tout = € [0, 1]. Alors (f,) C D(R) et f, — f dans W.

Exercice 3.9. Soit I =]0,1][. Soit N € N et soit la subdivision de [0, 1]

1
0:$0<"'<$7L:N<“'<ZCN:1-

On note par Viy Pensemble des fonctions u € H{(0,1) telles que les restrictions U|[z;,0,,,] Sont affines pour
tout i =0,...,N — 1. Soit H C H}(0,1). On considere le probleme suivant :

1 1
u € H, / o (z)v (z)dx = / v(x)dx pour tout v € H. (8)
0 0

1. On suppose que H = H(0,1). Montrer qu'il existe un unique u € H}(0,1) vérifiant (8). Montrer que
u € H%0,1).

Solution: On veut appliquer le théoreme de Lax-Milgram. Pour u,v € H, on définit une forme
bilinéaire a et une forme linéaire L par

1 1
a(u,v) :/ o' (z)v (x)dx, L(v) :/ v(z)dz.
0 0
On a
la(u, )| < [[Wl[z2 ([l < Null g ol

donc a est continue. D’autre part, rappelons I'inégalité de Poincaré : il existe C > 0 tel que pour
tout u € H}(0,1) on a
lullgz < Cllw]l 2.

Ainsi, on a ~
a(u,u) = ||u'|72 = CllullFp

pour C' = \/min(1/C,1)/2 > 0. Donc a est coercive. Par ailleurs on a par
L) < [lollpr < [Jollg2 < ol

Donc L est continue. Par le théoreme de Lax-Milgram, il existe un unique u € H& (0,1) tel que

1 1
/ o (z)v (x)dx = / v(x)dx pour tout v € Hy(0,1).
0 0

Par ailleurs, en restreignant v & D(]0, 1[) dans I’égalité ci-dessus, on observe que v’ est dérivable au
sens des distributions, avec —u” = 1. Donc u” € L?(0,1) et donc u € H?(0,1).

2. Construire une base de V. En déduire la dimension de Vy.

Solution: Pour déterminer la dimension de Vi, on en exhibe une base. Définissons w : R — R par

0 six < —1,
z+1 si —1<xz<0,
l—2z si0<zx<l,
0 six > 1.

w(z) =
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Pouri=1,...,N — 1, on définit w; pour x € [0, 1] par
( T — >
T — ;)

u(x;)wg,
1

|
S

wi ()

Puisque tout u € V peut s’écrire

IS
|
r

7

la famille (w;) forme une base de V et Viy est donc de dimension finie N — 1.

3. On suppose que H = Vi. Ecrire le probleme (8) sous forme matriciel.

Solution: En utilisant la base (w;) de Viy obtenue a la réponse précédente, on décompose u, v € Vi
en

N—-1 N—-1
u= u(z))w, v= v(zj)w;.
i=1 j=1
Le probleme (8) devient alors
N-1N-1 N—-1
u(zi)a(wi, wi)v(z;) = )  L(w;)v(z;)
i=1 j=1 j=1

On peut écrire cette équation sous forme matricielle :

viAau =vTc
ou
u(z1) V(z1) L(wy)
u(rn_1) Vizn-1) L(wn—1)
a(wy,wy) ... a(r1,rN—_1)
A=
a(wy—1,w1) ... a(rn-1,TN-1)

Comme 1’équation doit étre valide pour tout V € RN=1 on doit avoir
AU = L.

Précisons maintenant A et L. Il n’est pas difficile de voir que

1

-1 2 -1 1

On remarque que A est une matrice tri-diagonale, égale & un facteur 1/N pres a la matrice de
la dérivée seconde discréte. On pourrait appliquer le théoreme de Lax-Milgram pour en déduire
Pexistence d’une unique solution ux au probleme (8) lorsque H = Vjy. Mais plus simplement, on peut
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aussi remarquer que A est symétrique et pour tout U € RV=1 on a (en posant u(zg) = u(zn41) = 0)

1 N-1
5 UTAU = 37 ulay)(2u(e;) — (u(zj-1) +u(z;4)
j=1
N-1 N-1 N-1
=2 u(r)? = D ulapu(wi) = Y ulwg)u(zi)
j=1 j=1 j=1
N—-1 N—-1 N-—1
= > ulwj)® + Y ulz)® =2 u(ey)u(z)
7=0 7=0 7=0
N-1
= > (u(zjp1) —ula;))*.
=0

Donc la matrice A est symétrique définie positive. Elle est donc inversible et il existe un unique Uy

solution de AUy = L. On pose alors uy = Zé\;l(UN)jwj.

4. Montrer que si uy est solution de (8) avec H = Vy et si u est la solution trouvée en 1., alors il existe
C > 0 indépendante de N telle que

C
lu —un|lg10,) < N

Solution: On montre ce résultat en deux étapes. La premiere étape consiste & montrer que

Ju—unllp < C inf flu— ol (9)
veEVN

Il s’agit d’'un cas particulier du Lemme de Céa (1964). On peut montrer que C' = ||al|/«a, ou «
désigne la constante de coercivité de a. En effet, pour tout v € Vi, on a

a(u —un,v) = a(u,v) —a(uy,v) = L(v) — L(v) =0,

donc

allu —un |3 < a(u—uy,u—uy) < alu—uy,u—v)+alu—uy,v—uy)

= a(u —uy,u—v) <all[lu = un| grllv = vl

ce qui donne (9). Dans une seconde étape, on montre que

inf Ju— vl <
inf ||lu—wv —.
veVN HY = N
En effet, définissons mu la fonction obtenue a partir de u par interpolation linéaire sur 0 = zg <
-+ <z = 1. Il s’agit simplement de la fonction affine par morceaux telle que wu(z;) = u(x;) pour
tout 7 =0,...,N. La dérivée (mu)" de mu est la fonction constante par morceaux qui vaut

u(zjp1) — u(z;)

Tjt1 = T

sur chaque |z, zj41[. Pour tout x €]a;,zj41[ on a
x
u(w) ~ mua) = [ (u=m0) (y)dy,
;

donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

1
u(z) — mu(@)] < (@ = 25)2 | (u = 7u) | 2202 541
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En élevant au carré et en intégrant en x sur |z, xj41[, on obtient

Tj+1 T —x:)2 [T+l
/x' lu(z) — mu(z)2de < (”12”/ (u — mu) (2)|2dz

J J

Puisque ;41 — z; = 1/N, on obtient en sommant sur j I'inégalité

o~ ol < ——l|(u— 7y
u—mu|l2 < ——|[(u —7u)'|| 12
L? = \/§N L
D’autre part, pour tout j =0,..., N — 1, on obtient en intégrant par partie
Fi+ 12 A 1 "
[ =y e = = [ = w0 = T
J J

En utilisant (10) puis en sommant sur j, on obtient

1

1w = 7u)|[ 2 < \/QNHUHHLQ‘

Donc il existe C' = v/2|[u”|| ;2 > 0 tel que

C
v —mull g0y < -
’ N

En combinant avec (9), on obtient la conclusion souhaitée.

(10)

4 Espaces de Sobolev en dimension supérieure

Exercice 4.1 (Injection - Contre-exemple). Soit 2 = B(0,1) C R% On considere la fonction f : Q@ — R

définie pour = € R? par

lz]

f(z)=In 1

In

1. Montrer que f € H ().

coordonnées polaires x = (z1,x2) = (rcos(#), rsin(f)). On trouve alors

/B(O’l)|f($)|2dx:/02w /Ol‘hn‘ln (Z)HQTdrdOZ277/01‘111‘111<2)H2rdr.

Pour tout z €]0, +o0[ on a |In(z)| < 1/z. Donc pour tout r €]0, 1], on a

Y\ |2 r r
mfin (5)|[r < < ,
‘ n‘ . (4)H "= In (2)]7 ~ I(4)?
donc fB(O,l)‘f(x)‘Zd‘T < +oo et f € L*(B(0,1)).

données polaires. Rappelons que

0 0 0
et COSQE — fsmH%,
0 .0 0
a—y = sm@af + 70059%.

Solution: On commence par montrer que f € L?(Q). Pour cela, on effectue la transformation en

Montrons ensuite que Vf € L?(B(0,1)). On effectue encore un changement de variable en coor-

Page 26




Notons

g(r) = ln‘ln (2) ’

Alors - .
/ yw\?dxz/ /|g'(r)]2rdrd¢9:27r/ g’ (r) |Prdr.
B(0,1) 0 0 0
Or .
g'(r) = ()
donc

1
1
IV f|2dz = 27r/ —— o dr =
/B(o,l) o rln? (Z)

Donc Vf € L?(B(0,1)). En conclusion, on a bien f € H*(B(0,1)).

2. En déduire que H'(Q) ne s’injecte pas dans C(2).

Solution: 11 suffit pour cela d’exhiber une fonction de H'(£2) qui n’est pas continue. C’est le cas de
la fonction f définie précédemment, qui n’est pas définie (et en fait pas méme bornée) en 0.

Exercice 4.2 (Trace - Contre-exemple). Soit Q = B(0,1) C R?. On veut montrer qu'il n’y a pas de notion
de trace possible pour les fonctions de L?(£2), c’est & dire qu’il n’existe pas de constante C' > 0 telle que
pour tout u € L*(Q) on a

lwoaallzza0) < Cllullr2(o)

Dans ce but, construire une suite de fonctions (u,) C L*(Q) telle que up|aq = 1 mais |lun||12(q) — 0.

Exercice 4.3 (Formule de Green). Soit Q un ouvert borné de classe C!, u € H?(Q), v € H'(Q). Montrer

que
/ Auvdr = —/ Vu-Vvda:—}—/ @vdo.
Q Q o0 On

Exercice 4.4 (Lemme de compacité de Strauss (1977)). Soit d > 2. On désigne par H. ,
des fonctions de H'(R?) & symmétrie radiale, i.e.

(R%) I'ensemble
Hrlad(]Rd) ={ue Hl(Rd)Hv :[0,00) = R t.q. u(z) = v(|z|) p.p-}

Le but de cet exercice est de montrer que 'injection

400 sid=2,

2d :
a—2 Sldzg,

rad

HL (RY) — LY(RY) pour 2 < ¢ < 2%, ol 2* = {

est compacte.

1. Montrer que si on enléve 'hypothese de symmétrie radiale, alors I'injection H'(R%) — Li(R%) pour
2 < g < 2* n’est pas compacte.

2. Montrer qu'il existe C' > 0 telle que pour tout u € H'(R?) on a

d—1
sup |z| 2 |u(z)| < Cllul[ g
zcRd

Commencer par u € D(R?) puis étendre & H'(R?) par densité.

3. Soit (uy) une suite bornée dans H'(R?). Montrer qu’il existe u € H'(R?) et une sous-suite (u,,) tels
que (up, ) converge vers u dans L(R?) pour tout 2 < ¢ < 2*.
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Exercice 4.5 (Inégalité de Moser-Trudinger). Soit R > 0, a > 0, Q = B(0, R) C R%. On souhaite montrer

qu’il existe C' > 0 tel que
<C|Q ia<4
sup /eo‘|“|2d:c{_ [ stax<dm (11)
Q

Vull;2<1 = 400 sia > 4.
uweH(Q)

Soit u € H(Q) telle que ||Vu||z2 < 1. Par simplicité, on suppose que u est de classe C! et que u est radiale
et décroissante, i.e. il existe v : Rt — R décroissante tel que u(z) = v(|z|) pour tout x € Q.

1. On effectue le changement de variable et de fonctions

t 1 1

ol = Re™5, w(t) = vl = o

(i) Montrer que

alul? oo - 2 2 oo
/e do = |BR|/ exp (= w(t)? ) dt, /\vu(xn d:p:/ ! (1) 2.
Q 0 Q Q 0

(ii) Montrer que
w(0) =0, lim w'(t)=0, |w'(t)| <Vt

t——+o0

2. Montrer que (11) est vrai dans le cas o < 4.

3. En utilisant la suite (dite de Moser) définie par

w(t):{\;ﬁ si0<t<n,
n .
Vnoosin <t

Montrer que (11) est vrai dans le cas a > 4.

Le cas critique o = 47 ne sera pas traité dans cet exercice.

Exercice 4.6. On veut montrer qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout v € H 1(]Rd) on a

2

d
/ \u|2+§d$gK<sup/ |u(m)|2daj> </ (|Vu\2+|u|2)d:1:>
Rd yeRd Jjz—y|<1 R

1. Soit @ =0, 1]d. Montrer qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tout u € H*(Q) on a

w>tade < K ( | |u(z)]dz / (IVul® + [uf?)dz
J (o) (), )

2. En déduire le résultat souhaité.

5 Problemes aux limites en dimension supérieure

Exercice 5.1. Soit  C R? un ouvert borné de classe C'. On note I' = 9Q la frontiere de . On définit
I’espace H par

H={U € Hj(Q) x Hy(Q)|divU =0} .
Les composantes d'un vecteur U € H seront notées (u1,u2). On notera par VU le gradient de U et par DU
le gradient symétrique de U, i.e.

VU = <aui> , DU =VU + (VU)T
Ox; 1<4,5<2

1. Montrer que H muni de la norme

N[

U = (Il + luzllZ)

est un espace de Hilbert.
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2. Soit F = (f1, f2) € L*() x L?(2). On définit la notation (produit contracté) de deux matrices carrées
de tailles A = (ai;) et B = (b;j) par

2
A:B=Tr(A"-B) =) aiby;.
i,j=1

Montrer qu’il existe un unique U € H tel que

/DU:DVd:U:/F~de
Q Q

pour tout V € H.

Exercice 5.2. On pose Q =0, 1[x]0, 1[C R?. Soit f € L*(Q2). Pour tout n € N\ {0}, on considére le probleme

n — lA n — Q
{u “Au f dans €, (12)

U, =0 sur 0f).

1. Donner la formulation variationnelle de (12).
2. Montrer que pour tout n € N'\ {0} le probléeme (12) admet une unique solution u,, € HE(Q).
3. Montrer les estimations 1

unllrz < [ fl2, %”V%Hm < £l ze-

4. En déduire que pour tout v € H}(Q) on a
/ Upvdr — / fvdr quand n — 4o0.
Q Q
5. Montrer que pour tout g € L?(€2), on a
/ Upgdr — / fgdxr quand n — 4o0.
Q Q

6. Montrer que pour tout n € N\ {0} on a

/Q(un — f)’dz < 2/Qf2da: — 2/qundx.

7. En déduire que u, — f dans L*(Q) quand n — +oo.

Exercice 5.3 (Probleme de convection-diffusion). Soit Q un ouvert borné régulier de R%, f € L?(Q) et
V : Q — R? réguliere telle que divV = 0. On considére le probleme de convection-diffusion

{V -Vu—Au=f dans Q, (13)

u=20 sur Of).

1. Determiner la formulation variationnelle associée a (13).

2. Montrer que pour tout v € H{ () on a
/ vV - Voudr = 0.
Q

3. Montrer 'existence et I'unicité d’une solution faible u & (13).
4. Montrer que la solution faible u est telle que Au € L*(Q).

5. Montrer que la solution faible u ne minimise pas dans H{ () la fonctionnelle

J(u) = ;/Q(|Vu|2+uV-Vu) dm—/gfudm.
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Exercice 5.4 (Probleme de conduction). Soit  C R? un ouvert borné et K un compact connexe inclus
dans €. On suppose que Q\ K est régulier. Soit f € L?(£2). On considere le probléeme (dit de conduction en
raison de son origine physique) décrit par

-Au=f dans Q\ K,
u="C sur 0K,
u=20 sur 0f), (14)
@da =0,
oK (‘3n

ou u est une fonction inconnue et C' une constante dont la valeur n’est pas fixée et dépend de wu.

1. Déterminer la formulation variationnelle associée a (14) (on introduira un espace fonctionnel adapté
pour tenir compte des conditions au bord).

2. Montrer existence et 1'unicité d’une solution faible u a (14).
3. Montrer que la solution faible u est telle que Au € L2(Q\ K).

4. Sachant que pour tout v € HY(Q\ K) tel que Av € L*(Q\ K) on a v € H?(2\ K), montrer que la
solution faible u vérifie [, 9%do = 0.

6 Problemes d’examens

Exercice 6.1. On rappelle que D(R) désigne I’ensemble des fonctions C*° & support compact dans R et
D'(R) I'ensemble des distributions sur R.

1. (¥, point) Rappeler la définition d’une distribution 7" € D' (R).

Solution: Une distribution 7" € D'(R) est une forme linéaire continue sur D(R).

2. (Y point) Etant donné f € Ll (R), rappeler comment définir une distribution Ty & partir de f.

loc

Solution: On définit Tt pour chaque ¢ € D(R) par

(Ty,¢) = /]R fode.

3. (Y% point) Donner un exemple de distribution 7' € D/(R) qui ne peut pas étre représentée par une
fonction de Li (R).

loc

Solution: La distribution de Dirac en 0 notée g ne peut pas étre représentée par une fonction.

Exercice 6.2. Soit I =|0, 1[. On rappelle que D(I) désigne I’ensemble des fonctions C* & support compact
dans I et que H'(I) désigne I’ensemble des fonctions de L?(I) dont la dérivée au sens des distributions est
également dans L2(T).

1. (1 point) Rappeler la définition de I’espace de Sobolev H{ ().

Solution: L’espace H}(I) est par définition 'adhérence dans H'(I) de D(I), 'ensemble des fonc-
tions indéfiniment dérivables a support compact dans 1.

1/2 point si espace des fonctions de H' qui valent 0 en 0 et 1.

2. Soit u € D(I).
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(a) (Y point) Montrer que pour tout z € I on a

de Riemann. De plus, u est a support compact dans I, donc

lim u(z) = lim u(x) = 0.
z—0 z—1

On a donc bien

/0 uw'(s)ds = u(x) — lim u(s) = u(x), /1 ' (s)ds = u(x) — lim u(s) = u(z).

s—0 s—1

Solution: Puisque u € D(I), sa dérivée v’ est bien définie, continue et donc intégrable au sens

(b) (1 point) En déduire que

1
)| < 5 [ o)

seconde intégrale, on a

/Ox u/'(s)ds + /lx u'(s)ds

Cela prouve 'inégalité demandée.

2Ju(z)| =

§/0x|u’(s)|ds+/; |u’(8)|ds:/01 o (5)|ds.

Solution: Par l'inégalité triangulaire et en faisant attention a intervertir les bornes dans la

(¢) (1 point) En déduire que

1 1 1
/ u?(z)dx < / [u'(s)|*ds.
0 4 Jo

Solution: En élevant au carré et en intégrant en x 'inégalité précédente, on obtient

/O1 fua)|2de < /01111 (/01 ]u’(s)]ds>2dx.

L’intégrande au second membre ne dépend pas de x. De plus, par 'inégalité de Jensen, on a

(/ 1 \u’(s)\ds)2 <[ i (s)ds.

En combinant les élements précédents, on obtient bien

1 1
/ u?(z)dx < / |u'(5)|ds.
0 4 0

3. (Y, point) Soit v € HZ(I). Montrer que

1
vl L2y < §HUIHL2(I)-
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Solution: Puisque v € H{ (1), il existe (v,) C D(I) telle que v,, — v dans H'(I). Par la réponse
précédente, pour tout n € N on a

1
lvnllp2y < §||U;z||L2(I)-

On peut passer & la limite dans I'inégalité pour obtenir I'inégalité souhaitée en v.

4. Soit ¢ € L*°(I). On suppose qu'il existe ¢y € R (le signe de ¢y n’est pas prescrit) tel que pour tout = € I
on a

c(x) > co.
On définit sur H}(I) la forme bilinéaire
a(u,v) = /u'(m)v’(m)d:v+/c(x)u(:n)v(:v)d1:.
I I

(a) (1 point) Montrer que a est continue.

Solution: Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (combinée avec celle de Holder pour la seconde
intégrale), on a

la(u, v)| < |21V L2y + el ooy llull 2o 1ol 2oy < A+ el ) lwll g o vl g -

Donc a est bien continue sur Hg (I).

(b) (1, point) Rappeler la définition d’une forme bilinéaire coercive.

Solution: On dit que a est coercive (sur Hg(I)) s’il existe une constante a > 0 telle que pour
tout u € HZ(I) on a
2
a(u, u) = allull g -

(c) (1 point) Montrer que si cg > —4, alors a est coercive sur H}(I).

Solution: Pour tout u € H{(I) on a
a(u,w) 2 ||u'|[F2p) + collullFapy-

Par I'inégalité obtenue précédemment on a

/1727y = 4llull72 -
Soit o > 0 a choisir petit plus tard. On a

a(u,u) > (1= )| |72y + allw'[ T2 + collullTopy > (401 = @) + co)llullZ2(y + @l |72

Puisque ¢g > —4, on a peut choisir o > 0 tel que

41l -—a)+c) >a

en prenant

4
0<a< z%.

On aura alors
afu,u) > ale[Zag + lullZay) = allulZgy.

ce qui montre la coercivité de a.
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(d) (1 point) Soit f € L?(I). Montrer que le probléme variationel
Vo € HY(I), a(u,v) = /f(x)v(x)d:v
I

admet une unique solution u € H}(I).

Solution: Dans 'espace de Hilbert H{ (1), la forme bilinéaire a est continue et coercive. Par ailleurs,
la forme linéaire définie par

vr—>/lf(:n)v(:n)dx

est continue car, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, pour tout v € H'(I) on a

< W lleznllvllezay < Wzl -

' /I F(@)o(z)dz

Par le théoreme de Lax-Milgram, il existe une unique fonction u € H& (I) telle que pour tout
v € Hi(I) on a

a(u,v):/]f(:v)v(:v)dx.

Exercice 6.3. On rappelle que D(R) désigne I’ensemble des fonctions C*° & support compact dans R et
D'(R) I'ensemble des distributions sur R.

1. (1 point) Rappeler la définition d’une distribution 7" € D’'(R).

Solution: Une distribution 7' € D'(R) est une forme linéaire continue sur D(R).

2. (1 point) Etant donné f € L} (R), rappeler comment définir une distribution 7 a partir de f.

loc

Solution: On définit T+ pour chaque ¢ € D(R) par

(Ty,¢) = /R fode.

3. (1 point) A quelle condition sur a € R la fonction z — |z|® définit-elle une distribution ?

Solution: On veut que x — |z|* soit dans l'espace L{ (IR). Puisque la fonction est continue sur

R\ {0}, le seul probleme possible est en 0. La fonction sera intégrable en 0 si et seulement si o > —1,
donc elle définit une distribution si et seulement si o > —1.

Exercice 6.4. On se place sur lintervalle ]0,1[. Soit f € L?(0,1) et o, 3 € R donnés. On considere le
probleme

{_u// - f dans ]0,_1[, (P)
uw(0) =a, u(l)=24.

1. (2 points) On définit 'espace
Hyp={veH(0,1):v(0) = a,v(1) = }.

A quelles conditions sur « et 3 'espace H, g est-il un espace de Hilbert 7 On commencera par chercher
les valeurs de « et 8 pour lesquelles H est un espace vectoriel.
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Solution: Si o = 8 =0, alors H, g = H}(0,1) est un espace de Hilbert. On suppose maintenant
que (a, B) # (0,0), par exemple o # 0. Soit u,v € H, g. Alors

(u~+v)(0) = u(0) +v(0) = 2a # av.

Donc u +v ¢ H, g. Par conséquent, H, g n’est pas un espace vectoriel, encore moins un espace de
Hilbert.

2. (3 points) Soit g € L?(0,1). Pour u,v € H'(0,1), on définit

(a)

1 1
a(u,v):/o u (z)v' (z)dz, L(v):/o g(z)v(x)dx.

Montrer que a et L sont continues sur H(0,1).

Solution: La continuité de a et L est une conséquence de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour
tout u,v € H*(0,1), on a

la(u, )| < [[&l[z2[[llz2 < Null g ol
IL)| < llgllr2llvllrz < llgllzzlloll -

Donner un contre-exemple montrant que a n’est pas coercive sur H 1 (0,1).

Solution: La fonction u : z + 1 est C! sur [0, 1], elle appartient donc & H'(0,1). Par ailleurs,
||u|| g1 = 1. Cependant, on a pour tout a > 0 I'inégalité

a(u,u) = 0 < afuly.

Donc a n’est pas coercive sur H'(0,1).

Montrer que a est coercive sur H{ (0, 1).

Solution: Sur H}(0,1), on a l'inégalité de Poincaré : il existe C' > 0 tel que pour tout u €
H}(0,1) on a
lullrz < Cllw]| 2.

Donc pour tout u € H(0,1) on a

1 . 1
ol ) = o3 > min (1,5 ) Bl

Donc a est coercive sur Hi(0,1).

3. (2 points) Rappeler I’énoncé du théoreme de Lax-Milgram.

Solution: L’énoncé du théoreme de Lax-Milgram est le suivant.

Théoréme (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire sur H et L une
forme linéaire sur H. On suppose que
(i) @ est continue, i.e. il existe [la| > 0 telle que pour tout u,v € H on a

lau, )| < la|lullm[lv]|#,

(ii) a est coercive, i.e. il existe & > 0 telle que pour tout u € H on a

a(u,u) > af|ull?,
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(iii) L est continue, i.e. il existe ||L| > 0 telle que pour tout v € H on a
L@)] < ILI]o]a-

Alors il existe un unique u € H tel que pour tout v € H on a
a(u,v) = L(v).

Si de plus a est symétrique, alors w est I'unique solution du probléeme de minimisation

J(u) = irélf} Jw);  J(v) = %a(v,v) — L(v).

4. (1 point) Peut-on appliquer le théoréme de Lax-Milgram & a et L dans I'espace H'(0, 1) ? Dans 'espace
HZ(0,1) ? Dans l'espace H, g si (o, 8) # (0,0)?

Solution: Dans H'(0, 1), la forme a n’est pas coercive, donc on ne peut pas appliquer le théoréme
de Lax-Milgram. Par contre, toutes les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont vérifiées dans
HZ(0,1). L'espace H, 3 n'est pas un espace de Hilbert si (o, 8) # (0,0), on ne peut donc pas y
appliquer le théoreme de Lax-Milgram.

5. (1 point) Construire une fonction affine u, g € C([0, 1]) telle que uq5(0) = a et uq 5(1) = B.

Solution: On prend la fonction affine définie par

Uap(z) = a+ (B — o).

6. (1 point) On suppose maintenant u, g est donnée. Montrer que si u est solution de (P), alors & = u—uq g

vérifie

" =,

- Jj o (Pmod)
u(0) = a(1) = 0.

Solution: La dérivation étant une opération linéaire, on a
—i = — ug”&
donc par I’équation satisfaite par v on obtient
" = f 4 uy 5
Par ailleurs, en O et en 1, on a

i(0) = u(0) ~ uas(0) =a —a =0, (1) =u(l) ~uas =B =0.

Donc si u est solution de (P), alors @ vérifie (P04 ).

7. (2 points) Montrer qu’il existe une unique solution @ € H&(O, 1) au probleme (P.,,q ). En déduire
I'existence d'une unique solution v € H'(0,1) au probleme (P).

Solution: On pose g = f + ug L Le probleme (P,,,q ) peut étre exprimer variationnellement dans
I’espace H&(O, 1) a l’aide de la forme bilinéaire a et de la forme linéaire L définies en 2. Par ailleurs,
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on a vu en 5. qu’on pouvait appliquer le théoreme de Lax-Milgram dans ce cadre. Donc il existe une
unique solution @ € H&(O, 1) & (Prmod )-

En posant u = 4 + u, g, on obtient 'existence d’une solution au probleme (P). Reste & montrer
'unicité. Soit v € H'(0,1) une solution de (P). Alors @ définie par & = v — u, g est solution de
(Pod ). Par unicité de @, on a nécessairement © = @ et donc v = u. Donc la solution u de (P) est
unique.

8. (1 point) Montrer que u € C([0, 1]).

Solution: Puisque u € H'(0,1),onau € C([0,1]) et u’ € L%(0,1). Par ailleurs, puisque f € L?(0, 1),
on a u” € L?(0,1). Donc ' € H'(0,1), ce qui implique que u'C([0,1]). En conclusion, on a bien
u € CH([0,1)).

Exercice 6.5. Soit Q C R? un ouvert borné de classe C' et 99 sa frontiere. On notera les composantes de
r € R? par x = (21, 12). Soit f € L*(Q).
1. (1 point) Soit u,v € H(Q2). Compléter la formule de Green :

Solution: On a

a—xlvda: = / ua—mdm’ + /BQ uvnido

avec n = (n1,n2) la normale extérieure unitaire a o).

2. (3 points) Soit w € H?(£2) une solution du probleme

—Aw—i—g—fdansﬁ, w = 0 sur Of).
1

Définir une forme bilinéaire a, une forme linéaire L et un espace fonctionnel H tels que les hypotheses
du théoreme de Lax-Milgram sont vérifiées et tels que pour tout v € H, on a

a(w,v) = L(v).

Le fait que les hypothéses du théoreme de Lax-Milgram sont vérifiées devra étre justifié. On pourra faire
intervenir I'inégalité de Poincaré : il existe C' > 0 telle que pour tout u € H(Q2) on a

[ull2 < Cl[Vul 2.

Solution: On pose H = H{(Q) et pour u,v € H on définit

a(u,v):/Vu-Vvdx+/ %vdx, L(v):/fvdx,
Q o Oy 0

Il est clair que a est bilinéaire et L est linéaire. Pour tout u,v € H on a par I'inégalité de Cauchy-
Schwartz

ou
8([) 1

[L)] < I Fllz2llvllze < 1 F 22 llol -

a(u,0)| < [Vl 2| Vol 12 + H

2IIUHL2 < 2wl g l[vllars
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Donc a et L sont continues. Remarquons que, d’apres la formule de Green et puisque u € H} (),

on a .
L = *nido = 0.
axlu:c /3m1 2/89u nido =0

Donc, en utilisant I'inégalité de Poincaré, on a

1 1
o) = [ Vufdr > Fonin (1.2 )l

Donc a est coercive. L'espace H{ () étant un espace de Hilbert, les hypotheses du théoreme de
Lax-Milgram sont vérifiées. Finalement, montrons que pour tout v € H on a

a(w,v) = L(v).

Soit v € H. D’apres la formule de Green on a

/ —Awvdx = —/ awvda%—/ Vw - Voudz.
Q a0 On Q

Par ailleurs, puisque v € H = H}(2), on a

ow
- %Uda 0

On multiplie par v I’équation satisfaite par w, integre sur €2 et on utilise la formule précédente pour

trouver
/Vw Vvda:—i—/ vda:—/fvda:,
Q

a(w,v) = L(v).

autrement dit,

Ceci conclue la réponse.

Exercice 6.6. Soit I =]0,1[. On définit I’espace
Hy(I)={ue H'(I):u(0) =0}.

1. (1 point) Montrer que H,(I) est un sous-espace vectoriel fermé de H'(I).

Solution: L’application ® : H'(I) — R définie par ®(u) = u(0) pour tout u € H(I) est une
application linéaire. Elle est de plus continue. En effet, il existe C' > 0 telle que pour tout v € H(I),
en utilisant Pinjection H!(I) < L*®(I), on a

@ ()] = [u(0)] < [lufle < Clluf| g

Par définition, ’espace H, ; (I) est le noyau de ®, donc c’est un sous-espace fermé de H'(I).

2. (1 point) On note D(]0,1]) 'ensemble des fonctions C*> & support compact dans |0, 1]. Montrer que
D(]0,1]) est dense dans Hy(I) (on pourra s’appuyer sur la densité de D(I) dans Hy(I)).

Solution: Soit u € H}(I). Par I'injection H*(I) < C(I), u est continue et en particulier u(1) est
bien définie. Soit ¢ € D(I) telle que ¢ > 0 et [; ¢(x)dx = 1. Définissons

i=u—u(l)y(@), ()= /0 " o(y)dy
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Alors @ € HY(I) et @(0) = @(1) = 0, donc @ € Hg(I). Par densité de D(I) dans HE (1), il existe une
suite (@,) C D(I) telle que @, — @ dans H'(I). Remarquons que la fonction x définie plus haut
appartient a D(]0, 1]). Par conséquent, la suite (u,) définie par

un (2) = tin () + u(1)x(z)

est incluse dans D(]0, 1]). De plus, on a u, — u dans H'(I). En conclusion, tout élément de H} (1)
peut étre approché par une suite de D(]0, 1]).

3. (a) (1 point) Soit ¢ € D(]0,1]). Montrer qu’il existe C' > 0 telle que

1 1
2.’17.%‘ /ZEQIE.
/0¢<>d gc/o(qs())d

Solution: Une stratégie possible est d’écrire la fonction ¢? comme la primitive de sa dérivée.
On a par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

[ = [ [2owow <2 (/ 1 ¢2(x)dx>; (/ 1(¢'($))2d33>;

Par conséquent, on a

1
0

[ @i <a [ @wya

(b) (1 point) En déduire que pour tout u € H; (I) on a

[ullZ2(ry < Cllu'1F2r)-

Solution: Soit u € Hg1 (I). Par densité de D(]0,1]) dans H,(I), il existe (u,) C D(]0,1]) telle
que u, — u dans H'(I). En particulier, on a

lunllze = llullzz,  [lunllze = llu'llze.
Puisque (u,) C D(]0,1]), on a par la réponse précédente pour tout n € N I'inégalité

lunllZ2(ry < Cllunll7z -

Par passage a la limite, on obtient la méme inégalité pour wu.

4. On définit sur H, ;(I ) la forme bilinéaire

a(u,v) = /1 o (2)' (z)dx + / o (2)v(z)da.

I

(a) (1 point) La forme bilinéaire a est-elle symétrique (justifier votre réponse) ?

Solution: La forme a n’est en apparence pas symétrique.Confirmons le par un contre-exemple.
Prenons les deux fonctions u,v € H; (I) définies par u(z) = = et v(z) = 22, Alors

a(u,v) = | 2zde+ [ 2?de= |22+ =] = -,
3 3
0 0 0

1 1 371
2 5
a(v,u) = | 2xde+ | 22%de = |2* + =2
3 3

0 0 0

Page 38



On a bien a(u,v) # a(v,u). Notons que le fait que a ne soit pas symétrique en apparence ne
suffit pas a prouver qu’elle ne 'est effectivement pas. En effet, prenons par exemple la forme
définie sur D(]0, 1]) par

1
b(u,v):/o o (z)v(z)dr.

En apparence, on a b(u,v) # b(v,u), cependant une double intégration par partie nous montre
qu’en fait on a b(u,v) = b(v,u) € D(]0, 1]).

(b) (1 point) Montrer que a est continue et coercive sur H gl(I ).

Solution: Soit u,v € H; (I). On a, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz
la(u, v)| < W'l z2 V'l 2 + 14/l 2 llvll e < 2[lwll gl g

donc a est continue. Montrons que a est coercive. On a

1 1

1 1

/ o (z)u(x)dr = [uQ(x)] = —u?(1) > 0.
0 2 0 2
D’autre part, on a
NG e 2 e 2 1 1 2
/ (o (2))2da = / (o (2)) da:+/ (W (2)de > ~min (1, % ) JullZ.
0 2 Jo 2 Jo 2 C

En combinant les deux inégalités, on voit qu’il existe o = %min (1, %) > 0 tel que pour tout

u € H;(I) on a
a(u,u) > olullz,

autrement dit a est coercive.

5. (1 point) Soit f € L?(I). On définit la forme linéaire L sur H; (I) par

L(v)—/}f(x)v(x)da?.

Montrer que L est continue.

Solution: La forme L est continue car par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a pour tout v € H, ; (I)
l’estimation

L) < £l z2llvll 2

6. (1 point) Montrer qu’il existe un unique u € Hg1 (I) tel que pour tout v € Hgl(I) on a

a(u,v) = L(v).

Solution: Il s’agit d’une application directe du théoreme de Lax-Milgram. En effet, I’espace H, ; (1)
est un espace de Hilbert sur lequel la forme bilinéaire a est continue et coercive et la forme linéaire
L est continue, donc il existe un unique u avec la propriété demandée.

7. (1 point) Déterminer I’équation différentielle vérifiée par v au sens des distributions.
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Solution: Soit v € D(I). Puisque
a(u,v) = L(v),

et que
(T v) = —/u'(x)v'(a:)dx,
I

la fonction u vérifie au sens des distribution ’équation différentielle

—’LL” —f-U/ — f

8. (1 point) Montrer que u € C1([0, 1]).

Solution: On a u € H'(I). De plus, puisque v’ = v’ — f, on a u” € L3(I) et donc u € H*(I). De
plus, on a l'injection H2(I) — CY(I), donc u € C([0,1]).

9. (1 point) Calculer u/(1).

Solution: Soit v € Hg1 (I). On a
a(u,v) = L(v)

et donc par intégration par partie et en utilisant v(0) = 0 on a

o' (1)v(1) + /(u" +u — fluvdz =0,

I

et par I’équation satisfaite par u on a donc
u'(1)v(1) = 0.
La fonction définie par v(x) = = est bien dans H, ;(I ), donc

(1) =0.

10. (1 point) Ecrire le probleme aux limites vérifié par u.

Solution: En rassemblant les informations précédemment obtenues, on s’apercoit que u vérifie le
probleme aux limites suivant

—u"+u =f sur I,

u(0) = /(1) = 0.

Exercice 6.7. Soient deux fonctions f € L?(0,1) et a € L*>(0,1) telle que a(z) > 0 pour presque tout
x € [0,1]. On consideére une forme bilinéaire a et une forme linéaire L définies pour u,v € H'(0,1) par

1 1 1
a(u,v):/o u'(z)v (:L")daz—f—/o a(z)u(z)v(z)dr, L(v):/o f(x)v(x)dz.

On désigne par Vy et V; pour 0 < e < % les sous-espaces de H'(0, 1) suivants :
Vo={ve H0,1):v(0) =0}, V.= {ve HY0,1):v(0)=cv(1)}.

1. (a) Montrer que Vj et V. munies de la norme induite par celle de H'(0,1) sont des espaces de Hilbert.
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2.

(a)

(b)

Solution: Les espaces Vj et V2 sont les noyaux des formes linéaires continues définies sur H'(R)
par

v v(0), v ev(l)—v(0).
Ce sont donc des sous-espaces vectoriels fermés de H'(0,1). L’espace H'(0, 1) étant de Hilbert,
il en va de méme pour Vj et V..

Montrer que a et L sont continues sur Vj et V..

Solution: Soient u,v € H'(R). On a par les inégalités de Holder et Cauchy-Schwarz

la(u, v)] < [lu'l|gal|v/l| 2 + el ool p2l[vl 22 < X+ llelle) [l g o)l o
L) < [ Fllz2llvllze < (1 F 1l z2llol -

Par conséquent, a et L sont continues sur H!(R).

Montrer qu’il existe une constante C7 telle que pour tout v € Vj on a

[vllz2 < Cullv']| 2 (15)

Solution: Soit v € Vj. Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
x
@) = | [ 20@)0'@)da] < 2oz
0

et donc
vll2 < 2[|v"|l L2,

ce qui est I'inégalité demandée avec C'y = 2.

En déduire I'existence d’un unique ug € Vy tel que pour tout v € Vj on a

a(ug,v) = L(v). (16)

Solution: On a déja vu que a et L sont continues. Puisque a > 0 presque partout, pour tout
u € Vpona
au,u) > ||u'[|72.

En combinant avec (15), on obtient

(1 1 )
> R
a(u7 u) — min <27 201> Hu”H17

donc a est coercive. Les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram sont vérifiées et il existe donc
un unique ug € Vy tel que pour tout v € V; on a

a(up,v) = L(v).

Montrer que, au sens des distributions, ug vérifie une équation différentielle du second ordre.

Solution: Soit v € D(0,1). Alors v € Vj et on a

a(ug,v) = L(v).
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()

(d)

()

En explicitant a et L, on obtient

1 1 1
/ ug(z)v' (z)dx +/ a(z)ug(x)v(x)de = / f(z)v(z)dz.
0 0 0
Par ailleurs, au sens des distributions, on a
1
| bt @i = ') = (a0
Par conséquent, au sens des distributions, on a

—up + aug = f.

En déduire que ug € H?(0,1).

Solution: On a déja ug € H'(0,1). De plus, puisque
ug = aug — f,

on a ufj € L*(0,1) et par conséquent ug € H>(0,1).

En déduire également que pour tout v € Vj on a

a(ug,v) — L(v) = u'(1)v(1).

Solution: Soit v € Vj. En multipliant par v I’équation satisfaite par ug, puis en intégrant par
partie, on obtient
a(ug,v) — L(v) = u/'(1)v(1) — /'(0)v(0).

Comme par ailleurs v(0) = 0, on a bien 1’égalité voulue.

Déduire de (¢) que ug vérifie une équation différentielle du second ordre avec deux conditions au
bord.

Solution: Soit v € Vj telle que v(1) # 0 (par exemple v(z) = x). Alors d’apres (16) on a
a(uo,v) = L(v),
ce qui combiné avec la réponse a la question précédente implique que
u'(1)v(1) = 0.

Comme de plus v(1) # 0, on a
(1) = 0.

La fonction ug vérifie donc le probleme suivant

—uf +aug = f, up(0) =0, uh(l)=0.

Montrer que si i est une autre solution de I’équation différentielle avec conditions aux bords vérifiée
par ug, alors pour tout v € Vi on a
a(tg,v) = L(v).
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Solution: Soit iy € H'(0,1) telle que
—@l +adig = f, (0)=0, h(1)=0.
En multipliant par v € Vj et en intégrant par partie, on obtient
a(tg,v) = L(v) + a6 (1)v(1) — 15(0)v(0).
Puisque a((1) = v(0) = 0, on a bien

a(tg,v) = L(v).

4. Soit v € V; et w définie par w(x) = v(z) — v(0) pour tout = € [0, 1].
(a) Observer que w € Vp et en déduire I'existence d’une constante Cy indépendante de ¢ et de v telle

que
[vllz2 < Caljv']| 2 (17)

Solution: Puisque w(0) = v(0) — v(0) =0 et v € H*(0,1), on a bien w € Vy. De plus,
1
[vl172 = llw + v(0)172 = w72 + 21}(0)/0 w(z)dz +v*(0).

Montrons que le membre de droite peut s’estimer en fonction de [[v/[|,. En effet, on a v/ = w/,
donc par 'inégalité de Poincaré obtenue en (15) on a

lwllZ> < Cullv'l1Z.

Par ailleurs, on a

<i - 1) 10(0)] = [v(1) — v(0)] = ‘/01 V' (z)dz| < /01 V()| da = ||| 1 < ]| 2.

Remarquons que puisque 0 < € < %, on a
1
( - 1> -1
€

[0(0)] < [V 2.

Par conséquent, on a

Finalement, le terme central s’estime de la fagon suivante :

<P+ ( | 1 w(x)d:c)2

1 2
<P + ([ lo@Pdr) <@+ Coli

1
2v(0) /0 w(x)dx

En conclusion, on a bien
o]z < Caf[v'|| 2

avec (9 > 0 indépendante de €.

(b) En déduire 'existence d’un unique u. € V; tel que pour tout v € V. on a

a(ue,v) = L(v). (18)
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Solution: On se place dans ’espace de Hilbert V.. La continuité de a et L s’obtiennent de
la méme maniere que précédement. La coercivité de a également, a condition de remplacer
I'inégalité (15) par I'inégalité (17). Le théoreme de Lax-Milgram s’applique et donne 'existence
et 'unicité de u,.

5. En reprenant les étapes de la question 3, montrer que u. peut étre caractérisé comme la solution d’une
équation différentielle du second ordre avec conditions aux limites.

Solution: De la méme maniere que précédement, on observe que u. vérifie au sens des distributions

I’équation différentielle
—u + au. = f.

On en déduit que u. € H?(0,1). Soit v € V.. En intégrant par partie dans (18) et en utilisant
I’équation différentielle vérifiée par u., on obtient

uz(1)v(1) — uz(0)v(0) = 0.
Puisque v est dans V,, on en conclut que

(ul(1) — eul(0)v(1) = 0.

En choissant v € V; telle que v(1) # 1 (par exemple v(z) = ¢ + x(1 —¢)), il vient

Le probleme aux limites vérifié par u. est donc

—u! +aus = f, u:(0) = cuc(1), ul(l)=eul(0).

6. (a) Montrer qu’il existe une constant C5 indépendante de ¢ telle que

[uellp < Cs[ £ 2 (19)

Solution: Par (18) avec v = u., on a
a(ue, ue) = L(ug).

Par coercivité de a sur V. (avec constante de coercivité a > 0 indépendante de £ car Cy ne
dépend pas de ¢) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

alluclF < I f |2 lluel 2
Par conséquent, il existe C'3 > 0 telle que

el < Csl ] 2

(b) En déduire I'existence d’une constante Cy telle que

lue(0)] < Cye. (20)
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Solution: Par injection de H'(0,1) dans L>(0, 1), il existe C > 0 telle que
uc(0)] = eluc (V)] < eljuel|L < eCllucllpr < eCC3l| ]2,

ce qui est I'inégalité demandée avec Cy = CCs| f|| 2.

7. Le but de cette question est de montrer que
ue — ug dans H'(0,1) quand € — 0.
Pour u € H'(0,1), on pose
1 /! 1 /! 1
J(u) = / |u'(2)|?dx + / o) u(z) Pde — / f(@)u(z)dx.
2 Jo 2 Jo 0
(a) Quelle hypothese supplémentaire du théoréeme de Lax-Milgram permet de conclure que

J(uo) = min J(v), J(uc) = min J(v).

Milgram permet d’obtenir la conclusion souhaitée car

Solution: La fonctionnelle a est symétrique, donc la seconde partie du théoreme de Lax-

(b) Soit v, définie par ve(z) = us(z) — u-(0). En remarquant que v, € Vp, montrer que

J(Ug) Z J(UO)

(21)

Solution: Puisque u. € H'(0,1) et v-(0) =0, on a v. € V; et donc

J(up) < J(ve).

(c) En utilisant (20), montrer qu’il existe C5 indépendante de ¢ telle que

J(ug) > J(ve) — Cse.

Solution: On a
T) = (02 + 0e(0)) = J(02) + alue, 1e(0)) + a(ue(0), ue(0)) — L(ue(0)).

En calculant, on voit que

1
|a(ue, ue(0))] < Iu{-:(O)I/0 a(z)|ue(z)|de < Juc(0)|||lucl 2l L2,

a(u:(0), u:(0)) = ue(0)?[la| 1,
L(uc(0)) = ue(0)[[ f1 1

En utilisant (19) et (20), on obtient I'existence de C5 > 0 telle que

J(ue) = J(ve) — Cse.
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d) Soit w. défini par w.(x) = wug(x) + —==up(l). Vérifier que w. € V. et montrer qu’il existe Cg
1—¢
indépendante de ¢ telle que

J(ug) > J(we) — Cee > J(uz) — Coe > J(ve) — (C5 + Cp)e. (22)

Solution: Puisque ug € H'(0,1) et w:(0) = £-ug(1) = cw:(1), on a bien w. € V.. Par
conséquent, on a

Par ailleurs, en écrivant

€
J(ug) = J | we — ug(1
() =7 (10 = =)
et en développant et estimant comme précédement, on trouve qu’il existe Cg telle que
J(ug) > J(ws) — Cge.
En combinant les différentes inégalités obtenues dans cette réponse et la précédente, on trouve

bien
J(ug) > J(we) — Cee > J(uz) — Coe > J(ve) — (C5 + Cp)e.

(e) Déduire des questions précédentes que J(uz) — J(ug) quand € — 0.

Solution: En combinant (21) et (22), on obtient
J(UO) > J(ug) — Cge > J(UO) — (05 + 06)6,
ce qui implique que

lim J(ue) = J(ugp).

e—0

(f) Montrer que u. — ug dans H'(0,1) quand £ — 0.

Solution: Par bilinéarité de a, on a I'identité du parallelogramme
a(u —v,u —v) =2a(u,u) + 2a(v,v) — a(u + v,u+v).

En faisant apparaitre J, on obtient

du—uu—v%:&mw+4ﬂw—8J(u;U).

Par coercivité de a et en choisissant ©v = ug, v = ve, on obtient pour un certain C' > 0

cmk—uﬂglgJ@my+J@g—2J<w§;%>.

Comme “OTJ”JE € Vy, on a

Par conséquent,
Cllve — uoH%{l < J(ve) — J(up) < J(ue) — J(up) + Cse.

Par conséquent, v, converge vers ug dans H'(0,1). Comme v, = u. — u:(0) et u-(0) — 0, on a
bien ue — up dans H'(0,1).
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