Fichederappels: Espace Projectif

Exercice 1 SoientC = V(Y — X3) c C? (i.e C est égale au lieu des zéros du polyndéme
Y — X3)_etC c IP? la courbe projective correspondante. Quel est le polyn6onedgene qui
définitC ? Quels sont les points singuliers@&

Exercice 2 Trouver les points d’intersection daR$ des courbes suivantes (définies €dr
de coordonnéesy) :

1. lesdroitey=1ety=2.
2. la droitex = 0 et la parabolg = x2.

3. Les “cercles” de rayon 2 centrés respectivemeriteh0) et (1,0).

Exercice 3 On admet lethéoréme de Bézout“si C; et C, sont deux courbes dari&
de degrés respectify etd,, alorsC; NC, = d;.dz points comptés avec multiplicité.” En dé-
duire que le groupe des automorphismesPdeest isomorphe & PGB,C). Quels sont les
automorphismes d&? qui envoient la droite a I'infini sur I'axe deg et le point[1:0:  sur
[0:0:1] ? Quelle est 'image de la droite= a par un tel automorphisme ? Quelle est I'image
deV(x—y?) ?

Exercice 4 DansP? de coordonnées homogeéngs: Y : Z] on identifie le planC? de
coordonnées,y a la carteZ # 0. o
SoientC; = {y?> —x = 0}, C; = {xy— 1 = 0}, etCy, C, les courbes projectives correspon-
dantes.
1. Ecrire les équations homogénes qui définis6gret C, et détermine€, NC.
2. Soitp=1[0:0:1 etD = {Z = 0} la droite & I'infini. On considére I'application
frla:b:0]eD—[f1:f:fa €Cy

qui & tout poing € D associe le point d’intersection s avec la droite passant ppret
g.
Expliciter f1, fo et f3 et montrer qud est bijective.

3. Existe-t-il un automorphismeg de IP’(% tel queg(C_l) =D? (Si oui expliciterg, si non
donner un court argument).

4. Existe-t-il un automorphismg deIP’(% tel queg(C_l) =Cy? (Si oui expliciterg, si non
donner un court argument).



Exercice 5 Soit C = {y? = x*} C C?. On dit queC est unecubique cuspidale

1. Montrer que le poinp = (0,0) est I'unique point singulier d€, et dessiner 'allure de la
partie réelle de&.

2. En s’inspirant de I'exercice précédent, montrer que tggationTt par rapport g deC
vers une droite (ne passant pas ppest une bijection.

3. Choisir une droite, et écrire explicitement I'inversetde constater quet n'est pas un
isomorphisme.

Exercice 6 Soit f : x e C — (x3,X2,x) € C3. On noteC I'mage def, etC e IP3 la courbe
projective correspondante. On dit qdest unecubique gauche

1. Trouver deux polynémes de degr&2P, € C|x,y, 7] tel queC = {P, = P, = 0}.
2. Expliciter f : P — P3 tel quef (P!) =C.
3. Ecrire les polyndmes homogérRset P,, et montrer qué # {P, = P, = 0}.

4. Trouver un troisiéme polyndme quadratidRsetel queC = {P, = P, = P; = 0}.

Exercice 7 On considére I'application
0:[X:y:Z — [yz:xz:xy|

appeléeapplication quadratique standardQuel est le domaine de définition de? Montrer
gueo induit un isomorphisme entre deux ouverts de Zariski. Qsieliaverse des ? Exprimer
o dans la carte affine canonique (i.e. €lfr= {z# 0}). Quelle est 'image d’une droite par
(plusieurs cas a distinguer) ?

Exercice 8 Soit f : (x,y) € C% — (x,y,xy) € C3.

1. Expliciter I'applicationf : P! x P — P3 qui prolongef.

2. Montrer que 'image&sde f est une surface définie par une équation de degré 2.
3. Expliciter deux familles de droites daR3 qui soient contenues dafs
4

. Pouvez-vous trouver une surfacelf¥adéfinie par une équation de degré 2 qui ne soit pas
isomorphe @ x P! ?



