QUELQUES DEVELOPPEMENTS SUR LES GROUPES
STEPHANE LAMY

DiscLAIMER. Ce sont mes notes personnelles sur quelques uns des développements que j’ai vu
cette année lors des colles groupes (et deux en prime, isomorphismes exceptionnels et sous-
groupes finis de SO3(R), qu’il ne m’aurait pas déplu de voir...). J'indique des références, et ma
rédaction est souvent plus concise que la source originale (je vous laisse juger si je simplifie, ou
si j’introduis des erreurs). Les propositions de couplages en fin de fichier ne sont ni exhaustives,
ni & suivre les yeux fermés. Faites usage d’esprit critique!
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Simplicité de A,,. [RW10, p. 19], [Szp09, p. 267].

Lecons
e 101. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications

Plausible, mais pas avec la preuve de [RW10]. Il faut sans doute insister sur le fait qu’il y a
deux classes de conjugaison de 5-cycles dans As.

» 103. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications

Demande a étre bien vendu, car tel quel le développement consiste & montrer que A,, n’admet
aucun sous-groupe distingué, et il n’y a pas trace de quotient dans la preuve... Une solution :
modifier légerement pour obtenir un énoncé du type “voici les sous-groupes distingués propres
de S,,” (seulement A,, pour n > 5, et Vy, Ay dans le cas n =4)7

e 104. Groupes finis. Exemples et applications
e 105. Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications
» 108. Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications

a0
Théoréme. Le groupe alterné A, est simple pour tout n > 5.

Proposition. (1) Pour tout n > 3, les 3-cycles engendrent A, ;

(2) Pour tout n = 5, les 3-cycles sont deuz d deux conjugués dans A,.
Preuve. (1) Soit ¢ € A,. Comme S,, est engendré par les transpositions, on peut écrire o
comme la composée d’un nombre pair de transpositions. Reste & remarquer que le produit de

deux transpositions 7y, 7o peut également s’écrire a l’aide de 3-cycles : on distingue trois cas
suivant que les supports de 7, et 75 ont 2, 1 ou 0 éléments commun.

« (ij)(ij) = id;

« (i) (Gk) = (ijk);

o (i) (kL) = (i) (Gk) (i) (k) = (ijk) (kL)

(2) Soit (ijk) un 3-cycle, il existe une permutation o € S, telle que o(1) =4, 0(2) = j, 0(3) =
k. On peut de plus supposer o € A,,, quitte & remplacer o par oo (45). Alors (ijk) = 0(123)0~ 1,
ainsi tous les 3-cycles sont conjugués & (123) dans A,,, et donc également entre eux. O
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Preuve du théoréme. Soit H un sous-groupe normal de A,, que l'on suppose différent de {1}.
Gréace a la proposition, il suffit de montrer que H contient un 3-cycle. Soit h € H un élément
non trivial. Nous allons utiliser de fagon répétée l’observation que pour tout v € A,, on a
vhy~th~! € H. Le support de h est 'ensemble des i € {1,...,n} tel que h(i) # i; on peut
supposer que h a son support de cardinal m minimal parmi tous les éléments non triviaux de H.
Clairement m > 3, et il s’agit de montrer que m = 3. Raisonnons par l’absurde, et supposons
m > 4.

Sim =4, alors h = (ab)(cd) est une double transposition. Posons v = (cde), ot e & {a,b, ¢, d}.
alors on obtient la contradiction

yhy thTt = (ab)(de)(ab)(cd) = (edc) € H.

Si m = 5, alors h = (abede) est un 5-cycle. Cette fois on prend v = (cba), et on obtient la
contradiction

yhy th™t = (cba)(bed) = (acd) € H.
Enfin si m > 5, soit a dans le support de h, b = h(a), et ¢ distinct de a,b, h(b). Posons
~v = (abc), on a
f=~vhy th™! = (abe)(bh(c) h(b)) € H.

D’une part f(h(b)) = ¢ donc f # id, et le support de f est inclus dans I’ensemble & 5 éléments
{a,b,c,h(b),h(c)} ce qui contredit la minimalité de m. O

Remarques. C’est un classique, de niveau modeste mais convenable.

Si on le propose, il faut absolument faire aussi la preuve des deux points de la proposition (et
donc étre efficace dans la preuve du théoréme). Il y a beaucoup d’autres références, mais elles
sont souvent sur le schéma : preuve pour As, puis en déduire le cas général. Je trouve la preuve
du [RW10] plus rapide & exposer (mais elle ne convient pas pour la lecon 101. Groupe opérant
sur un ensemble. Exemples et applications ).

Il n’est pas utile (voire un peu ridicule) de dépenser la moindre seconde & expliquer ce qui se
passe pour n = 2 ou 3 (cela n’empéche pas d’y avoir réfléchi pour pouvoir répondre du tac au
tac a une éventuelle question sur ces cas triviaux).

Il est vivement conseillé d’avoir réfléchi au probleme qui se pose dans le cas n = 4 : connaitre
I'unique sous-groupe distingué propre de Ay, savoir si ¢’est aussi un sous-groupe distingué de
S4, avoir une interprétation géométrique de ces groupes (en termes d’isométries préservant un
tétraedre régulier, ou un cube, a votre gofit...)

Pour étoffer ses plans, on pourra également prendre conscience que la preuve de la plupart des
résultats de simplicité (4,, PSL,(K), SO3(R)...) suivent la méme stratégie (identifier des généra-
teurs privilégiés qui forment une classe de conjugaison, puis bricoler avec des commutateurs...) :
voir [Per96, bas p. 28].

Une alternative plus (trop ?7) ambitieuse consiste & montrer que tout groupe simple d’ordre
60 est isomorphe & As (repose sur les théorémes de Sylow), ou encore a établir certains isomor-
phismes exceptionnels comme PSLg(F4) ~ PSLy(F5) ~ As.

Automorphismes du groupe symétrique. [Per96, p. 30|, [Szp09, p. 270] (copie de Perrin)

Lecons :

e 101. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications
e 104. Groupes finis. Exemples et applications

» 105. Groupe des permutations d'un ensemble fini. Applications

e 108. Exemples de parties génératrices d’'un groupe. Applications
La preuve est une illustration du fait que pour comprendre un morphisme de groupe, il suffit
de comprendre I'image des générateurs (ici les transpositions pour S,,).
[}

On s’intéresse aux automorphismes du groupe symétrique S,, pour les cas non triviaux n > 3.
Dans ce cas le centre de S, est réduit a {id}, et donc S,, agit fidélement sur lui-méme par
conjugaison. Autrement dit le groupe Int(S,,) des automorphismes intérieurs de S, est isomorphe
a Sp. On montre que sauf dans le cas exceptionnel n = 6 les automorphismes intérieurs sont les
seuls automorphismes. En complément on exhibe un automorphisme non intérieur de Sg.

Théoréme. Soitn > 3, n # 6. Alors
Aut(S,,) = Int(S,) ~ S,.
Lemme. Soit ¢ € Aut(S,) qui envoie transpositions sur transpositions. Alors ¢ € Int(S,,).

Preuve. Les transpositions de la forme (14), i = 2,...,n, engendrent S,,. Notons 7; = ¢(11), et
remarquons que pour ¢ # j, 7; et 7; ne commutent pas puisque (17) et (1j) ne commutent pas.
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On en déduit que les transpositions 7; et 7; ont exactement un élément en commun dans leur
support. Posons

T = (1 a2), 3= (a10a3),
et montrons que pour tout k > 4, on a 73, = (ay ;) pour un certain ay € {1,...,n}. En effet si
a1 n’est pas dans le support de 7, on aurait 7, = (a2 ag) et donc

ToTk = (g az), T3 = (1 a3 Q2)
sont inverses I'un de ’autre, ce qui n’est pas compatible avec
(12)(1k) = (21k) qui n’est pas linverse de (13)(1k) = (31k).

Finalement «a: k — ay, est un élément de S,,. Comme 'automorphisme ¢ et la conjugaison par
« coincident sur les générateurs (14) de Sy, ils coincident sur S,, tout entier. O

Preuve du théoréme. Soit ¢ un automorphisme non intérieur de S,,. On veut montrer que n = 6.
Par le lemme, il existe 7 une transposition tel que ¢(7) n’est pas une transposition. Comme ¢(7)
est d’ordre 2, c’est donc un produit de k > 2 transpositions a supports disjoints. Notons que le
centralisateur C'(7) de la transposition 7 est le produit direct de Z/2Z (engendré par 7) et de
Sn—2 (correspondant aux permutations de support disjoint de celui de 7). En particulier on a un
morphisme surjectif et de noyau Z/2Z

Y: C(1) = Sp—a.

Maintenant considérons H le centralisateur de (1), qui est isomorphe a C(7) via ¢. Chacune des
transpositions de la décomposition de ¢(7) commute avec ¢(7), donc H contient un sous-groupe
N isomorphe & (Z/27)%. De plus N est distingué dans H, car c’est le noyau du morphisme
H — Sj qui & un élément de H associe la permutation induite sur les k transpositions de la
décomposition de ¢(7).

Donc C(7), qui est isomorphe & H, contient un sous-groupe distingué N’ isomorphe & (Z/27Z)*.
En transportant par @ on obtient que S,,_s contient un sous-groupe distingué isomorphe a
(Z)27Z)* ou (Z/27Z)k=1 (suivant si 7 est dans N’ ou non). Mais on connait les sous-groupes
distingués de S,, (pour n > 1) : il n’y a que {id}, A, et S,, sauf dans le cas Sy ot il faut rajouter
Vi =~ (Z/27)? a la liste. On a donc deux possibilités :

e n =4, car Sy ~ 7/27 peut alors correspondre au (Z/27)*~! avec k = 2;
e n =6, car Sy contient Vy ~ (Z/27)2.
Montrons que n = 4 est impossible : le centralisateur d’une transposition dans Sy est de cardinal 4

(c’est le groupe Vy), alors que le centralisateur d’une double transposition est de cardinal 8 (divise
strictement 24, et multiple strict de 4 car V, est dedans mais aussi au moins un 4-cycle). (Il

En complément, on peut s’employer a exhiber un automorphisme extérieur de Sg. Une jolie
fagon est d’utiliser (sans avoir & le dire explicitement d’ailleurs) I'isomorphisme PGLg(F5) ~ S;.
[CG14, p. 244 et D.12 p. 289], voir également D.11 p. 289, et C.22 p. 73...

o PGLy(F5) agit transitivement sur les 6 droites du plan (F5)? (autrement dit sur la droite
projective P(F5)) ;

o On en déduit l'existence de H C Sg d’indice 6 qui agit transitivement sur {1,2,3,4,5,6};

o H est d’indice 6, donc I'action a gauche de Sg sur les classes a gauche fournit un morphisme
¥: S¢ = S, qui est un isomorphisme (le noyau de 1 est clairement contenu dans H, donc est
trivial étant donné la rareté des sous-groupes distingués dans S,...) ;

o Y(H) fixe H donc n’agit pas transitivement, en particulier ¢ n’est pas intérieur.

On peut si on veut formaliser le raisonnement dans ’énoncé suivant (dont les hypothéses ne
sont jamais vérifiées quand n # 6...)

Lemme. Soitn > 5 (les cas n < 4 se traitent d la main, de fagon différente). Si H C S,, est un
sous-groupe d’indice n agissant transitivement sur {1,...,n}, alors le morphisme ¢ : S,, — Sy,
associé d laction de S, sur les classes a gauche de S, modulo H est un automorphisme non
intérieur.

Preuve. Le noyau de v est clairement contenu dans H, donc est trivial étant donné la rareté des
sous-groupes distingués dans S,,. D’autre part ¢(H) fixe H donc n’agit pas transitivement, en
particulier v n’est pas intérieur. (I

Isomorphisme exceptionnel SU; /{+1} ~ SO3. [CG13, p. 233 et p. 243], [Szp09, p. 780]

Lecons :
e 101. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications

e 106. Groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E).
Applications
Le développement connecte deux exemples respectivement sur C et sur R
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« 108. Exemples de parties génératrices d’'un groupe. Applications
En insistant sur le fait que les retournements engendrent SOs...

e 154. Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications

Peut-étre un peu limite, mais on utilise le fait qu’une isométrie qui préserve un sous-espace
préserve aussi son orthogonal.

+ 160. Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel euclidien (de dimension finie)
e 161. Distances et isométries d’un espace affine euclidien

» 170. Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie.
Applications

Le produit scalaire sur R? s’obtient comme restriction de la norme sur les quaternions, qui
est bien une forme quadratique. Illustre aussi le fait que sur des matrices 2 x 2 le déterminant
fournit une forme quadratique intéressante...

o 171. Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications

o 182. Applications des nombres complexes & la géométrie.

Peut-étre encore mieux avec la preuve via la projection stéréographique [CG13, p. 243], ot des
homographies apparaissent (mais le mot homographie a disparu en 2015 du titre de la lecon).

» 183. Utilisation des groupes en géométrie

(@}
Théoréme. [l existe un isomorphisme explicite SUs /{£id} ~ SOs3.

Preuve via les quaternions [CG13, p. 233]. On va construire un morphisme depuis le groupe spé-
cial unitaire SUs vers le groupe orthogonal Os, puis montrer que son noyau est {xid} et son
image SOj3, ce qui donnera le résultat par le théoréeme d’isomorphisme :

SU2 e SOg C 03

| =

SU, /{+id}

Pour construire ce morphisme on utilise les quaternions, et plus précisément leur écriture matri-
cielle :

H = {(2 _ab> € My(C); mbeC}.

En particulier H est un R-espace vectoriel de dimension 4, et la base canonique correspond aux
matrices

(10 i 0 0 —1 0 i
e U R I e ) )

Le déterminant correspond & la norme (au carré) N (h) = hh, et donc au produit scalaire standard
sur R*. Du point de vue matriciel h correspond & la transposée conjuguée. Le groupe SU,
correspond 4 la sphére unité S3 dans H ~ R* :
—b
SU; = {((bl i ) € M3 (C); |af* + b = 1} )

On identifie R? & I'espace I des quaternions “imaginaires purs” (c’est-a-dire a est imaginaire pur).
On fait agir SUy sur H par conjugaison. La conjugaison préserve le déterminant, donc la norme
euclidienne (on peut aussi utiliser directement que N(hh') = N(h)N(h')). Le centre R est stable,
donc également son orthogonal I, et on obtient une action :

SUy xI — 1
h,u > huh™!

Cette action correspond a un morphisme ¢: SUs — SOz (a priori on arrive dans Oz, mais
comme de plus SU;, est connexe on arrive bien dans la composante connexe de Iidentité SO3).
Le noyau de ce morphisme est constitué de matrices commutant avec I, J et K, et correspond
donc & lintersection du centre de H (les quaternions réels) avec la sphére unité, on obtient donc
ker ¢ = {£id}. Reste & montrer la surjectivité de ¢ pour obtenir I'isomorphisme par passage au
quotient. Il suffit de montrer que tout retournement est dans I'image (car les retournements, c¢’est-
a-dire les rotations d’angle 7, engendrent SO3). Pour chaque h € S? N1 ~ S2, on peut considérer
dune part le retournement rj, de I = R? d’axe Rh, et d’autre part la rotation ¢(h) (dont on sait
déja qu’elle est non-triviale). Montrons que rj, = @(h). Clairement p(h)(h) = hhh=! = h, il reste
donc & voir que ¢(h)(u) = —u pour tout u € ht. Or u € h* équivaut & la condition uh + hii = 0,
car la forme bilinéaire symétrique associée & la norme N(h) = hh est (h,h') = L(hh' + W'h).
Comme u, h € I, cela donne —uh — hu = 0, ou encore huh™! = —u comme attendu.
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NB (fin alternative) : au lieu des 4 derniéres lignes on peut montrer que la rotation ¢(h) est une
involution en remarquant que ¢(h)? = ¢(h?) et que h? = (—h)(—h) = —hh = —id € kerp. O

Lemme. Les retournements engendrent SOs.

Preuve express (faire un dessin!). Soit D une droite vectorielle de R?, et § un angle. Considérons
H le plan orthogonal & D, et Dy, Dy C H deux droites formant un angle /2. Alors la composée
des retournements d’axe Dy et Dy est une rotation d’angle 6 et d’axe D : en effet D est fixe, et
en restriction a H on a la composée de deux symétries axiales, c’est-a-dire une rotation. O

Caractéres et sous-groupes normaux de 5S4, isométries et coloriages du cube. [CG13,
p. 364], [Szp09, p. 422], [Ale99]. Pour la partie “représentation” : [CG14, F. 18 p. 490, p. 523 entre
autres|, [RW10, p. 55, exo 1.1.51 p. 70, p. 534], [Pey04, p. 229-232]. Pour la partie “coloriage” :
[CG13, Exercice C.6 p.375].

Il y a pleins de fagons de traiter ¢a (avec ou sans représentations), donc bien expliciter lors de
la défense du plan ce qu’on va faire :

Exemple 1: “Je vais montrer que le groupe des rotations préservant un cube est isomorphe
a Sy, puis a l'aide de la formule de Burside je vais dénombrer les coloriages d’un cube avec c
couleurs.”

Exemple 2: “Je vais dresser la liste des classes de conjugaison de S en donnant leur interpré-
tation comme isométries du cube, dresser la table des caracteéres de Sy en utilisant des résultats
mentionnés dans le plan, et illustrer le fait que la table des caracteres permet de retrouver tous
les sous-groupes distingués propres (ici V4 et A4 dans Sy).”

Lecons :

e 101. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications

Pas ma préférée sur cette lecon, mais ¢a semble quand méme coller (on fait agir Sy sur les
grandes diagonales du cubes, et les représentations sont bien stir aussi des actions...).

» 103. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications

Si on montre comment retrouver A4 ou V; géométriquement, et/ou si on illustre comment
trouver les sous-groupes distingués d’un groupe a partir de la table des caracteres.

e 104. Groupes finis. Exemples et applications

» 105. Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications

« 107. Représentations et caracteres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples

« 183. Utilisation des groupes en géométrie

e 190. Méthodes combinatoires, problemes de dénombrements

En ne parlant pas de représentation, mais en incluant le dénombrement des coloriages d’un
cube.

Isomorphisme:

Théoréme ([CG13, p. 364]). Le groupe Isom™ (cube) des rotations de R3 préservant un cube est
isomorphe au groupe symétrique Sy.

Preuve. Les quatres diagonales du cube sont caractérisées comme les couples de sommets réali-
sant la distance maximale entre deux sommets. On déduit que le groupe Isom™ (cube) agit sur
Pensemble {D1, Dy, D3, D4} des grandes diagonales, ce qui donne un morphisme

Isom ™ (cube) — Sy
f—o

tel que f(D;) = Dgy(;y pour tout 1 <i < 4.

Montrons que ce morphisme est injectif. Pour cela, on utilise plusieurs fois la remarque sui-
vante : si une isométrie f fixe trois sommets du cube qui sont deux & deux non opposés, alors
g = id (car ces sommets forment une base de ’espace vectoriel d’origine le centre du cube). Sup-
posons que f préserve chaque diagonale D;. D’abord f ne peut pas échanger les deux sommets
de chaque diagonale, car sinon f = —id par la remarque précédente appliquée a —id o f. Donc
il existe deux sommets d’une grande diagonale, disons A; et A} dans Dj, qui sont fixés par f.
Mais pour chaque autre diagonale D;, les sommets A; et A’ ne sont pas équidistants de A, donc
fixés également, et finalement f fixe tous les sommets donc f = id.

Finalement on montre que le morphisme est surjectif. Il suffit de montrer que les six transposi-
tions de Sy sont dans I'image, puisque les transpositions engendrent Sy. Mais on vérifie (dessin!)
que les transpositions correspondent aux images des rotations d’angle m et d’axe passant par les
milieux d’arétes opposées. ([
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Remarque. On pourrait aussi montrer d’abord que Isom™ (cube) et Sy sont de méme cardinal 24,
et on peut alors se contenter de montrer I'injectivité OU la surjectivité dans la preuve précédente.
Le dénombrement se fait en termes de “drapeaux” du cube, voir [Szp09, p.414]. C’est aussi
Poccasion de méditer sur la définition de polyedre régulier (celle proposée dans [CG13, p.358] est
erronée! On ne veut pas inclure le “dé a 10 faces” par exemple...).

Coloriage:
Par coloriage d’'un cube on entend le choix d’une couleur pour chaque face, et deux cubes
coloriés sont considérés identiques s’ils different par une rotation.

Théoréme ([CG13, Exercice C.6 p.375]). Le nombre de fagons de colorier un cube avec au plus
¢ couleurs est
S+ 3ct 4 12¢3 + 8¢2
24
Preuve. Avant l'identification par rotation, il y a ¢® coloriages possibles. On fait agir le groupe
Sy des rotations du cube sur I’ensemble X de ces c® coloriages, et il s’agit de compter le nombre
n d’orbites. La formule de Burnside dit que n est la moyenne du nombre de points fixes :

n= 2—14 Z fFix(g).

gESy

On estime # Fix(g) pour chaque type de permutation :
« g =id : Fix(g) = X, de cardinal c°.

« g une rotation d’ordre 2 d’axe passant par milieux d’arétes, (il y en a 6), § Fix(g) = ¢?.

« g une rotation d’ordre 3 (il y en a 8), # Fix(g) = 2.

« g une rotation d’ordre 4 (il y en a 6), # Fix(g) = 3.

« g une rotation d’ordre 2 d’axe passant par milieux de faces (il y en a 3), § Fix(g) = c*.

O

Remarque. On peut vérifier que pour ¢ = 2 on trouve 10 coloriages possibles, que 'on peut
facilement énumérer.

Table de caractéres: [CG14, F. 18 p. 490, p. 523 entre autres]

Il'y a 5 classes de conjugaison dans le groupe Sy, voici leur interprétation (faire des dessins!)

en termes d’isométries directes préservant un cube (I'action sur les 4 grandes diagonales permet
l’identification avec Sy), ainsi que leur cardinal :

e Classe du neutre, cardinal 1.

o Classe des transpositions, rotations d’angle m d’axe passant par les milieux de deux arétes
opposées, cardinal 6.

« Classe des 3-cycles, rotations d’angle £27/3 d’axe passant par deux sommets opposés, car-
dinal 8.

o Classe des 4-cycles, rotations d’angle +7/2 d’axe passant par les milieux de faces opposées,
cardinal 6.

o Classe des double transposition, carré des précédentes (rotation d’angle © d’axe passant par
les milieux de faces opposées), cardinal 3.

La théorie générale nous dit donc qu’il y a 5 représentations irréductibles pour Sy, les voici
ainsi que leurs caracteres.

o La représentation triviale;

o La représentation signature ¢ ;

o La représentation de degré 3 provenant de la représentation par permutation de Sy sur C*,
modulo la droite invariante ;

o La méme, tordue par la signature (justifier 'irréductibilité!) ;
o La représentation de degré 2 provenant de la représentation par permutation de Ss3, via le
morphisme Sy — S3 (S4 agit sur les paires de faces opposées du cube...)

1 1 1 1 1 1
€ 1 -1 1 -1 1
perm 3 1 0 -1 -1
e@perm || 3 —1 0 1 -1
via S 2 0 -1 0 2

La deuxiéme et cinquiéme ligne donnent des sous-groupes distingués non triviaux, respective-
ment Ay et V.
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Théoréme de Frobenius-Zolotarev. [BMP05, p. 251]

Un développement qui a été mis a toutes les sauces par des générations d’agrégatifs... Ce qui
me géne un peu c’est que ¢a ressemble un peu & un exercice de style gratuit, je ne vois pas trop a
quel probleme naturel ¢a répond. Connaitre ’application au calcul de la signature du Frobenius
permet d’avoir quelque chose a dire en ce sens. Mais bon, certains ’ont exposé avant vous avec
succes, donc pourquoi pas, en restant raisonnable dans les couplages.

Lecons :

» 103. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications

Insister sur le lemme qui est une illustration du théoréme de factorisation G/ker¢ ~ Imp
(passage au quotient).

e 104. Groupes finis. Exemples et applications

Bon, mais ¢a n’illustre quand méme pas beaucoup les techniques propres aux groupes finis...

e 105. Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications

« 106. Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E).
Applications

» 108. Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications

Un peu limite, il faut orienter la présentation du développement en insistant sur le fait qu’on
utilise (plusieurs fois) que K* est cyclique, et qu’on utilise au passage que les transvections
engendre SL,,...

e 121. Nombres premiers. Applications

Bon, mais ¢a n’illustre pas grand chose sur les nombres premiers non plus...

e 123. Corps finis. Applications

e Vouloir caser ¢a dans 152. Déterminant. Exemples et applications me parait pousser le
bouchon un peu loin... Si on insiste, préparer sa défense avec un soin particulier...

Si p est un nombre premier, on note F,» le corps & p™ éléments. Si u € GL(V), ou V est
un Fy-espace vectoriel de dimension finie, on peut voir u comme une permutation de I’ensemble
fini des vecteurs de V, et donc parler de la signature de u. Rappelons enfin que pour a € Z, le
symbole de Legendre (%) vaut 0 si pla, +1 si a est un carré non nul modulo p, et —1 sinon. En
fait on a la caractérisation suivante :

Proposition. Soit p > 3 un nombre premier. L unique morphisme de groupes non trivial de F,
vers {—1,+1} est donné par le symbole de Legendre.

Preuve. Si a est un générateur du groupe cyclique F; d’ordre pair p — 1, alors (%) =1 ssi

b= a** = (a*)? pour un certain k. O

Théoréme (Frobenius-Zolotarev). Soit p > 3 un nombre premier, V. un espace vectoriel de
dimension finie sur IF,, et u € GL(V). Alors
det(u))

sgn(u) =
e
Lemme. Le groupe SL(V) est le groupe dérivé de GL(V). En particulier, si A est un groupe

abélien et p: GL(V) — A est un morphisme de groupes, alors SL(V) C ker ¢.

Preuve. On utilise le fait que SL(V) est engendré par les transvections. Les transvections sont 2
a 2 conjuguées (dans GL(V)). Si t est une transvection, alors 2 est encore une transvection (car
p > 3), il existe donc u € GL(V) tel que t? = utu™!, et donc t = utu=1¢~! est un commutateur.
Ainsi le groupe dérivée contient SL(V'), et I'autre inclusion est claire. g

Lemme. Soit a: GL(V) — A un morphisme de groupes de GL(V') vers un groupe abélien A.
Alors il existe un unique f: ¥, — A tel que a = fodet.

Preuve. Le théoréme de factorisation donne un isomorphisme entre GL(V))/SL(V) et Fy, et un
unique morphisme a@: GL(V)/SL(V) — A faisant commuter le diagramme :

F; 49— GL(V) —2— A

|

GL(V)/SL(V)

R

O

Preuve du théoréme. On applique le lemme au morphisme signature sgn: GL(V) — {—1,+1}.
Il existe donc f: Fy — {—1,+1} tel que pour tout u € GL(V')

sgn(u) = f(det(u)).
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Il reste a voir que f est le symbole de Legendre, ce qui par la proposition revient a voir que f est
non trivial. Il suffit de trouver u tel que sgn(u) = —1. Pour cela, considérons V' comme le corps
Fy, pour ¢ = p® ot d est la dimension de V' comme Fp-espace vectoriel. Le groupe multiplicatif
[y est cyclique, soit  un générateur. Alors la multiplication par x fixe 0 et induit un (g —1)-cycle
sur les vecteurs non nul de V = F,, ainsi sa signature est (—1)772 = —1. O

Complément :

Théoréme (Base normale sur un corps fini). Soit p un nombre premier et ¢ = p® pour un certain
d > 2. Alors il existe a € F, tel que o, a?, apz, . ,ozpdf1 soit une base de I, comme [F),-espace
vectoriel. En particulier dans cette base l’automorphisme de Frobenius est cyclique.

Preuve. On note F': x — zP 'automorphisme de Frobenius sur F,. Son polynéme minimal est
X? — 1. On sait qu'il existe a € F, dont le polynéme minimal ponctuel est égal au polynéme
minimal . Un tel élément « convient. U

Remarque : dans le théoréeme on ne peut pas prendre n’importe quel « tel que F, = F,[a],

par exemple Fig = Fo[X]/(X* + X + 1), mais si a est une racine de X* + X + 1, on constate

que o — a* = a? — o, donc les itérés de a sous 'action du Frobenius ne forment pas une base.

Théoréme de Wedderburn. [Per96, p. 82], [RW10, p. 101], [AZ10, Chapter 6].

Lecons :
e 101. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications

e 102. Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de I'unité. Ap-
plications

e 104. Groupes finis. Exemples et applications

A défendre, il me semble que dans un cours sur les groupes finis la preuve s’insérerait bien
apres avoir montré qu’'un sous-groupe fini de k* est cyclique, et que tout p-groupe a un centre
non trivial.

e 123. Corps finis. Applications

« 151. Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications

En insistant sur le fait que tout 'argument tourne autour de calculs de dimension d’espaces
vectoriels sur le centre Z...

(& )]

On commence par un rappel sur les polynomes cyclotomiques. Soit U}, I’ensemble des racines
primitive niémes de I'unité, et

on(X) = H X -«

aclU/,
le nieme polynéme cyclotomique.

Lemme. Pour toutn > 1, p,(X) € Z[X].

Preuve. Pour n =1 on a ¢1(X) = X — 1, and on procede ensuite par récurrence. Puisque

X'=1=| [ waX)]eu(x)
d|n,d#n

on obtient le résultat, en constatant que ¢, (X) est le quotient de X™ —1 par le polynéme unitaire
[Lajn,azn £a(X) € Z[X]. O
Lemme. Soit g,n > d des entiers positifs. Alors ¢¢ — 1| q" — 1 implique d | n.

Preuve. Le cas n = d étant clair, supposons n > d et procédons par récurrence sur n. Si ¢¢ — 1 |
q" — 1 alors on a aussi

¢ —11¢"—1-(¢"-1)=q¢"—¢"=¢"(¢"" - 1).

Comme ¢¢ et ¢ — 1 sont premiers entre eux, on obtient ¢ — 1 | ¢"~¢ — 1, et on conclut par

hypothese de récurrence. O
Lemme. Sid|n, d#n, alors ¢,(X) | % En particulier, pour tout entier q, vn(q) | Z;Li

Preuve. Par définition

X" —1= ] em(X) et X =1 =] em(X),

m|n m|d
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donc X1
Xd__l = II ¢m(xj
m|n,m{d

est un multiple de ¢, (X). O
Théoréme. Tout corps fini est commutatif

Preuve. Par 'absurde, supposons qu’il existe un corps fini non commutatif K. On peut supposer

K de cardinal minimal pour cette propriété. Le centre Z de K est un sous-corps commutatif

d’un certain cardinal ¢ > 2, et K est un Z-espace vectoriel d’une certaine dimension n > 2.
Considérons le groupe multiplicatif K*. Son centre est Z*. Pour z € K* ~ Z*, on consideére

C,={y € K"; yr = zy}.
C’est un sous-corps de K distinct de K, donc commutatif par minimalité de K. Le cardinal de
la classe de conjugaison de x dans K* est lindice [K* : CZ], car C* est le stabilisateur de x
pour l'action de K* sur lui-méme par conjugaison. En notant S un systeme de représentants

des classes de conjugaisons non ponctuelles de K*, et n, la dimension de C, comme Z-espace
vectoriel, on écrit I’équation aux classes :

zeS z€S
Comme on a une tour d’extensions Z C C, C K, on en déduit que ¢"* — 1 divise strictement
q"™ — 1, et donc par le deuxiéme lemme que n, divise strictement n.
Enfin par le troisieme lemme entier ¢, (¢) divise chaque terme de la somme »°_ ¢ (;{T:ll,
également ¢" — 1, donc @, (q) divise ¢ — 1. C’est la contradiction attendue, car comme n > 2,

en(a) = lon(@) = ] la— e

aeU],

et

est un produit de termes tous strictement plus grands que ¢ — 1. ([

Remarque. La terminologie moderne est plutdt de réserver le mot “corps” a une situation
commutative, et d’appeler “algeébre & division” un anneau (éventuellement non commutatif) dont
tout élément non nul est inversible.

Dans ce cas, le théoreme de Wedderburn devient : “Toute algebre a division finie est un corps”.

Groupes d’ordre pq. [RW10, p. 24], [Gou09, probléme 9 2) p. 41].

Lecons :

« 103. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications
e 104. Groupes finis. Exemples et applications

e 121. Nombres premiers. Applications

o Il me semble par contre fort douteux de chercher a placer ¢a dans “Anneau Z/nZ”, vu qu’il
n’y pas 'ombre d’un anneau dans ce développement...

[&w)

Version sans Sylow : [Gou09], mais j’inverse les roles de p et ¢ pour pouvoir comparer avec
[RW10].

Lemme. Soit G un groupe tel que G/Z(G) soit monogéne. Alors G est abélien (et en particulier
le groupe monogéne G/Z(G) était en fait trivial).

Preuve. Par hypothése, il existe a € G dont la classe a € G/Z(G) engendre G/Z(G). Tout
élément de G peut alors s’écrire a*h avec k € Z et h € Z(G). Or a commute avec tout élément
de la forme a*h, et donc a € Z(G), et G/Z(G) est trivial. O

Théoréme. Soit p > q deux nombres premiers, et G un groupe non abélien d’ordre pq. Alors
G est de centre trivial, admet un unique groupe K d’ordre p, q divise p — 1 et G est un produit
semi-direct G = K x H avec H cyclique d’ordre q.

Preuve. Si le centre de G n’est pas trivial, il est d’ordre p ou g puisque G est non abélien. Mais
alors le quotient G/Z(G) serait cyclique d’ordre ¢ ou p, c’est impossible par le lemme.

Supposons maintenant que G n’admette aucun sous-groupe d’ordre p, et considérons ’action
de G sur lui-méme par conjugaison. La seule orbite singleton est celle du neutre (car le centre
est trivial), et chaque orbite non réduite a un singleton est d’ordre p, associée a un stabilisateur
d’ordre g. Si on note k£ > 0 le nombre de telles orbites, on obtient

|G| =pg=1+kp

ce qui donne une contradiction apres réduction modulo p. De la méme maniere, on montre que
G admet au moins un sous-groupe H d’ordre q.
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S’il existe K7, Ky deux sous-groupes distincts d’ordre p, alors par Lagrange K1 N Ko = {1} et
donc on obtient une injection (ensembliste, pas un morphisme) K; x K2 — G, ce qui contredit
p>4q.

Finalement il existe un unique sous-groupe K d’ordre p, donc K est distingué dans G, et il
existe (au moins) un sous-groupe H d’ordre ¢, ce qui donne la structure de produit semi-direct
attendu (H N K = {1} a nouveau par Lagrange).

Pour tout h € H \ {1}, h ne commute pas avec tous les éléments de K car sinon comme
h engendre le groupe cyclique H on aurait G = H x K abélien. Donc H agit fidelement par
conjugaison sur K, autrement dit H s’injecte dans le groupe Aut(K) ~ Aut(Z/pZ) ~ (Z/pZ)*
qui est d’ordre p — 1. Par Lagrange, on conclut que ¢ divise p — 1. (I

Complément : on peut réaliser un groupe non-abélien d’ordre pg comme un groupe de matrice
2 x 2 & coefficients Z/pZ. On sait que [} est cyclique d’ordre p — 1, et comme ¢ divise p — 1 par
hypothese, il existe un sous-groupe 7" d’ordre ¢ dans [, : écrire Fy, = (a), et poser T' = (a*) oun
kq =p — 1 Alors le groupe d’ordre pq recherché est

a b
{(0 1) 1eT,be]Fp}

et les sous-groupes d’ordre p et ¢ du produit semi-direct sont

10 a 0
K{(O 1>b€IFp} H{(O 1>a€T}
Version avec Sylow :

Théoréme. Soient p > q deux nombres premiers.
(1) Sip#£1 mod q, alors Z/pqZ est Uunique groupe d’ordre pq, & isomorphisme prés;

(2) Sip =1 modgq, il y a un unique (da isomorphisme prés) autre groupe d’ordre pq, a
isomorphisme prés, qui est un produit semi-direct Z/pZ X 7./ qZ.

Pour la preuve on va utiliser les théorémes de Sylow :

Proposition (Sylow). Soit G un groupe fini et p un nombre premier.
(1) Le nombre de p-Sylow est congru & 1 modulo p, et divise m, ot |G| = p"m avecpAm =1;

(2) Les p-Sylow sont deuz ¢ deuz conjugués dans G.

Preuve du théoréme. Soit G un groupe d’ordre pgq, et soit P un p-Sylow de G, et () un ¢g-Sylow
de G. Le nombre de p-Sylow divise ¢ et est congru a 1 modulo p, donc comme p > ¢ on en déduit
que P est 'unique p-Sylow de G, en particulier P est distingué dans G.

Comme |P|=pet |Q=qona PNQ = {1} et en particulier 'application (z,y) € P x Q —
xy € G est injective, donc surjective. Ainsi G est un produit semi-direct Z/pZ X, Z/qZ, ou
p: Z/qZ — Aut(Z/pZ) correspond & laction par conjugaison de @ sur P. Observons que le
cardinal de I'image de ¢ doit diviser ¢ et p — 1. Il y a donc deux cas possibles : ou bien ¢ est
trivial et G est le produit direct de P et @), ou bien ¢ est d’image de cardinal ¢, ce qui n’est
possible que si ¢ divise p — 1, ou autrement dit p =1 mod gq.

Dans ce dernier cas, ¢ est déterminé par le choix d’un élément d’ordre ¢ dans Aut(Z/pZ)
(image de 1 € Z/qZ). Or Aut(Z/pZ) est cyclique d’ordre p—1, donc contient exactement un sous-
groupe d’ordre g. Pour chaque élément v d’ordre ¢, on a un morphisme ¢: Z/qZ — Aut(Z/pZ)
tel que lautomorphisme (1) soit ¢(1): k € Z/pZ — uk € Z/pZ. Si v’ est un autre élément
d’ordre ¢, comme (u) = (u') il existe h € N tel que v’ = u”. Donc en posant o € Aut(Z/qZ)
I’automorphisme qui envoie 1 sur h, le morphisme ¢’ associé a u’ est égal a p o a et on peut
appliquer le lemme ci-dessous pour conclure que les produits semi-directs correspondants sont
isomorphes. (I

On a utilisé le lemme
Lemme. Considérons un diagramme commutatif, ou oo € Aut(H) :
H = H

Aut(N)

Alors id X « est un isomorphisme entre les produits semi-directs N Xgoq H et N X, H.

Isomorphismes exceptionnels. [CG13, p.257], [Per96, 106].

Lecons :
e 101. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications
» 103. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications

e 104. Groupes finis. Exemples et applications



QUELQUES DEVELOPPEMENTS SUR LES GROUPES 11

« 105. Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications

» 106. Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E).
Applications
Théoréme. On a les isomorphismes (les deux derniers concernent des groupes simples)

(i) PSLy(Fq) ~ S5 ;

(ii) PSLy(F3) ~ Ay ;

(7i1) PSLo(Fy) ~ As ;

(iv) PSLy(F5) ~ As.

Preuve. On fait agir PGLy(F,) sur les droites vectorielles de (Fy)2. Ily a ¢+ 1 telles droites, on
obtient dont un morphisme (injectif)

PGL2 (]Fq) — Squl.

D’autre part le cardinal de PGLy(F,) est (¢2 — 1)(¢® — q)/(q — 1) = q(¢® — 1), et c’est aussi le
cardinal de SLy(Fy). Si carFy # 2, on a PSLy(F,) d’indice 2 dans PGL(FF,). On applique ces
remarques a chacun des cas ¢ = 2,3,4,5 :

(Z) On a PG‘L2 (Fg) = GLQ (]Fg) = SLQ(FQ) = PSLQ (]FQ), de cardinal 6.

(#i) On trouve |PGLy(F3)| = 24, donc PGLy(F3) ~ Sy, et comme Ay est le seul sous-groupe
d’indice 2 dans Sy : PSLa(F3) ~ Ajy.

(#4i) On trouve | PGL2(F4)| = | PSLa(F4)| = 60, et comme Aj est le seul sous-groupe d’indice
2 dans 55 : PSLQ(]F4) ~ A5.

(iv) On trouve | PGLy(F5)| = 120, donc PGLy(F5) s’identifie & un sous-groupe d’indice 6 de
Se. Par le lemme ci-dessous on en déduit PGLy(F5) ~ S5, et comme précédemment, PSLa(F5)
étant d’indice 2 dans PGLy(F5), il est isomorphe a As. O

Lemme ([Per96, p.30]). Tout sous-groupe H d’indice n dans S, est isomorphe a Sp_1.

Preuve. Pour n = 2, 3,4, ca se vérifie directement. Pour n > 5, on considére 1’action par trans-
lation de S,, sur les classes & gauche S,,/H :

o-vH = (o7)H.

On obtient ainsi un morphisme ¢ de S,, dans S,,. Le noyau est un sous-groupe distingué de S,
d’indice au moins n (car contenu dans H), or les seuls sous-groupes distingué de S, pour n > 5,
sont S, A, et le groupe trivial. Ainsi ¢ est injectif, donc un isomorphisme. Comme H est le
stabilisateur de la classe idH, on a ¢(H) C S, stabilisateur d’un point : ainsi ¢(H) est isomorphe
aS,_1. O

Sous-groupes finis de SO3(R). [CG14, chap. IX], [Szp09, p. 434]

Ne pas chercher a traiter tous les cas de facon exhaustive. Faire des choix, et montrer qu’on
sait faire plus en réaction aux questions du jury...
Lecons :

e 101. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications

e 104. Groupes finis. Exemples et applications

Dire que pour un groupe quelconque (méme infini), une question naturelle est toujours de
classifier les sous-groupes finis...

 160. Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie) ??
e 161. Distances et isométries d’un espace affine euclidien
» 183. Utilisation des groupes en géométrie
Classifier ces sous-groupes finis revient a classifier les solides platoniciens...
e 190. Méthodes combinatoires, problemes de dénombrements
Théoréme. Tout sous-groupe fini de SO3(R) est isomorphe & Z/nZ, Day,, A4, Sy ou As.
On utilisera les deux lemmes (& mettre dans le plan, et & savoir montrer!) :

Lemme. Tout sous-groupe fini de SO2(R) est cyclique.

Lemme (Burnside). Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble X fini. Alors le nombre k
d’orbites est donné par la formule

1 .
k= @EG:\FIX(QN
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Soit G C SO3(R) un sous-groupe fini d’ordre n. A tout élément de G distinct de l'identité
on associe deux poles, qui par définition sont 'intersection de I’axe de la rotation avec la sphere
unité de R3. Le groupe G agit sur 'ensemble X des pdles des éléments de G, qui est fini, et la
définition donne la majoration suivante :

1X| < 2(n—1).

Comme toute rotation distincte de I'identité dans G fixe exactement deux poles, et que l'identité
fixe tout les éléments de X, la formule de Burnside donne le nombre k£ d’orbites de cette action :

1 | X —2
k=—-2n-1 X)=2+———.

-1+ X =2+ S

On a aussi grace a la majoration précédente
4(n—1
k< 7( ) < 4.
n

On a donc k € {2,3}.
Fait. Si k =2, alors G est cyclique.
Preuve. La formule précédente montre que k = 2 si et seulement si |X| = 2, et dans ce cas
les rotations de G ont toutes le méme axe. Ainsi G peut étre vu comme un sous-groupe fini de
rotation du plan orthogonal a cet unique axe, ce qui implique G cyclique. O

Fait. Si k = 3, notons wy, wa, ws les orbites et n; < no < ng les cardinaux des stabilisateurs
correspondants.

(1) Sing =ng =2, alors |G| = |Dp,| = 2ns.

(2) Sinon on est dans l'une des situations suivantes :

o (n1,n2,n3) =(2,3,3), et |G| = |A4| = 12.

o (n1,n2,n3) = (2,3,4), et |G| = |S4] = 24.

o (n1,n9,n3) = (2,3,5), et |G| = |As| = 60.
Preuve. On commence par déterminer les triplets (n1,ng, ng) possibles. La formule de Burnside
selit3=2+ % Par ailleurs on a |w;| = ;*, et donc

@:\w1\+|o./2|+|W3|:i+i 1

+ —.
n n ny n2 ns
Finalement on obtient la condition
1 1 1 2
— 4+ —+—=1+=.
ny U») ns n

Par définition, un péle est fixé par au moins I'identité et une autre rotation, ainsi ny > 2. On
a donc ny = 2, sinon la condition précédente ne serait pas remplie. Par le méme argument,
3 > ng > 2. Si no = 2, alors n3 est arbitraire, et n = 2n3. Si ny = 3, alors 5 > n3 > 3, ce
qui donne les trois cas listés. De plus on obtient n = égﬁf’s , ce qui donne n = 12,2460 lorsque

ns = 3,4,5. O

On connait des groupes correspondant aux cas listés : rotations préservant respectivement une
double pyramide sur un polygdne régulier, un tétraedre, un cube ou un icosaedre. Reste a voir
que tout groupe avec les invariants (ordre du groupe, des orbites...) d’un tel exemple est en fait
égal & un tel exemple. On traite le cas le plus simple, celui ou |G| =12 :

« Cas (2,3,3) (tétraedre). L'orbite w3 est de cardinal 12/3 = 4, notons z1,x2, T3, T4 Ses
éléments. On peut de plus supposer que x; et xo ne sont pas symétrique par rapport a l'origine.
11 existe une rotation r € Stab(x;) d’ordre 3 (par la formule | Stab ||Orb| = 12), et donc quitte &
réordonner on a x3 = r(x3), T4 = r~(x3). En particulier les points s, z3, 24 sont équidistants
de x;. Comme on peut faire le méme raisonnement pour chaque z;, on obtient que x1,zs, T3, T4
sont les sommets d’un tétraedre régulier préservé par G. Par ailleurs on sait que le groupe des
rotations préservant un tétraedre est d’ordre 12, notre groupe G étant d’ordre 12 il est donc égal
au groupe du tétraédre (isomorphe & Ay, qui est 'unique sous-groupe d’indice 2 dans Sy).
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LEgONS OU L’ON PEUT ENVISAGER CES DEVELOPPEMENTS

101. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications :

» Isomorphisme exceptionnel SUs /{£1} ~ SO3

o Caracteéres et sous-groupes normaux de S, isométries et coloriages du cube
» Sous-groupes finis de SO3(R)

e Isomorphismes exceptionnels

e Théoréme de Wedderburn

e Automorphismes du groupe symétrique

102. Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de
I’unité. Applications :

e Théoreme de Wedderburn

103. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications :
o Théoréme de Frobenius-Zolotarev

o Caractéres et sous-groupes normaux de S;, isométries et coloriages du cube
* Isomorphismes exceptionnels

o Simplicité de A,

104. Groupes finis. Exemples et applications :

o Caractéres et sous-groupes normaux de S;, isométries et coloriages du cube
e Théoréme de Wedderburn

» Sous-groupes finis de SO3(R)

e Isomorphismes exceptionnels

e Automorphismes du groupe symétrique

o Simplicité de A,

105. Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications :

o Théoréme de Frobenius-Zolotarev

o Caracteres et sous-groupes normaux de S4, isométries et coloriages du cube
o Isomorphismes exceptionnels

¢ Automorphismes du groupe symétrique

e Simplicité de A,

106. Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de
GL(E). Applications :

e Théoréme de Frobenius-Zolotarev

* Isomorphismes exceptionnels

« Isomorphisme exceptionnel SUs /{£1} ~ SO;

107. Représentations et caractéres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel.
Exemples :

o Caracteres et sous-groupes normaux de Sy, isométries et coloriages du cube
108. Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications :

» Isomorphisme exceptionnel SU; /{£1} ~ SO3

o Théoréme de Frobenius-Zolotarev

e Automorphismes du groupe symétrique

o Simplicité de A,

110. Structure et dualité des groupes abéliens finis. Applications :
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120. Anneaux Z/nZ. Applications :

121. Nombres premiers. Applications :

122. Anneaux principaux. Applications :

123. Corps finis. Applications :

o Théoréme de Frobenius-Zolotarev

e Théoréme de Wedderburn

125. Extensions de corps. Exemples et applications :

126. Exemples d’équations en arithmétique :

141. Polyn6émes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et

applications. :

142. PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications :

144. Racines d’un polynéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et

applications :

150. Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices :

151. Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie).

Rang. Exemples et applications :

e Théoréme de Wedderburn

152. Déterminant. Exemples et applications :

153. Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomor-

phisme en dimension finie. Applications :

154. Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes

d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications :

o Isomorphisme exceptionnel SU, /{+1} ~ SO;

155. Endomorphismes diagonalisables en dimension finie :

156. Exponentielle de matrices. Applications :

157. Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents :

158. Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes :

159. Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications :

160. Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension

finie) :

77

« Isomorphisme exceptionnel SU; /{£1} ~ SO;
» Sous-groupes finis de SO3(R)
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161. Distances et isométries d’un espace affine euclidien :

« Caracteres et sous-groupes normaux de Sy, isométries et coloriages du cube

o Isomorphisme exceptionnel SU; /{+1} ~ SO3

» Sous-groupes finis de SO3(R)

162.

Systémes d’équations linéaires; opérations élémentaires, aspects algorith-

miques et conséquences théoriques :

170. Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogona-
lité, isotropie. Applications :

» Isomorphisme exceptionnel SUs /{£1} ~ SO3

171. Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications :

« Isomorphisme exceptionnel SU; /{£1} ~ SO;

181. Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Appli-
cations :

182. Applications des nombres complexes a la géométrie. :

» Isomorphisme exceptionnel SU; /{£1} ~ SO3

183. Utilisation des groupes en géomeétrie :

» Isomorphisme exceptionnel SUs /{£1} ~ SO3

o Caracteéres et sous-groupes normaux de S;, isométries et coloriages du cube

» Sous-groupes finis de SO3(R)

190. Méthodes combinatoires, problémes de dénombrements :

« Caracteres et sous-groupes normaux de S4, isométries et coloriages du cube
Dénombrer les coloriages.

» Sous-groupes finis de SO3(R)
Illustre la technique d’action de groupe via la formule de Burnside.

[Ale99]
[AZ10]
[BMPO5)
[CG13]

[(CG14)

[Gou09]
[Per96]

[Pey04]
[RW10]

[Szp09]
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