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1. FORMES QUADRATIQUES

1.1. Dualité. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie n. Une application li-
néaire £ — k est appelé une forme linéaire. L’espace vectoriel de toutes les formes
linéaires sur E est appelé I'espace dual de F/, noté E*.

Etant donné une base (e;) sur E, il existe une base préférée de E*, appelée base duale
de (e;), et notée (e).

Date: 13 décembre 2019.
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Définition abstraite : e} est I'unique forme linéaire telle que ef(e;) =1 et ef(e;) =0
pour tout j # 1.

Définition en terme de coordonnées. Si x € E est un vecteur de coordonnées (1, ..., ;)
dans la base (e;), ef est la forme linéaire qui & z associe la iéme coordonnées x; (“pro-
jection sur le iéme axe parallelement aux autres axes”).

Définition en terme de produit matriciel : si on représente les éléments de £ comme
des vecteurs colonnes, alors les élements de E* sont des vecteurs lignes, et 1’évaluation
{(x) pour x € FE et { € E* correspond au produit d’'un vecteur ligne par un vecteur
colonne, ce qui donne une matrice 1 X 1 que l'on identifie & un scalaire. La base (¢;)
correspond aux vecteurs colonnes

1 0
0 s
Y Y O
0 1

et la base duale (e}) correspond aux vecteurs lignes
(1,0,...,0),...,(0,...,0,1).

Remarque. Une matrice rectangulaire A peut-étre interprétée comme un ensemble de
colonnes (images des vecteurs de base) ou comme une union de vecteurs lignes (forme
linéaire correspondant a la iéme coordonnée de I'application linéaire associée a A).

Remarque. La notation e pourrait faire penser que e ne dépend que de e; : ce n’est
pas le cas, ef dépend de la base entiere (eq,...,e,).

Remarque. Si ¢ € E* et © € E, on note indifféremment ¢(z) ou (¢, z) la valeur de
la forme ¢ évaluée en le vecteur x. Pour la deuxiéme notation on parle de “crochet de
dualité”. La notation est justifiée par la ressemblance avec le produit scalaire usuel,
quand on utilise une base de E et sa base duale.

1.2. Formes bilinéaires. Soit £ un k-espace vectoriel. Une application b: Ex E — k
est appelée une forme bilinéaire si pour tout y € F, chacune des applications x —
b(x,y) et x — b(y, z) est une forme linéaire.

On dit que b est symétrique (resp. antisymétrique) si pour tout z,y € FE on a
b(x,y) = by, z) (resp. b(z,y) = —b(y, x)).

A une forme bilinéaire b on associe une application linéaire ¢ : ' — E* via ’égalité :

Vr,y € B, (p(z),y) = b(x,y).

On appelle noyau de b le noyau de ¢, on dit que b est non dégénérée si son noyau ker b
est réduit a {0}.

NB : pour une forme quelconque on aurait en fait des notions de noyaux a droite ol
a gauche, on se limite en pratique au cas des formes symétriques ou antisymétriques
ou les deux notions coincident.

Soit b une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique. On dit que =,y € E sont
orthogonauz (sous-entendu : pour la forme b), si b(z,y) = 0. On note alors x L y. Si
A C E, on note At le sous-espace des vecteurs orthogonaux a tout éléments de A. Le
noyau de b se réinterprete comme l’ensemble des x € E qui sont orthogonaux a tout
autre vecteur y € F :

kerb= E+ = {z € E |z L y pour tout y € E}
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Matrice d’une forme bilinéaire : Si b est une forme bilinéaire, et (e;) une base de F,
on appelle matrice de b dans la base (e;) la matrice M = (b(e;, e;)).

Lemme 1. La matrice M = (b(e;, e;)) est aussi la transposée de la matrice de ¢: E —
E* dans les base (e;) et (ef).
Preuve. Par définition, la jéme colonne de la matrice de p: £ — E* dans les base (¢;)

et (ef) s’obtient en exprimant ¢(e;) en termes des e : si

ple) = mel +--- +ane,

alors la jéme colonne est

ay
Qn,
Et par ailleurs, pour 1 <7< n:
a; = {are] + -+ + aney, ) = (p(€;), €;) = blej, ;) a

NB : pour éviter d’avoir a dire “la transposée” il aurait fallu définir ¢ comme
(y,o(x)) = b(x,y), pas terrible. Du coup il faut vraiment la transposée, [CG13, A.1.6]
I’oublient tranquilement, en laissant la preuve au lecteur... C’est corrigé dans les “nou-
velles histoires™

1.3. Relation de congruence, probléeme de la classification. Si X,Y sont des
vecteurs colonne correspondant a des vecteurs x,y € F/, on a

b(z,y) = X'MY.

(vérification en exo, il suffit de le faire pour des couples de vecteurs de base).
Si (€;) est une autre base, et que P est la matrice de passage, de telle sorte que
X = PX')Y = PY' ou X', Y’ sont les vecteurs colonnes correspondant & x,y exprimés

dans cette nouvelle base, alors
b(z,y) = (PX')M(PY") = X" (P'MP)Y".

et donc P'M P est la matrice de b dans la nouvelle base. On dit que les matrices M et
P!M P sont congruentes.
Action par congruence :

GL,(k) x Mat,(k) — Mat,(k)
(P , M) — PMP

est une action (a gauche). Noter que le ¢ a changé de coté.

Comme le rang d’une matrice est invariant par multiplication a droite et a gauche
par des matrices inversibles, on voit que le rang est aussi un invariant pour la relation
de congruence.

Comme det PM P' = det M - (det P)?, on obtient un autre invariant (disons pour les
non dégénérés) : le déterminant de M modulo un carré dans k*. La classe de det M
dans le groupe k*/(k*)? s’appelle le discriminant de b. (Pour une forme dégénérée on
commence par quotienter par le noyau pour avoir une définition intéressante).

Exemple. o C*/(C*)? est le groupe trivial (tout complexe est un carré).

« R*/(R*)? est un groupe a deux éléments (un réel est un carré si et seulement si
il est positif).
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o I /(IF;)? est un groupe a deux éléments (Le morphisme F; — (IF})? est surjectif
et admet £1 pour noyau).

« Q*/(Q*)? est un groupe infini dont tous les éléments sont d’ordre 2.

On peut considérer le probleme de la classification a congruence pres pour diverses
classes de formes bilinéaires :

e Aucune condition sur la forme bilinéaire : c’est en fait un probleme tres dur,
c’est pour ¢a qu’on en parle jamais!

e Formes bilinéaires antisymétriques : c’est intéressant, voir [CG13, page 160].
On en redira un mot dans la §2.3.

e Formes bilinéaires symétriques : le sujet d’étude standard, on se concentre des-
sus maintenant.

On dit que ¢: E — k est une forme quadratique s’il existe b une forme bilinéaire
tel que ¢(z) = b(x,z) pour tout x € E. Noter qu’en remplagant b par b+ V' avec
antisymétrique on ne change pas ¢. Comme (en caractéristique # 2) toute matrice est
somme d’une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique, on peut toujours se
ramener a b symétrique. Une telle forme b symétrique définissant ¢ s’appelle la forme
polaire de ¢, et est uniquement déterminée par ¢ via I'une des deux formules (qui
nécessitent caractéristique du corps # 2) :

ba,y) = (e + ) — ale — v) = {ale +1) — a(2) — alv))

On applique tout le vocabulaire précédent indiféremment a ¢ ou a b : on parle de
noyau de ¢, de discriminant de ¢, etc...
Spoiler alert sur la classification des formes quadratiques (ou formes bilinéaires sy-
métriques) :
(1) Sur C, le rang détermine completement la classe de congruence (le discriminant
ne sert a rien).

(2) Sur R, le rang et le discriminant ne suffisent pas, il faut introduire la signature.

(3) Sur un corps fini Fy, le rang et le discriminant (qui peut prendre deux valeurs)
déterminent completement la classe de congruence.

fin cours no 1
Un peu de vocabulaire supplémentaire :

Définition. Soit b une forme bilinéaire symétrique, et ¢ la forme quadratique associée.
Un vecteur x € F est isotrope si g(x) = 0. L’ensemble des vecteurs isotropes s’appelle
le cone isotrope. Un sous-espace vectoriel F' C E est réqulier (resp. singulier) si q|r est
non-dégénérée (resp. dégénérée), ce qui revient a dire F' N F+ = {0} (resp. F N F+ D
{0}). F est dit totalement singulier (ou totalement isotrope) si tous les vecteurs de F
sont isotropes, ce qui revient a dire que ¢|p est la forme quadratique nulle, ou encore
FCF+

Remarque. Certains auteurs disent qu’'un sous espace F' C F est non-isotrope/isotrope
au lieu de régulier /singulier, par exemple [Per96, p. 123].

Remarque. Un vecteur est isotrope s’il est orthogonal a lui-méme, alors qu’'un vecteur
est dans le noyau s’il est orthogonal a tout le monde. Donc clairement ker b est inclu
dans le cone isotrope. L’inclusion est stricte en général, et d’ailleurs ker b est un sev,
alors que le cone isotrope n’est pas forcément un sev (c’est juste un cone).
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Exo : trouver un exemple de forme quadratique ou on a deux inclusions strictes
{0} C kerq C cone isotrope.

1.4. Bases orthogonales, diagonalisation. Notion de base orthogonale pour une
forme quadratique g. Matriciellement, cela revient a demander que la matrice soit
diagonale. Attention : diagonaliser les formes quadratiques ou les endomorphismes n’a
a priori rien & voir (méme si plus tard on “diagonalisera en base orthonormée”)...

Réf pour les trois lemmes suivants : [CG13, p. 174]. NB : ils marchent aussi pour
une forme antisymétrique.

Lemme 2. Soit b une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E, et F C E un
sous-espace. Alors dim E = dim F + dim F*.

Preuve. On utilise les deux applications linéaires

vp: E — EF ot T Er — F*

xr — b(x,-) ¢t = Lr

Le théoreme du rang appliqué a 'application surjective r donne dim £E* = dim ker(r) +
dim F*. Si £ = b(z,-), on a {|p = 0 ssi x € F*. Ainsi I'isomorphisme ¢, identifie
F+ C FE avec ker(r) C E*. Comme de plus dim £ = dim E* et dim F' = dim F™*, on
obtient 1’égalité attendue. O

Lemme 3. Soit b une forme bilinéaire symétrique quelconque sur E, et FF C E un
sous-espace. Alors dim E + dim(F Nker b) = dim F + dim F*.

Preuve. On considere I'application 7: £ — E/kerb, et on applique le lemme 2 sur le
quotient (pour z,y deux classes dans F/kerb, on définit b(z, bary) := b(x,y) et on
vérifie que cla ne dépend pas du choix de représentants) :

dim(E/kerb) = dim w(F) + dim 7 (F)*.
Comme 7(F)* = m(F*) et kerb C F* (le noyau est dans orthogonal de tout sous-
espace), on a

dim 7 (F)* = dim F* — dim ker b,
dim7(F) = dim F' — dim(F N ker b),

dim(E/ ker b) = dim E' — dim ker b,

d’ou le résultat. U

Lemme 4. Soit b une forme bilinéaire symétrique quelconque sur E, et F' C FE un
sous-espace réqulier. Alors E = F @ F*.

Preuve. Par définition F est régulier si FNF+ = {0}, et donc FNker b = {0} également.
Le lemme 3 donne dim F = dim F' + dim F*, d’ott la somme directe. O

Le théoreme qui suit est vraiment spécial aux formes symétriques : on utilise b non
nulle implique existence de vecteurs non isotropes. (Par contraste, pour une forme
antisymétrique on a b(z,z) = 0 pour tout x, méme si b est non dégénérée...)

Théoréme 5. Tout forme bilinéaire symétrique b (ou forme quadratique q) admet une
base orthogonale.
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Preuve. [CG13, p. 179]. Le cas de la dimension 1 étant clair, montrons le cas de la
dimension n > 2, en supposant le résultat acquis en dimension n — 1. Si ¢ est nulle,
n’'importe quelle base convient. Sinon, il existe au moins un vecteur e; avec g(e;) # 0.
Comme la droite Vect(e;) est réguliere, par le lemme 4 on a E = Vect(e;) ® Vect(ep)*.
Par hypothése de récurrence ¢ restreint a Vect(e;) admet une base orthogonale, et en
y adjoignant e; on obtient la base attendue. U

Cette preuve était super courte, mais non effective.

Théoréme 6 (Carrés de Gauss). Il existe un algorithme qui produit une base orthogo-
nale pour une forme quadratique

q(z) = Z a;x? + Z 2a;;7,%;

1<i<n 1<i<j<n

Preuve. Pour une forme nulle, ou en dimension 1, toute base convient. Supposons
maintenant n > 2 et ¢ non nulle.

Premier cas : I'un des a; est non nul. On peut supposer a; = 1 (permuter les indices,
diviser par a;). On écrit

q(z) = 22 + 22,0 + ¢
=(x1+ 0> +q —

avec £, ¢’ respectivement linéaire et quadratique en les variables o, ..., z,.
Deuxieme cas : tous les a; sont nuls, alors I'un des a;; est non nul. On peut supposer
a1s = 1, et on écrit

q(l’) = T1T9y + ZL‘1£1 + l’zfz + q’
= (331 -+ fg)(%Q + 61) + q’ — flfg
1 1
= 1(371 + 62 + T2 + 61)2 — 1(56'1 + 62 — X9 — 61)2 + q/ - 6162

avec (1, (o, ¢’ respectivement linéaires et quadratique en les variables xs, ..., x,.
Par récurrence, dans les deux cas on a écrit
2 2
q(z) = 1@y + - + ety

avec les ¢; des scalaires, et les x} des formes linéaires indépendantes, et formant donc
une base de E*. La base cherchée est la base antéduale. U

Exemple.
q(w1,15) = 22 + day29 = (21 + 220)* — 423 = 2 — 42},

ou x) = x1 + 2y, ¥, = 9. La base antéduale est ¢/, ¢ avec €] = (1,0), e}, = (—2,1),
qui sont bien les solutions des systemes

I1+2I2 =1 .T1+2$2 =0
T2 =0 ) =1

Une autre fagon d’obtenir €] et €}, est d’exprimer les x; en termes des z} (“inverser la
matrice de passage”), puis lire les vecteurs sur les colonnes :

x1\ (@) =225\ (1 =2\ (]
o) xh —\0 1 xh )’

1.5. Classification des formes quadratiques.
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1.5.1. Formes quadratiques sur C. [CG13, p. 151]

Proposition 7. Sur C, deuzx formes quadratiques sont congruentes si et seulement si
elles sont de méme rang.

Preuve. Soit E un C-espaces vectoriel de dimension n, et ¢ une forme quadratique de
rang r sur F. Il suffit de montrer qu’il existe une base (e}) de E ou la matrice de ¢ est

I. 0
0 0)°
Par le théoreme général de diagonalisation on sait qu’il existe une base (e;) tel que

q(z) = alx% + e+ a,,xf,

pour certains a; € C*. Il suffit alors de choisir des b; tel que b? = a;, et de poser
e} = b; 'e;. Dans les coordonnées 2, = b;z; correspondantes on a bien

q(r) =27+ + . O

1.5.2. Formes quadratiques sur R. Sur le corps des réels, on a une notion de nombre
positif. Du coup on peut faire les définitions suivantes :

Définition. Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel E. On dit que
q est définie positive si ¢(x) > 0 pour tout vecteur = # 0. De méme on dit que ¢ est
définie négative si ¢(z) < 0 pour tout vecteur z # 0.

Les formes définies positives ou négatives sont des formes quadratiques non dégéné-
rées particulieres. On peut aussi parler de formes quadratiques positives ou négatives
en mettant des inégalités larges, mais ces formes peuvent alors étre dégénérée.

Exemple. Sur R? :
o q(x1,12) = 3 + 23 est définie positive.
o q(r1,79) = —2? — 23 est définie négative.
e q(r1,r2) = x129 est non dégénérée mais ni positive ni négative.
o q(x1,79) = 22 est positive mais non définie (c’est-a-dire dégénérée).
NB : les deux premieres sont de méme rang, de méme discriminant, mais ne sont pas
congruentes.

Définition. Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel F. Notons s
la dimension maximale d'un sous-espace F' C F tel que ¢|r soit définie positive, et
de fagon similaire notons ¢ la dimension maximale ol la restriction de ¢ est définie
négative. Le couple (s,t) s’appelle la signature de q.

Théoréme 8 (d’inertie de Sylvester). Soit g une forme quadratique de signature (s,t)
sur un espace vectoriel réel E, et (e;) une base orthogonale. Alors la matrice diagonale
de q dans la base (e;) admet s coefficients > 0, et t coefficients < 0.

Preuve. Soit s et t' les nombres de coefficients respectivement > 0 et < 0. On a donc
dim F = s’ +t' + dimker g. En prenant les sous-espaces engendrés par les vecteurs de
base correspondants, on obtient s’ < s et ¢’ < ¢. Mais si F',, F_ sont des sous-espaces
sur lesquels la restriction de q est respectivement définie positive et négative, on a F!,,
I et kerq en somme directe, donc en appliquant ceci a des sous-espaces maximaux
on obtient s+t 4+ dim ker ¢ < dim E. Donc finalement on obtient la chaine d’inégalités

dimFE = s +t +dimkerq < s+t + dimker ¢ < dim E,

donc les inégalités sont des égalités, et s =&, t =1t'. O
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Corollaire 9. Sur R, deux formes quadratiques sont congruentes si et seulement si
elles sont de méme signature.

Preuve. Soit E un R-espaces vectoriel de dimension n, et ¢ une forme quadratique de
signature (s, t) sur E. Il suffit de montrer qu’il existe une base (e}) de E ou la matrice
de ¢ est

I, 0 0

0 —I, 0

0O 0 0
C’est immédiat a partir du théoreme de Sylvester, en procédant comme pour la pro-
position 7. U

1.5.3. Formes quadratiques sur un corps fini.

Proposition 10. Sur un corps fini, deux formes quadratiques non dégénérées sont
congruentes si et seulement si elles ont méme discriminant.

Remarque. Pour inclure le cas dégénéré il faudrait introduire la notion de discriminant
réduit (discriminant apres avoir quotienté par le noyau), et on pourrait énoncer “deux
formes quadratiques sont congruentes si et seulement si elles ont méme rang et méme
discriminant réduit”.

NB : voir [CG13, p. 153] pour la preuve en dimension 2, le cas général s’en déduit.

1.6. Diagonalisation en base orthonormée.

Lemme 11. Soit A € Mat,(R) une matrice symétrique. Alors les valeurs propres de
A sont réelles.

Preuve. On considére A comme un endomorphisme de C”, et on muni C" du produit
hermitien standard (-,-). Si A est une valeur propre de A, de vecteur propre v € C",
on a

Mo, v) = (A, v) = (Av,v) = (v, Av) = (v, \v) = Av,v)
d’ott A = )\, autrement dit A € R. O

Remarque. Cette preuve super courte a aussi I’avantage de marcher sans changer une
seule virgule dans le cas hermitien.

fin cours no 2

Lemme 12. Soit A € Mat,(R) une matrice symétrique, et munissons R™ du produit
scalaire standard (-,-). Si F C R"™ est un sous-espace invariant par A, alors F*+ est
aussi invariant par A.

Preuve. Soit w € F'*, on veut montrer Aw € F*. Pour tout v € F, on a
(Aw,v) = (w, Av) =0
car Av € F. 0

Remarque. Ce lemme est juste un cas particulier de : si F' est invariant par A, alors
F* est invariant par AT. (méme preuve).

Théoreme 13. Toute matrice symétrique réelle A est diagonalisable dans une base
orthonormée.
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Preuve. Soit v € R™ un vecteur propre de A (il y en a par le lemme 11), que 'on peut
supposer de norme 1. Par le lemme 12 I’hyperplan v+ est aussi stable. Si wy, ws € v+,
alors (Awy,ws) = (wy, Awsy) ce qui montre que la restriction de A & v est toujours
auto-adjointe (et donc la matrice de la restriction est symétrique), et on conclut par
récurrence, le cas d’'une matrice de taille 1 étant clair. U

Corollaire 14. Soit A une matrice symétrique réelle, et notons s (resp. t) le nombre
de valeurs propres > 0 (resp. < 0) de A. Alors A est de signature (s,t).

Preuve. Immédiat en écrivant A = P!DP = P~'DP avec D diagonale. O

Corollaire 15. Soit E un espace vectoriel réel, et q1, qo deuxr formes quadratiques,
avec q, définie positive. Alors il existe une base qui diagonalise simultanément q, et qs.

Preuve. Comme ¢; est définie positive, il existe une base ou la matrice de ¢; est la
matrice identité, c’est-a-dire ¢; devient le produit scalaire standard dans cette base.
On applique alors le théoréme a ¢ : il existe un changement de base orthonormé (donc
préservant ¢ ), qui diagonalise gs. ]

2. GROUPE ORTHOGONAL

Référence : [Per96, p.123-126]

Dans toute cette section on se donne k un corps de caractéristique différente de 2,
E un k-espace vectoriel de dimension n, ¢ une forme quadratique non dégénérée sur
E. et b sa forme polaire.

2.1. Groupe préservant une forme quadratique.
Lemme 16. Soit u € L(FE). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) u préserve la forme quadratique q :
Vo € E,q(u(x)) = q(x).
(2) u préserve la forme bilinéaire b :
Va,y € B, bu(x), uly)) = bz, y).
De plus tout endomorphisme u vérifiant ces propriétés est inversible.

Preuve. Le sens (2) = (1) est clair, et la réciproque suit de 1’égalité suivante, qui
utilise I’hypothese cark # 2 :

br,) = lae+ ) — alr — )

Six € keru, pour tout y € F on a b(z,y) = b(u(z),u(y)) = b(0,u(y)) = 0, et comme ¢
et non dégénérée on obtient x = 0. O

Définition. On appelle groupe orthogonal associé a q, noté O(q), le sous-groupe des
u € GL(FE) préservant la forme quadratique g. Matriciellement, si dans une base donnée
¢ a pour matrice symétrique A et u a pour matrice M, on a

u€ 0(q) < M'AM = A,

(car on doit avoir 'M*AMy = z'Ay pour tous z,y € E, en particulier pour tout
couple de vecteurs de base). Le groupe spécial orthogonal SO(q) est le sous-groupe de
O(q) des isométries de déterminant 1.



ALGEBRE BILINEAIRE 10

Remarque. (1) Les seules homothéties dans O(q) sont +id : en effet si z est un
vecteur non isotrope

q(\1) = q(7) <= N =1.
(2) Tout élément u € O(q) est de déterminant £1 :
det(M'AM) = det A = (det M)* = 1.

(3) Dans le cas A = id la condition devient M*M = id ou encore M* = M~ ce
n’est qu'un cas particulier, que I’'on approfondira plus tard (sur le corps R).

Lemme 17. Siu € O(q) et F C E est un sous-espace vectoriel, alors u(F+) = u(F)*.
En particulier si F est stable par u, alors F* est aussi stable par u.

Preuve. Pour tous ¢ € F, y € '+ on a

0= b(z,y) = bu(x), u(y))-

Cela implique u(F+) C u(F)* (et aussi u(F+)* D u(F), mais celle-ci ne va pas nous
servir). De plus on a égalité des dimensions :

dimu(F') = dim F+ = dim E — dim F = dim £ — dim u(F) = dim u(F)*,

d’on légalité attendue u(F*) = w(F)*. Si u(F) = F, on obtient donc u(F*) =
w(F)* = FL. 0

Remarque. Une notion voisine est celle d’isométrie entre deux espaces quadratiques
(E,q) et (E',q') : on dit qu'une application linéaire bijective u: F — E’ est une
isométrie si pour tout z € E on a ¢'(u(z)) = q(z).

2.2. Symétries, réflexions, renversements.

Rappel. Si u € GL(E) vérifie u*> = id, ou autrement dit si X% — 1 est un polynéme
annulateur pour u, alors £ = ET@®E~ est la somme directe des espaces propres associés
aux valeurs propres £1 (lemme des noyaux), et £ admet une base pour laquelle la
matrice de u est de la forme

+1

S

-1
Sidim E~ > 0 (c’est-a-dire si u # id) on dit que u est une involution (ou une symétrie),
si dim £~ = 1 on dit que u est une réflexion, et si dim E~ = 2 on dit que u est un
renversement. Si de plus u € O(q), on parle alors de symétrie orthogonale, réflexion
orthogonale ou renversement orthogonal.

Exemple. (z,y) — (—x + y,y) est une réflexion de £ = R?, avec E~ = Vect(1,0)
et ET = Vect(1,2), mais n’est pas une réflexion orthogonale pour le produit euclidien
standard. Par contre c¢’est une réflexion orthogonale par rapport a la forme quadratique
définie par la matrice (72 }).

Proposition 18. Soit u € GL(E) vérifiant u* = id. Alors u € O(q) ssi ET et E~
sont orthogonauz (et en particulier ET et E~ sont réguliers). De plus, si F C E est
un sous-espace régulier, il existe une unique symétrie u € O(q) tel que ET = F.
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Preuve. Soit u € O(q) une symétrie, et x € ET, y € E~. Alors

ce qui donne b(x,y) = 0.

Réciproquement, si £ L E~ et z,y € E, on écrit x = 27 + 27, y = y™ +y~ les
décompositions dans la somme directe E = ET @& E~, et on obtient
R uly) =y -y~
Ainsi (les termes croisés étant nuls)

b(z,y) = bz’ y") + bz, y") = blu(z), u(y)).

Enfin, si F est régulier, ce qui implique E = F @ F*, u est uniquement définie par

les conditions u|p = id et u|pr = —id. O

u(r) =x

Notation. Une réflexion orthogonale u est entierement déterminée par son hyperplan
H de point fixe, ou par la droite réguliecre D = H+, ou encore par un vecteur non nul
x € D. On notera u = uy = up = u, suivant le contexte. Explicitement, on a

b

(2,y)

b(x,x)

2.3. Plan hyperbolique. La notion de plan hyperbolique [Per96, p.186] intervient

souvent dans des raisonnements par récurrence sur la dimension, et également dans la
preuve du (difficile) théoreme de Witt.

Exercice. Par contre a l'aide de la notion de signature le théoreme de Witt sur R est
trés abordable (voir [CG13, D.12 p. 191]). Voici une version :

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie sur R, muni d’une forme quadratique
non dégénérée q. On suppose que F, F' C E sont deux sous-espaces isométriques. Il
s’agit de montrer que F* et F 'L sont aussi isométriques (on se convaincra que cela
équivaut a dire : “l'isométrie de F' vers F” est induite par un élément u € O(g)”). On
pourra commencer par le cas ou F, I’ sont réguliers.

Définition. Soit P un espace vectoriel de dimension 2 sur k et ¢ une forme quadratique
sur P de forme polaire b. On dit que (P, q) est un plan hyperbolique s'il existe une base
(e1,e2) de P tel que g(e1) = q(ea) = 0, b(ey, e2) = 1. La matrice de ¢ dans cette base
est donc (93).

Exemple. Dans E = R? avec ¢( 3} ) = 22179, les niveaux ¢( 5. ) = r sont des hyperboles
pour tout r # 0, d’ou le nom.

Remarque. Un plan hyperbolique contient exactement deux droites singulieres, car

q(z3) = 2x129 = 0 équivaut a x; = 0 ou zy = 0.

Lemme 19. Soit (P,q) un plan muni d’une forme quadratique. Alors (P,q) est un
plan hyperbolique ssi q est non dégénérée et P admet un vecteur isotrope non nul.

Preuve. Le sens direct est clair, supposons donc g non dégénérée et P admettant un
vecteur isotrope non nul e;. Comme ¢ est non dégénérée, il existe v € P tel que

ble1,v) = a # 0. Quitte & remplacer v par v — %el, on peut supposer v isotrope
sans changer la valeur a = b(ey,v). En posant e; = v/a, on obtient la base (eq,es)
attendue. O

Remarque. Il vaut la peine de méditer un moment sur le lemme précédent. Prenons
un corps de base un peu compliqué, par exemple k = Q.
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(1) Les matrices (é

de formes quadratiques non dégénérées non congruentes sur Q? (les q(zy,x3) =
2?2 + pz2). Elles sont toutes sans vecteurs isotropes non nuls.

2) pour p € N premier correspondent a une famille infinie

(2) Par contraste, le lemme dit qu’a congruence pres il n’existe qu'une seule forme
quadratique non dégénérée sur Q? admettant des vecteurs isotropes.

Remarque. On peut faire le lien en passant avec la classification a congruence pres
des formes antisymétriques. Le seul invariant dans ce cas est le rang, et les briques
élémentaires (& partir desquelles on reconstruit tout par somme directe) sont des plans
avec une base dans laquelle la forme admet pour matrice ( % §). Cela a un air de famille
avec un plan hyperbolique, et par analogie cela donne envie de tenter de dévisser toute
forme bilinéaire symétrique admettant au moins un vecteur isotrope comme somme
directe d'un plan hyperbolique et de son orthogonal. C’est 'idée de départ de la théorie
de Witt.

2.4. Centre du groupe orthogonal.

Lemme 20. Soit u € GL(E).
(1) Si pour toute droite D C E on a u(D) = D, alors u est une homothétie.

(2) Sidim E = 2 et il existe 3 vecteurs propres deuz a deux non colinéaires pour u,
alors u est une homothétie.

Preuve. Exercice (de révision!) O

fin cours no 3

Proposition 21 ([Per96, p.186-187]). Le centre de O(q) est {id, —id}, sauf dans le cas
d’un plan hyperbolique sur le corps Fs.

En fait dans la preuve on va commencer par montrer que le centralisateur de O(q)
dans GL(F) est le groupe k* des homothéties :

Preuve. Soit D une droite réguliere, et 7p la réflexion orthogonale associée. Si u €
GL(E) centralise O(q), on a 7p = urpu™! = 7,(p), et donc u préserve la droite D.

Si dim £ = 2, alors ou bien toutes les droites de E sont réguliéres et on conclut par
le lemme 20(1), ou bien E est un plan hyperbolique avec donc exactement 2 droites
singulieres, et donc au moins 3 droites régulieres qui permettent encore de conclure par
le lemme 20(2), sauf dans le cas du corps de base F5 (il y a ¢ + 1 droites vectorielles
dans le plan sur le corps fini F,).

Supposons maintenant dim £ > 3. Si P C E est un plan régulier, alors il est déter-
miné par deux de ses droites régulieres (par exemple une base orthogonale), et donc un
tel plan est aussi laissé invariant par u. Remarquons alors que toute droite singuliere
D est intersection de deux plans réguliers Py, P, :

En effet si D = kv, on peut trouver v; € E tel que b(v,v1) # 0, et donc P, = kv+ku,
est un premier plan régulier contenant D. Soit vy un vecteur non nul dans Pj-. Alors
P, = kv + k(v; + v9) est un autre plan régulier contenant D.

On conclut de nouveau par le lemme 20(1) que u est une homothétie, et si de plus
u € O(q), alors u = +id. O

Remarque (Cas du plan hyperbolique sur F3). Si ¢ = xy (ou 2xy) sur le corps a 3
éléments [F3, alors

ow={(5" )05 ()5 )
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qui est isomorphe au groupe abélien Z/2 x 7Z/2.
2.5. Générateurs.

Théoréme 22 ([Per96, p.187]). Le groupe O(q) est engendré par les réflexions ortho-
gonales.

Preuve. Pour n = 1, on a ¢(x) = az? pour un certain a # 0, et O(q) = {+1, —1} d’ordre
2 engendré par la réflexion orthogonale x — —x (parce qu’on est en dimension 1!).
Supposons maintenant n > 1, et le résultat prouvé jusqu’'en dimension n — 1.

Traitons d’abord le cas particulier ou il existe un vecteur x non isotrope et fixe par
u. Posons L = zt qui est stable par u par le lemme 17, alors ¢|; est non dégénérée,
et on peut appliquer I’hypotheése de récurrence pour écrire u|;, comme un produit de
réflexions sur L :

ulp =70 0.
En prolongeant chaque 7; en la réflexion o; telle que o;(x) = x et 0;|, = 7; on obtient
le résultat attendu.

Finalement, montrons qu’on peut toujours en composant w par au plus deux ré-
flexions se ramener au cas ou il existe un vecteur fixe non isotrope. Tout d’abord
comme ¢ est non dégénérée il existe un vecteur x non isotrope. Si y = u(x) est distinct
de x, alors au moins I'un des vecteurs x — y ou x + y est non isotrope, car ces deux
vecteurs sont orthogonaux et (le cas facile y = —x mis a part) forment une base du
plan kz + ky qui n’est pas totalement isotrope.

Si 2 —1y est non isotrope, alors H = (z—y)* contient x+y, et la réflexion orthogonale
T satisfait

mx+y)=r+y, Twl@-y) =y-uz,
d'on x = 7y (y) = (7 o u)(x).

Si z + y est non isotrope, alors cette fois en posant H = (z +y)* on obtient 74 (y) =

—x. En notant L = 2+, on a 7(x) = —x et donc (77 0 7 o u)(z) = . O

Corollaire 23. Pourn > 3, le groupe SO(q) est engendré par les renversements.

Preuve. Par le théoréme, tout élément de SO(q) est la composée d’'un nombre pair de
réflexions. Il reste a voir que si 71, 75 sont des réflexions orthogonales (distinctes), alors
il existe des renversements orthogonaux oy, o9 tels que o109 = T7. Si n = 3, il suffit
de poser 0; = —7; pour i = 1,2. Dans le cas n > 4, notons H; = z;* I'hyperplan de la
réflexion 7;, on a donc (H; N Hs)* = kx; + kay de dimension 2. On a Ker ¢|g,nm, =
(HyN Hy) N (kxy + kao) qui est de dimension au plus 1 (par exemple z; n’est pas dans
cette intersection, car x; &€ H;), et donc il existe V' C H; N Hy régulier et de dimension
n—3. On applique alors le raisonnement précédent aux restrictions de 7,7, a V*, et on
étend trivialement & V', pour obtenir les renversements attendus sur £ =V+ @ V. O

Remarque. Méditer sur 'analogie des résultats (et des preuves) précédents avec les
résultats concernant le groupe symétrique : les transpositions engendrent S, et les
3-cycles engendrent A,,.

2.6. Le cas de la dimension 2. On termine avec des propriétés familieres pour les
isométries du plan euclidien R?, mais qui sont en fait valables pour un plan sur un
corps arbitraire muni d’une forme quadratique non dégénérée :

Proposition 24. Soit P un plan sur k, et q une forme quadratique non dégénérée.

(1) Siu € O(q) avec detu = —1, alors u est une réflexzion orthogonale.
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(2) Siu € SO(q) fixre un vecteur x non nul, alors v = id. [NB : [Per96, p. 188]
suppose x non isotrope, c’est inutile]

(3) Tout u € SO(q) s’écrit comme un produit de deux réflexions orthogonales u =
T1To, et on peut méme imposer un choix arbitraire pour ['une des deux.

(4) Siu e SO(q) et T est une réflexion, alors Tut = u™?.

(5) Le groupe SO(q) est abélien.

Preuve. (1) Choisissons = non nul et non isotrope. On a vu dans la preuve du
théoreme qu’il existe une réflexion orthogonale 7 telle que 7 o u(z) = +x. Comme
det(tou) =1 et € = £1 est valeur propre de 7 o u, on déduit que ¢ est la seule valeur
propre de 7 o u. Enfin comme la droite xt est stable par 7 o u et distincte de kz,
on conclut que 7 o u = #id, et donc u = £7. Reste a remarquer qu’en dimension 2
I'isométrie —7 est encore une réflexion.

(2) Par le méme argument on obtient que 1 est la seule valeur propre de u. Si x est
non isotrope, on obtient une seconde droite propre avec z*. Si  est isotrope, alors P
est un plan hyperbolique, donc contient exactement 2 droites singulieres, qui sont donc
chacune des droites propres.

(3) Si disons 7y est donnée, alors det yu = —1 qui est donc une réflexion 7.

(4) On écrit u = 77’ pour une certaine réflexion 7/, et
rur =T =7 =u"l.

(5) Soit u,v € SO(gq), on peut écrire u = 775 comme un produit de deux réflexions,
et

wut = Munn = T in = . U

Exemple. Un développement qui a du succes est 1’étude du groupe O(p, q). Si on le
présente il est bon d’avoir décortiqué le cas de O(1,1), c’est-a-dire des isométries du
plan hyperbolique sur R. Prenons la forme quadratique ¢(x,y) = zy. On a

SO(1,1) = {(z,y) = Az, \'y) | A € R*}.

et O(1,1) est le produit semi-direct (et pas direct!) du groupe distingué SO(1,1) et du
sous-groupe d’ordre 2 engendré par (z,y) — (y,x).

3. ISOMETRIES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Un espace vectoriel réel F de dimension finie n muni d'une forme quadratique ¢
définie positive est appelé un espace euclidien. Autrement dit, E est isométrique a R"
muni du produit scalaire standard, on pourra donc s’autoriser (via un choix de base) a
identifier £ au modele R™ standard. On notera (-, -) le produit scalaire (forme polaire
de ¢), et O(F) ou O,(R) le groupe orthogonal.

3.1. Dimension 2. Une matrice A = (2%) est dans Oy(R) si et seulement si A’A = id,
ce qui équivaut a

a2+ct=1
ab+cd =0
+d>=1

La premiere condition donne I’existence d’un 6 tel que a = cos 6, ¢ = sin  ; la deuxiéme
condition donne 'existence d'un A € R* tel que b = —A¢, d = Aa; et enfin la troisieéme
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condition donne A = +1. Remarquons que A = +1 est le déterminant de la matrice.
Finalement on obtient que

SO,(R) = {Re _ (COSH _SiM) 10 e R}

sind cos®

est le groupe des rotations, et toute matrice dans O(R) de déterminant —1 est de la

forme
g _ cos) sinf \ [cos —sinf\ (1 O
= \sind —cos@)  \sinf cosé 0 -1
c’est a dire composition de la symétrie S d’axe les abscisses avec la rotation Ry. Comme
on 'a déja noté de fagcon générale dans la proposition 24, une telle matrice Sy est une

réflexion orthogonale par rapport a une certaine droite. On peut le retrouver et préciser
la conjugante :

Sg=RypoS =Rgpp0S50(SoRys0S) 230/205039_/12-
fin cours no 4

Remarque. On a des isomorphismes

cosf —sinf
(Siné’ cos 6 ) € SO(R)

Lemme 25. Tout sous-groupe fini G C SO2(R) est cyclique, de la forme G = (Ry)

avec 0 = 2 ot n = |G].

12

6 € R/2nZ e? e St

Preuve. Grace a I'isomorphisme de la remarque, il suffit de montrer 1’énoncé analogue
pour un sous-groupe G' C S € C* d’ordre n. Pour tout z € G, ordre z divise n et donc
2™ = 1. Autrement dit z est une racine nieme de 'unité, et par égalité des cardinaux
Iinclusion G C U, est en fait une égalité :

G=U,={e¥n |k=0,....n—1} = (e"). O
Remarque. Remarquer la simplification apportée par I'usage des nombres complexes :
on s’est servi du fait qu'un polynéme de degré n sur C a exactement n racines (ici le
polynéme X" — 1).

Rappelons qu’on appelle groupe diédral D,, le groupe des isométries du plan préser-
vant le polygone régulier dont les sommets sont les racines niemes de I'unité. Explici-
tement, en utilisant les nombres complexes et en notant a = e

D, ={zr "z} U{z— o*z}
ou k =0,...,n— 1. Cest un groupe non abélien sauf quand n = 1 (D; ~ Z/2) ou
n=2(Dy~7/2xZ/2).

Lemme 26. Tout sous-groupe fini G C O3(R) non inclus dans SO2(R) est isomorphe
(et méme conjugué) au groupe diédral D,, pour un certain n > 1.

Preuve. Par hypothese il existe 7 € G de déterminant —1. C’est une réflexion ortho-
gonale, et il existe une rotation € SO(2,R) qui conjugue cette réflexion a la réflexion
z + Z (réflexion par rapport a ’axe des abscisses).
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De plus GNSO2(R) est d’indice 2 dans G, et cyclique d'un certain ordre n, engendré
par z — afz avec a = ¥/,

Finalement rGr~! contient le groupe diédral D,,, donc lui est égal par égalité des
cardinaux. O

3.2. Dimension n. Forme normale des éléments de O, (R) :

Théoréme 27 ([Com98, p. 155], [Per96, p. 147]). Soit v € O,(R). Alors R" = &F}; est
somme directe orthogonale de sous-espaces Fj, non nuls invariants par v, et minimaux
pour cette propriété. Ces sous-espaces sont de dimension 1 ou 2. Ceux de dimension 1
sont engendrés par des vecteurs propres associés aux valeurs propres —1 ou +1. Pour
ceux de dimension 2, et pour tout choixz d’une base orthonormée d’un tel Fy, la matrice
de la restriction de v a Fy est de la forme (matrice de rotation)

cosf —sinf
sinf cos®

avec 0 non multiple de .

Preuve. On procede par récurrence sur la dimension n. Le cas n = 1 est clair, et le cas
n = 2 a été traité plus haut. Supposons n > 3, et montrons qu’il existe un sous-espace
F' non-trivial stable par v, ce qui permettra de conclure en appliquant I’hypothese de
récurrence a chacun des facteurs de la décomposition orthogonale F @ F*. Si v admet
une valeur propre réelle, nécessairement égale a +1, c’est terminé. Sinon, soit A, A un
couple de valeurs propres complexes conjuguées, et x € C" un vecteur propre complexe
pour A. Alors x est un vecteur propre pour A, et le plan P = Cx + CZz est invariant
par u. Comme u est réel, u préserve F' = P NR" et PN R" est le plan réel engendré
par les vecteurs réels x + Z et i(x — ). O

On reprend et précise le théoreme 22 dans le cas d’un espace euclidien E, que 'on
identifie & R™ muni du produit scalaire standard.

Théoréme 28 ([Per96, p. 143]). Le groupe O, (R) est engendré par les réflexzions ortho-
gonales. Précisément, si u € O,(R) avec espace des points fizes Fixu de codimension
r, alors u s’écrit comme un produit de r réflexions orthogonales.

Preuve. Clairement si uw = 71 o ... 7 est un produit de k réflexions orthogonales, alors
k > codim Fix u, c’est-a-dire il faut au moins codim Fix u réflexions pour écrire u. Il
suffit donc de montrer que u s’écrit comme un produit d’au plus codim Fix u réflexions
orthogonales.
On procede par récurrence sur la codimension 7, le cas r = 0 correspondant a v = id.
Si r > 0, prenons € (Fixu)' non nul, et notons y = u(z), qui est aussi dans
(Fix u)* par le lemme 17. Soit 7 la réflexion de vecteur x — y. On remarque que

<.’L’—y,x—|—y>=0

Donc 7(x —y) =y —x, 7(x + y) = z + y, et donc 7(z) = y. Comme z —y € (Fixu)’,
T|Fixw = id. On a donc une inclusion Fixu C Fix(7u), et cette inclusion est stricte car
x est fixé par 7u mais pas par u. Par hypothese de récurrence, on peut écrire T7u comme
un produit d’au plus codim Fix(7u) < r réflexions orthogonales. Donc u s’écrit comme
un produit d’au plus codim Fix(ru) 4+ 1 < r réflexions orthogonales. O
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3.3. Dimension 3. ref : [Com98, chapitre 8]

On prend maintenant n = 3, k = R. De 1'égalité M ! = M?* on déduit det M = +£1;
de plus les valeurs propres sont de module 1 : écrire |[v]|? = vTv = vT MT Mv = ||\l |2
Une matrice dans O3(R) a une ou trois valeurs propres réelles. On obtient la liste (c’est
aussi un cas particulier du théoreme 27)

(1) M =id;
1 0 0
(2) M est conjuguée a |0 1 0 | : réflexion orthogonale par rapport a un plan;
00 —1
cosf sin€ 0
(3) M est conjuguée & | —sinf cosf 0| : rotation d’angle 6 (noter le cas parti-
0 0 1

culier 0 = 7, renversement) ;

cosf sinf 0
(4) M est conjuguée a [ —sinf cosf 0 | : composée des deux cas précédents.
0 0 -1
On étudie maintenant plus en détail le groupe spécial orthogonal SO3(R). Le groupe
SO3(R) est donc le groupe des rotations de R3 dont l’axe passe par l'origine. Les
renversements sont des éléments de SO3(R), et correspondent dans ce contexte aux
rotations d’angle 7.

Lemme 29. Quelques propriétés du groupe SO3(R) :
(1) Les renversements engendrent SO3(R).
(2) Les renversements sont deuz a deux conjugués dans SO3(R).
(3) Le groupe SO3(R) est conneze.
(4) Le centre du groupe SO3(R) est trivial.

Preuve. (1) (faire un dessin!) Soit D une droite vectorielle de R?, et § un angle.
Considérons H le plan orthogonal a D, et Dy, Dy C H deux droites formant un angle
6/2. Alors la composée des renversements d’axe Dy et Dj est une rotation d’angle 6 et
d’axe D : en effet tout point de D est fixe, et en restriction a H on a la composée de
deux symétries axiales, c¢’est-a-dire une rotation.

(2) Soit Dy # Dy les axes de deux renversements oq, 0y. Dans le plan P engendré
par Dy, Do, soit D I'une des bissectrices de ces deux droites. Alors le renversements o
d’axe D échange Dy et Dy, et donc goy0 = 0s.

(NB : on a montré au passage que 'action de SO3(R) sur les droites vectorielles de
R est transitive).

(3) 11 est facile de voir que SO3(R) est connexe par arc, en reliant toute matrice
0 sinf < 19. ., . . N
(—C%Sne <S:089 §> a I'identité en faisant varier ’angle de 6 a 0.
Un argument plus sophistiqué (mais qui s’applique a des cas plus généraux) est
donné dans [CG13, p. 37] : le groupe SO3(R) agit transitivement sur la sphére S?, avec
stabilisateur d’un point SO5(R) ~ S*. Alors la connexité découle du fait général que si

G/H et H sont connexe, alors G est connexe.

(4) Soit g dans le centre de SO3(R), et soit v un vecteur non nul de R?. Notons r le
renversement d’axe donné par v. Comme grg=! = r, 'axe de r est préservé par g, et
donc v est un vecteur propre pour g. Ceci étant vrai pour tout v, g est une homothétie,
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or lidentité est la seule homothétie dans SO3(R) (argument tiré de [CG13, Lemme
A.1.23 p. 17)).
U

Théoréme 30 ([CG13, p. 239]). Le groupe SO3(R) est simple.

Preuve. Soit N < SO3(R) un sous-groupe distingué non trivial, on veut montrer que
N = SO3(R). D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que N contient un
renversement. Soit A € N une rotation non triviale. On considere ’application continue

g —  Tr(ghg=th™1).

La trace d’une rotation d’angle # de R? est 1+ 2cos 6, ainsi application ¢ est a valeur
dans [—1, 3]. Plus précisément, I'image de ¢ est un intervalle (car SO3(R) est connexe),
de la forme [a, 3] (car p(h) = 3, ou ¢(id) = 3, au choix), et avec a < 3 (car le centre de
SO3(R) est trivial). Pour tout n entier assez grand, on a a < 1+ 2cos(r/n) < 3, et il
existe alors g tel que Tr(ghg 'h™!) = 1+ 2cos(w/n), autrement dit v = ghg 'h™! est
une rotation d’angle +7/n. De plus u € N, car ghg™' et h™! sont dans N. Finalement
u™ € N est le renversement cherché. U

4. COMPLEMENTS

4.1. Résolution au sens des moindres carrés. Si un systéme linéaire n’a pas de
solution, on peut chercher a le résoudre au sens des moindres carrés, on tombe sur un
systéme avec une matrice symétrique définie positive (cadre de Cholesky) : voir [RW07,
p. 180].

Soit M € Mat,, ,(R) une matrice rectangulaire de rang p (application linéaire injec-
tive R? — R™), correspondant & un systéme linéaire de n équations & p inconnues (avec
n>p):

MX =Y
Supposons Y & Im M, de telle sorte que le systéeme n’a pas de solution, et cherchons
X tel que |[MX — Y| soit minimal.

Lemme 31. |MX — Y| est minimal ssi MX —Y est orthogonal a Im M.

Preuve. M X =Y est orthogonal a Im M revient a dire que M X est le projeté orthogonal
de Y sur Im X. Le fait que cela équivaut a la minimalité de [|[MX — Y| vient du
théoreme de Pythagore (faire une figure). O

Lemme 32. L’ orthogonal de Im M est ker M*.

Preuve.
VX, (MX,Y)=0 < VX, <X,MtY> =0 < MY =0 O

Lemme 33. Pour une matrice réelle symétrique positive, le noyau et le cone isotrope
coincident.

Preuve. En général on a le noyau inclu dans le le cone isotrope, il s’agit de vérifier
I'inclusion inverse sous 'hypotheése de positivité. Pour une base orthogonale (e;) la
forme quadratique (de rang r) associée s’écrit

q(z) = ayzi + - + a a2
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pour certains a; > 0. Soit x € E, on écrit x = >_!_; x,e; + xo avec xy € ker A. Si x est
dans le cone isotrope, on a ¢(x) = 0 = x; = 0 pour chaque i = 1,...,7, et donc
T = xg € ker A comme attendu. ]

Lemme 34. La matrice A = M'M est symétrique définie positive.

Preuve. La positivité vient de X!M'MX = ||[MX]|?> > 0. Reste a vérifier que MM
est non dégénérée, c’est-a-dire de rang p. Par le lemme précédent on sait que son cone
isotrope est égal a son noyau, ce qui donne la premiere équivalence dans la ligne qui
suit :

MMX =0 < X'M'MX =0 < |MX| =0 < MX =0.

Donc ker M*M = ker M. Par le théoréme du rang on conclut rang M*M = rang M =
D- U

On cherche donc X tel que M'MX — M'Y = 0. Posons A = M!M et B = M'Y,
on est ramené au systeme AX = B avec A symétrique définie positive, et on passe le
bébé a Cholesky.

fin cours no 5

4.2. Décomposition en valeurs singuliéres. Le théoreme de décomposition en va-
leurs singulieres et le B-A-BA de I'algebre linéaire pour les maths appliquées, et semble
completement ignoré par les livres d’algebre plus fondamentaux... a tort ! Cette section
est fortement inspirée du livre [TB97]. Si on veut aller directement a 'essentiel il suffit
de regarder cette video youtube. Voici 1’énoncé suivi de quelques détails supplémen-
taires, si la chanson n’est pas assez claire :

Théoréme 35. Soit M € Mat,,,, la matrice d’une application linéaire ¢: R" — R™,
avec m = n. Alors il existe U € O,,(R) et V € O,(R) des matrices orthogonales, et

Y = diag(oy,...,0,) € Mat,,,, une matrice rectangulaire diagonale réelle avec oy >
o9 = -+ = 0, uniquement déterminées, tel que
A = U by Vvt

Remarque. Si on oublie les m —n dernieres lignes (nulles) de 3 pour la rendre carrée,
et les m —n derniéres colonnes de U pour que le produit matriciel reste bien défini, on
obtient la décomposition en valeur singuliere réduite :

A = U » Vvt

Définition. Les o; s’appellent les valeurs singuliéres de la matrice A. Quand la matrice
A est carrée on peut aussi parler de ses valeurs propres, qui sont distinctes des valeurs
singulieres en général.


https://www.youtube.com/watch?v=JEYLfIVvR9I
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On appelle ellipsoide un sous-ensemble de R™ défini dans une base orthonormée par
une équation de la forme
ari 4t agpl =1
avec les a; > 0. Autrement dit un ellipsoide est le niveau ¢(z) = 1 d’une forme quadra-
tique définie positive sur R"™.
Lemme 36. Soit A= B~ € GL,(R), et S C R" la sphére unité de R"™. Alors

(1) A(S) est un ellipsoide, associé a la forme quadratique q de matrice B'B.

(2) Deux vecteurs y, = A(z1),y2 = A(xs) sont orthogonauz pour q ssi xy,xs sont
orthogonauz pour le produit scalaire euclidien.

(3) En particulier les préimages par A des demi-azes principaux de lellipsoide A(S)
forment une base orthogonale (euclidienne).

Preuve. (1) Siy € R", on a
y€AS) <= Jre S y=Ar < Jrec S 2=By < y'B'By=1

Or la forme quadratique g associée & la matrice B'B est définie positive, donc
cette derniere condition revient a dire que y est dans 'ellipsoide ¢(y) = 1.
(2) Clest juste I'équivalence
Y B'By, =0 <= 2ixy = 0.
(3) Les demi-axes principaux sont orthogonaux pour ¢ (et aussi pour le produit
euclidien, mais cela ne sert pas ici). C’est une fagon géométrique de paraphraser
le corollaire 15 (diagonalisation simultanée). U

Preuve géométrique du théoreme 35, dans le cas d’une matrice carrée inversible.
Supposons A inversible de taille n, et notons (e;) la base canonique de R™. Par le
lemme, A(S) est un ellipsoide. On note wy, ..., u, une base orthonormée de R"™ dans
laquelle I’équation de 1'ellipsoide A(S) est
ale—k---%—anxi: 1

1
Vai:

Ual v A A 7
—3 2
SK/ 1ty AS

FIGURE 1. (extraite de [TB97])

avec 0 < a1 < as < -+ < a,. On pose g; = ainsi les vecteurs o;u; sont sur

Iellipsoide et sont ses demi-axes principaux (ordonnés par longueur décroissante). On
a o;u; = Av; pour des v; € S, et par le lemme les v; forment une base orthogonale (donc
orthonormée). Notons ¥ = diag(o;), U la matrice dont les colonnes sont les u; = Ue;,
et V celle dont les colonnes sont les v; = Ve;. Alors on vérifie que les matrices A et
UX V! sont égales car coincident sur la base des v; :

Avi = o;u; = Uaiei = UZeZ = UZVt'Ui. O
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Remarque. La décomposition en valeur singuliere répond a la question naturelle :
étant donnée une matrice rectangulaire A, et pour r < rang A, quelle est la matrice A,
de rang r et de méme taille la plus proche de A (pour la norme euclidienne matricielle) 7
On peut montrer qu'il suffit de prendre le produit A, = U, X, V!, ou U, est formé des

r premieres colonnes de U, V! des r premiéres lignes de V', et 3, = diag(oy,...,0,) :
A =U B WV
N [
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