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2. Sous-groupes distingués, quotients

Rappel: Sous-groupe distingué
On dit gu’un sous-groupkl C G est distingué (ou normal) si pour taut G on axH = Hx.

Exercicel. 1. Montrer que le sous-groupe= {id, (12)} C S3 n’est pas distingué, et expliciter les classes
a droite et a gauche moduitd.

2. Trouver tous les sous-groupes distingués du groupe sgoeEss.
Exercice 2. On considére le sous-groupkde S; engendré pafl2) et (13).

1. Le sous-groupkl est-il distingué danSs ?

2. Déterminer le nombre de classes a droite mo#tllo
Exercice 3. Montrer que tous les sous-groupes du groupe quaterniofii§w®nt normaux dang®.
Exercice 4. Montrer qu’un sous-groupd C G d’indice 2 est toujours distingué.

Exercice 5. Montrer que le groupe des automorphismes du grdyf#’ x 7 /27, est isomorphe au groupe
symétriquess.

Rappel : Quotient
SiH est un sous-groupe distingué @el’ensemble des classes (a droite ou a gauch§ ae@dulo
H forme un group&s/H appelé groupe quotient d&parH.

Exercice 6. SoitH etK deux sous-groupes finis d’'un groue Montrer que

card(HK) = card(KH) = H:!i".

Exercice 7. SoitH un sous-groupe normal dg.
1. Montrer que sH contient un 3-cycle alorsl = As.

2. Montrer que sH contiento produit de deux transpositions a supports disjoints, dlesgste un 3-cycle
y € As tel queyoy 1o~ soit un 3-cycle.

3. En s'inspirant de la question précédente, montrertjgentient toujours un 3-cycle.

4. Montrer queAs est un groupe simple.

Exercice8. 1. Donner un exemple de groupe contenant au moins deux soupes d’indice 2.

2. SoitH un sous-groupe d’indice 2 d&. Montrer que pour tout € S,, 62 € H. En déduire quéd
contient I'ensemble des 3-cycles et donc ¢lie- A,.

3. Pour un group&, on poseD(G) le sous groupe dé engendré par les commutategics 11~ 1ot,vVo, 1€
G}. Montrer que poun > 5,D(A,) = D(S,) = An.

4. Déterminer tous les sous-groupes distinguéSzd&,, Az et Ay.
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Exercice 9. SoitG un groupe eH un sous-groupe. Le normalisateurtdelansG est défini par :
Ng(H) = {ge Gtel quegHg * =H}.

1. Quel est le normalisateur d'un sous-groupe distingué c&sine caractérisation des sous-groupes
distingués ?

2. Vérifier queH est distingué dans son normalisateur.
3. Dans le groupé&y, trouver le normalisateur du sous-groupe a 2 élémg®) (34)).

4. Montrer queNg(H) est le plus grand sous-groupe @elans lequeH est normal.

Rappel : Passage au quotient _
Si f : G— G’ est un morphisme de groupe, il existe un unique morphisreetinff : G/Ker(¢) —

G tel quef(x) = f(xKer(d)).

Exercice10. 1. SoitH le sous-ensemble d&/3Z)[X] constitué des polyndmeR(X) verifiant P(1) =
P(2) = 0. Montrer queH est un sous-groupe (additif) et donner le nombre d’élémaemts le quotient
(Z/3Z)[X]/H.

2. On note(X? 4 1) le sous-groupe di[X] constitué des polyndmes de la forifd? + 1)Q(X). Montrer
qu'il existe un isomorphisme naturel eniRgX]/(X?+ 1) etC.

Exercice 11. On se donné\ etH deux groupes : H — Aut(N) un morphisme de groupe et on définit sur
N x H la loi de composition suivante :

(n,h)(n', 1) = (ng (h)(n), hir')

a) Montrer que cela muril x H d’une structure de groupe, on ndtexy H le groupe ainsi obtenu, et on
I'appelle produit semi-direct del etN.

b) Montrer queH etN s’injectent dandN x4 H et queH n’est pas distingué lorsquie+# 1d.

¢) SiH etK sont des sous-groupes @esous quelles conditions peut-on éci@e=- HK 2 H x K ?

d) Montrer ques, = A, x Z/27.

Exercice 12. a) SoitG un groupe eH un sous-groupe distingué d& On note@ la surjection canonique
¢@: G— G/H. Montrer que I'ordre d’'un élémentde G est un multiple de I'ordre de(x).

b) Pour toutx € G on posety I'application deG dansG définie party(y) = xyx 1. Montrer quety est un
automorphisme d& et que I'applicatiorx — Ty est un morphisme de groupes @alans AufG). Quel est le
noyau de ce morphisme ?

¢) On suppose qué est fini et queH est un sous-groupe distingué dont I'ordre est le plus petithre
premierp divisant I'ordre deG. Montrer que pour tout € G I'ordre de la restriction & dety est un diviseur
dep— 1 et de I'ordre de5. En déduire quey restreint eH est I'identité pour touk et donc queH est contenu
dans le centre dé.



