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2. Sous-groupes distingués, quotients

Rappel : Sous-groupe distingué
On dit qu’un sous-groupeH ⊂ G est distingué (ou normal) si pour toutx ∈ G on axH = Hx.

Exercice 1. 1. Montrer que le sous-groupeH = {id,(12)} ⊂ S3 n’est pas distingué, et expliciter les classes
à droite et à gauche moduloH.

2. Trouver tous les sous-groupes distingués du groupe symétriqueS3.

Exercice 2. On considère le sous-groupeH deS5 engendré par(12) et (13).

1. Le sous-groupeH est-il distingué dansS5 ?

2. Déterminer le nombre de classes à droite moduloH.

Exercice 3. Montrer que tous les sous-groupes du groupe quaternioniqueH
8 sont normaux dansH8.

Exercice 4. Montrer qu’un sous-groupeH ⊂ G d’indice 2 est toujours distingué.

Exercice 5. Montrer que le groupe des automorphismes du groupeZ/2Z×Z/2Z est isomorphe au groupe
symétriqueS3.

Rappel : Quotient
Si H est un sous-groupe distingué deG, l’ensemble des classes (à droite ou à gauche) deG modulo
H forme un groupeG/H appelé groupe quotient deG parH.

Exercice 6. Soit H et K deux sous-groupes finis d’un groupeG. Montrer que

card(HK) = card(KH) =
|H||K|

|H ∩K|
.

Exercice 7. Soit H un sous-groupe normal deA5.

1. Montrer que siH contient un 3-cycle alorsH = A5.

2. Montrer que siH contientσ produit de deux transpositions à supports disjoints, alorsil existe un 3-cycle
γ ∈ A5 tel queγσγ−1σ−1 soit un 3-cycle.

3. En s’inspirant de la question précédente, montrer queH contient toujours un 3-cycle.

4. Montrer queA5 est un groupe simple.

Exercice 8. 1. Donner un exemple de groupe contenant au moins deux sous-groupes d’indice 2.

2. Soit H un sous-groupe d’indice 2 deSn. Montrer que pour toutσ ∈ Sn, σ2 ∈ H. En déduire queH
contient l’ensemble des 3-cycles et donc queH = An.

3. Pour un groupeG, on poseD(G) le sous groupe deG engendré par les commutateurs{σ−1τ−1στ,∀σ,τ∈
G}. Montrer que pourn ≥ 5, D(An) = D(Sn) = An.

4. Déterminer tous les sous-groupes distingués deS3, S4, A3 et A4.
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Exercice 9. Soit G un groupe etH un sous-groupe. Le normalisateur deH dansG est défini par :

NG(H) = {g ∈ G tel quegHg−1 = H}.

1. Quel est le normalisateur d’un sous-groupe distingué ? Est-ce une caractérisation des sous-groupes
distingués ?

2. Vérifier queH est distingué dans son normalisateur.

3. Dans le groupeS4, trouver le normalisateur du sous-groupe à 2 éléments〈(12)(34)〉.

4. Montrer queNG(H) est le plus grand sous-groupe deG dans lequelH est normal.

Rappel : Passage au quotient
Si f : G→ G′ est un morphisme de groupe, il existe un unique morphisme injectif f̄ : G/Ker(ϕ)→
G′ tel que f (x) = f̄ (xKer(ϕ)).

Exercice 10. 1. Soit H le sous-ensemble de(Z/3Z)[X ] constitué des polynômesP(X) vérifiant P(1̄) =
P(2̄) = 0. Montrer queH est un sous-groupe (additif) et donner le nombre d’élémentsdans le quotient
(Z/3Z)[X ]/H.

2. On note(X2+1) le sous-groupe deR[X ] constitué des polynômes de la forme(X2+1)Q(X). Montrer
qu’il existe un isomorphisme naturel entreR[X ]/(X2+1) etC.

Exercice 11. On se donneN et H deux groupes,ϕ : H → Aut(N) un morphisme de groupe et on définit sur
N ×H la loi de composition suivante :

(n,h)(n′,h′) = (nϕ(h)(n′),hh′)

a) Montrer que cela muniN ×H d’une structure de groupe, on noteN ⋊ϕ H le groupe ainsi obtenu, et on
l’appelle produit semi-direct deH et N.

b) Montrer queH et N s’injectent dansN ⋊ϕ H et queH n’est pas distingué lorsqueϕ 6= Id.
c) Si H et K sont des sous-groupes deG sous quelles conditions peut-on écrireG = HK ∼= H ⋉K ?
d) Montrer queSn = An ⋊Z/2Z.

Exercice 12. a) SoitG un groupe etH un sous-groupe distingué deG. On noteφ la surjection canonique
φ : G → G/H. Montrer que l’ordre d’un élémentx deG est un multiple de l’ordre deφ(x).

b) Pour toutx ∈ G on poseτx l’application deG dansG définie parτx(y) = xyx−1. Montrer queτx est un
automorphisme deG et que l’applicationx → τx est un morphisme de groupes deG dans Aut(G). Quel est le
noyau de ce morphisme ?

c) On suppose queG est fini et queH est un sous-groupe distingué dont l’ordre est le plus petit nombre
premierp divisant l’ordre deG. Montrer que pour toutx ∈ G l’ordre de la restriction àH deτx est un diviseur
de p−1 et de l’ordre deG. En déduire queτx restreint àH est l’identité pour toutx et donc queH est contenu
dans le centre deG.


