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Algébre 2
Examen partiel

Durée: 2 heures

Ni document ni calculatrice. Le baréme sur 21 est indicatif.

| - Le groupe symétrique Sz (5 points).
1. Montrer que le groupe symétriqe est isomorphe au groupe SIZ/27) des matrices & 2
de déterminant a coefficients dang/27Z.

2. Montrer queSs est également isomorphe au groupe (YRZ x 7Z/27.) des automorphismes
deZ /27 x 7./ 27.

Il - Quizz (7 points).

Répondre par vrai ou faux en donnant suivant les cas un cguntreent (trois lignes grand maximum)
ou un (contre-)exemple.

1. SiH1,H2 C G sont deux sous-groupes d’'un groupealors I'unionH; U H2 n'est jamais un
sous-groupe d6& : vrai ou faux ?

2. Il existe un groupe non commutatif d’ordre 7 : vrai ou faux ?
3. Les permutationgl23) et (432) sont conjuguées dans le groupe symétri§yevrai ou faux ?

4. SiH est distingué danK etK est distingué dan&, alorsH est distingué dan& : vrai ou
faux ?

5. Le groupe alternéy est simple : vrai ou faux ?
6. Il existe un sous-groupe d’ordre 4 daks: vrai ou faux ?

7. ll existe un groupe infini dont tous les éléments sont d®fihi : vrai ou faux ?



[Il - Normalisateur et centralisateur (9 points).

SoientG un groupe fini ek € G un élément d’ordr@. On note :

H = (x) le sous-groupe engendré par
C = {y € G;xy=yx} le centralisateurdex;
N ={y € G;Hy =yH} le normalisateurdeH.

Remarquons qul,C, N sont des sous-groupes @eget que I'on a toujoursl CC C N C G.

1. (a) ExpliciterH, C etN dans le cas o( est le groupe symétriqu etx = (123).
Indication : dans ce cas on montrera que=HC & N.

(b) Mé&me question, toujours dans le s S, avecx = (12).
Indication : dans ce cas on montrera quedHC = N.

2. On revient au cas général. Montrer que pour yoatN, il existe un entiek premier avea tel
queyxy 1 = xK. Cet entiek est-il unique ?

3. Montrer que I'on obtient une application bien défihieN — (Z/nZ)* en posan(y) = k, oul
k provient de la question précédente(2ynZ)* est le sous-groupe des inversibleszjaZ,
par rapport a la loi multiplicative.

Montrer que cette application est un morphisme de groupe.
4. Calculer le noyau dé.

5. On suppose dans cette derniére question@ast un groupe symétrigug, (oum > 2); x est
donc ici une permutation d’ordredansSy,.

(a) Montrer que les générateurs du grottpsont deux a deux conjugués ddns
(b) En déduire que les groupBgC et (Z/nZ)* sont isomorphes.



