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Corrigé de I'examen terminal
| - Un théoreme de Sylow (8 points).

=

. Supposons gu'une action 8gsurG/Sn’admette pas de point fixe et cherchons une contradic-
tion. S est d’ordrep? et|G/S| = m. SixSe G/S la formule des classes s’écrit

|Orb(x9)| - |Sab(xS)| = p*.
On a dondOrb(x)| = pP avec 1< b < a, d’ol |Orb(x)| = Omodp etm = |G/S| = Omodp ce
qui contreditm premier ave@.
2. On considére I'action
S xG/S— G/S
g, XS—gxS

Par la question précédente, il existe une claSdixe, c’est a dire que pour togte S;, gxS= xS.
Cela équivaut X 1gx € S, ou encore & € xSx* pour toutg € S;, autrement di§; C xXx L.

3. SiSet$S; sont deuxp-sous-groupes de Sylow @ on peut appliquer la question précédente et
obtenir qu'il existex € G tel queS;  xSx~1. Comme de plu§; et xSx—1 ont méme cardinal,
cette inclusion est une égalité.

4. On considére I'action
G x {p-Sylow deG} — {p-Sylow deG}
g , S — gt

Par la question précédente, cette action admet une seute @idction est transitive), la for-
mule des classes donne
[Orb(S)| - |Fab(S)| =[G

avec|G| = p"met p" qui divise|Sab(S)| (car Sest un sous-groupe d&ab(S)[). Le nombre
de p-sous-groupes de Sylow @(qui est égal &0rb(S)|) divise donam.

5. SiSc Ng(S), alorsS est unp-sous-groupe de Sylow dés(S). Par la question 3il existe
x € Ng(S) tel queS= xSx~1. Par définition méme dig(S), cela donnes=S.

6. On considére I'action
Sx {p-Sylow deG} — {p-Sylow deG}
g , S — gSg*
Par la question précédente Ssest fixe, ce qui revient a dire q&C Ng(S), on aS=S.

7. Leseul pointfixe es$ = S, donc les orbites sont toutes de cardinal une puissangesalgf cette
orbite singleton. En écrivaqip-Sylow deG} comme union disjointe des orbites, on obtient que
le cardinal de 'ensemblép-Sylow deG} est congru & 1 modulp.

8. Le nombre de 3-Sylow d& (autrement dit le nombre de sous-groupes d’ordre 9) divisar5
la question 4, et est congru a 1 modulo 3 par la question peétédOn conclut qu’un groupe
G d’ordre 45 admet un unique sous-groupes d’ordre 9.



1.

6.

Il - Le groupe A4 (6 points).

|A4] = 12, et 'ensembleX des 3-cycles est de cardinal 8. La formule des classes po8+ un
cycleo s'écrit |Orb(o)| - |Sab(o)| = 12 avec|Sab(o)| multiple de 3, d’'ou0|Orb(o)| divise 4.

En considérant I'action d&; surX on voit queStab(o) est exactement de cardinal 3, et donc
|Orb(o)| = 4. Finalement il y a deux classes de conjugaison de 3-cyelesAl, chacune de
cardinal 4.

Les quatre classes de conjugaisons dgrsont : l'identité, les deux classes de 3-cycles trou-
vées a la question précédente, la classe des double-tsitispo

A part le sous-groupe trivial (ordre 1) et le groug(ordre 12), les sous-groupes Agont un
ordre dang 2,3,4,6}.

e Sous-groupe d’ordre 2 : ce sont les sous-groupes engerairéag double transposition,
ily en atrois.

e Sous-groupe d’'ordre 3 : ce sont les sous-groupes engerairéns -cycle, il y en a quatre
(puisque chacun contient deux 3-cycles inverses I'un derkg.

e Sous-groupe d’ordre 4 : par Lagrange, ne peut contenir del@s; ainsi I'unique possi-
bilité est le sous-groupe de Klelf contenant I'identité et les trois double-transpositions.
e Sous-groupe d’ordre 6 : $l est un sous-groupe d’'ordre 6 g, alorsH estisomorphe a
S3 (H ne peut étre cyclique puisqu’il n’y a pas d’éléments d’oldansA4), en particulier
H contient trois éléments d’ordre 2 qui sont forcément lesbtkritranspositions. On
aurait alorK C H, ce qui contredit Lagrange (4 ne divise pas 6).

Il'y a donc au total 10 sous-groupes d#@asdont trois sont distingués{id}, A4 etK.

. Tout d’abord 123), (12)(34) et (14)(23) forment un systeme de générateurs plapr (12)(34)

et (14)(23) engendre&k, donc le groupe engendré par les trois €éléments est d’ordlitépie de
4 et 3. Ceci prouve que le morphisnpeest surjectif. Le noyau de contient clairement
a3, b? et ¢c>. Comme(12)(34)(14)(23) = (13)(24), on a(bc)? € Ker¢. De méme, comme
(123)(12)(34)(132) = (14)(23), on aaba ¢! € Ker ¢.

Considérons1 le plus petit sous-groupe distingué@gcontenana®, b2, ¢, (bc)? etaba—1c 2.
Dans le quotienEs/H on a (les barres dénotent des clasbesy cb etab = ca; on en dédutt
que tout élément des/H s’écrit sous la forme'blct avec 0<i <2, 0< j.k < 1. Ainsi
|F3/H| < 12, mais commd=/H se surjecte suh; on a finalementRs/H| = 12 etR3/H =
Fs/Ker ¢ isomorphe &\4. Autrement dit, une présentation Ag est donné par

(a,b,c; a>,b%,c?, (bc)?, aba1c™1).

. Le nombre de drapeaux de est égal a 24 (4 fois le nombre d’arétes), ainsi le groupe des

isométries préservant est d’ordre 24 : comme de plus le groupe s’identifie a un soosgg
de S puisqu'il permute les sommets de on conclut que IsonT est isomorphe &;.

Le groupe Isom 7 des rotations d&3 préservantr est alors isomorphe/A;, comme unique
sous-groupe d’indice 2 d®.
¢ |dentité : rotation identite.

e (123) et (132): rotations d’anglet%” et d’axe passant par le sommet 4 et le milieu de la
face de sommets 1,2,3.

IProbléme ici, il faut une 6&éme relation, par exentge= abc, pour que la suite soit correcte...

~



e (12)(34) : rotation d’anglatet d’axe passant par les milieus des arétes 1,2 et 3,4.

[l - Quizz (8 points).
. Tout groupe commutatif est cyclique : fauk/27 x 7./27. est commutatif mais non cyclique.

. Les groupesZ et 13 sont isomorphes : vrai. lls sont tous deux isomorph#s @n isomor-
phisme consiste a envoyen 4ur 131 pour toutn € Z.

. SiH est un sous-groupe d’'un groupe commut&ifalorsG est isomorphe au produit direct
(G/H) x H : faux. Prendrés = Z etH = 2Z, alorsZ /27 x 27 contient un élément d’ordre 2
mais pas.

. Alisomorphisme pres, il existe exactement deux group@smagtatifs d'ordre 12 : vrai. Comme
12=2.2.3, les deux groupes d’'ordre 12 s&f47 x 7 /37 etZ/27 x 7./ 27 x 7./ 3.

. Les permutationgl2)(654) et (135)(72) sont conjuguées dans le groupe symétriguevrai.
lls sont conjugués car les ordres des cycles corresporagiicitement

(12)(654) = (471)(36) - (135)(72) - (417)(36).
. SiG; est distingué danG, et G; est distingué danGs, alorsG; est distingué dangs : faux.
PrendreGs = A4, G2 = K le groupe de Klein, eB1 le groupe d’ordre 2 engendré pdr2)(34).

. Le groupe Sk(Z/57) est d’ordre 240 : faux. G}{(Z/5Z) est d’ordre 24.20 = 480, et comme il
y a quatre déterminants non nuls possibte$ €t+2) on a Slx(7Z/5Z) d’ordre 480/4 = 120.

. (a,b; a2,b3, abab~1) est une présentation du grouig6Z : vrai. Au niveau des classeb =
ba, ainsi le groupe est commutatif, admet au plus 6 élémentssirgecte Suz./6Z.



