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1 Introduction

Ce document s’appuie essentiallement sur [1].

2 Calculs Numériques Approchés

2.1 Définitions

Pour x € R* on a

oo
r = kbPm = £y aph ", (1)
k=1
oube N* q € {0,....,b—1}, m :== > 72, apb™® et p € Z. Puisque la
capacité de la mémoire de 'ordinateur est finie, il retient

N
x~a = +bPm = P Zakbfk,
k=1
oum = Zszl apb™ et 0 < m < 1. Pour ne pas perdre de précision on
prend a; # 0 ce qui fixe p de fagon unique. Définitions :
— b est la base, pour 'ordinateur, en général, b = 2 ou 16. On pourra

utiliser b = 10 pour des exercices.
— m/ est la mantisse, N est la longueur de la mantisse.

L’erreur en z est :
Az = |z -2 (2)

= b i akb_k

k=N+1

< WP i (b—1)b*

k=N-+1

= vV (3)



Donc

Az Amb?
lz|  mbp
b—N
=~ b_1
‘AT < N =¢. (4)
x

On appelle € est la précision relative.

2.2 Arrondie

Pour réduire € dans (4) on utilise I’arrondie. Pour  comme dans (1) on
prend

, bP Zszl apb™*F siant1 < b/2
V(> op—y axdb™) + (any +1)b7) siant1 > b/2.
2.3 Non associativité

Exemple : on prend b = 10 et N = 3. Alors, si x = 8,22, y = 0,00317 et
z =0,00432, on a
(x +y) =8,22317 = 8,22

et donc ((z +y) + z)' = 8,22. Par contre,
(y 4 z) = 0,749 x 1072
et donc en utilisant la régle d’arrondie, (z+(y+2)") = 8,23 # ((z+y) +2)’.

2.4 Erreur d’une Somme

L’équation (4) implique que

A +y) = @' +y) — (@ +y)
el + 9|

(2| +1y'])

e(|z| + Az + |y| + Ay)
el + [yl)-

ININ TN

Q

Donc

Alz+y) = l(z+y)— (" +9)]
= [(z+y) - (@ +y)+ @ +y) - (@ +9)
=2+ |y = | + @ +y) — (@' + )]
Az + Ay + e(|x| + |y|)
Az + Ay +e(|z] + y]) (6)

ININ TN



Exemple :

Sp = Zu, (7)
i=1
On suppose Au; = 0 et on note Sy := Zle ug, k € {1,...,n}. Donc
AS, < ASp_1+e(Skp—1 + uk) (8)

Par récurrence, on a

AS <

= ASp_1+¢eSk. (9)

e(Sa+ -+ Sh)
e(un + 2up—1+ -+ (n— Dug + (n — )uy).

Petites valeurs d’abord !

2.5 FErreur Produit

et

A(z'y')

2"y — («'y)']
elzy|
el(z + Az)(y + Ay)|

elzyl.

VANVA

Q

|y —ay| = o'y’ — a2’y + a2’y — ay|

D’ou

VARVAN

Q

= |2'Ay + yAx|

|| Ay + [y| Az

(x + Az)Ay + |y|Ax
lz| Ay + |y|Az.

VANVAN

Q

lzy — (='y')|

lzy — 2y +ay — 2y + 2’y — (Y|

lwy — 'y | + [z’ — 2"y | + 2"y — (@)

[z|Ay + |y |[Az + €|y

|z|Ay + [y|Ax + e[zy] (10)



2.6 Cumulation d’Erreurs Aléatoires

o0
S = Z%y u; > 0,
=0

k
Sy = Zuz = Sp_1+ ug.
=0

On suppose Au; = 0. On pose AS, = ASk_1 + ap. L'inégalité (8) (et sa
négative) implique :

|Ozk| < &Sk
< &S
On a
n
ASn = Zai
i=1
< nesS.
Hypothése :

1. «; sont des V.A. globalement indépendantes.
2. E(Oéz) =0.
d’ou var(AS,) = > | var(a;). Mais var(a;) < €252, et Bienaymé- Tcheby-

chev :

o2

W(X25)§@5>0

implique
9(|AS,| > ac(AS,)) < a2
Exemple :

9(|AS,| > 10v/neS) < 0,01.

2.7 Phénoméne de Compensation

Exemple : b = 10, N = 10, 22 — 1634z + 2 = 0. A = 667487. VA ~
816, 9987760.

z1 = 817+ VA = 1633,998776
zo = 817 —+v/A =0,0012240.

Ici m129 = 2, 19 = 2/21 ~ 1.223991125 x 1073,



3 Approximation Polynomiale

Notations : R, [z] := {polyndmes & coefficients réels de degré < n}, dim
Ry[z] =n+ 1.
f ¢ [a,b] — R, alors

[flljap) == sup_|f(z)]. (11)
z€a,b]

Propriétés :

LAA=Z0,[fl=0 = f=0.

2. [IAF1 = (AL

3+ gl < AN+ Hlgll

4 fgll < IIf1lgll-
C([a,b]) :={f : [a,b] — R/ f continue}
C™([a,b]) := {f : [a,b] — R/f™ continue}.

3.1 Meéthode d’Interpolation de Lagrange

Pour la suite on pose :

n

T (@) = [[(z — zi) € Ropa[a]. (12)
=0

3.1.1 Existence et unicité
Soit f € C([a,b]) et soient zg,x1,...,2, € [a,b], z; # xj sii # j.
Probléme : trouver p,, € R, [z] tel que py(z;) = f(zi) Vi € {0,1,...,n}.
On dit que p, interpole f aux points x;, ou bien p, est le polynome

d’interpolation de f aux points x;.
Posons

li::HMizo,l,...,n (13)

i (@i — )

ZZ(.%']) =0 Sij 7& 7. lZ(iL‘Z) =1.
pn(z) = Z f(x)li(x) € Ry[z]. (14)

Théoréme 1
Soit f € C([a,b]) et z; € [a,b], i = 0,1,...,n. Alors il existe un polynéme
unique dans R,,[z] qui interpole f au points x; donné par (14).

Preuve. L’existence est fait. Soit ¢, € R,,[x] une autre solution, donc p, (x;) =

qn(zi) = f(z;) pour i = 0,1,...,n. Donc z; est racine de p,(z) — gn(z) pour
i =0,...,n. Par conséquence, m,11(z) divise p,(x) — g,(x). Puisque 7,41
est de degré n+ 1 et p, — g, est de degré n, p,(z) — gn(z) = 0. |



Remarque 1
Autre démonstration : resoudre le systéme

zn:ajxg = f(z;) 0<i<n. (15)

J=0

Il y a une solution unique car le déterminant du systéme, dit le déterminant

de Van der Monde
1 =z x% N 1

£0. (16)

2 n
1 zp =, ... zp

Cette méthode n’est pas utilisé car le déterminant de Van der Monde est
numériquement instable.

3.2 Meéthode de Différence Divisée

Soit py, le polynéme d’interpolation de f aux points xg,--- ,z,. On note
flzo,- -+ ,x] le coeflicient directeur de pg. Le polynéme py — pgr—1 s’annule
aux points xg,...,zp_1 d’out :

pr —Pr—1 = flzo, - zp)(x — m0) -+ (2 — Tp—1). (17)

po = f(z0) = flwo].
pn(®) = po+ Z(Pk — Pk-1)

k=1

= flwo)+ > flzo,- ., mel(w —z0) - (1 —wp_).  (18)
k=1

Formule de récurrence pour la différence divisée d’ordre k > 1 :

f[xo, . ’xk] _ f[xl, e ,a}ka];k—_fiio, e ,xk,l] ‘ (19)

Vérification. Soit qx—1 € Ry_1[x] le polynéme d’interpolation de f aux points
z1i,...,x,. Posons

Belz) = (z —x0)qr—1(x) : (z — xp)pr—1(x)
Tk o

Pr € Ry[z]. De plus, pr(zo) = f(zo), pr(wi) = f(zi) et pour 0 < i <k,
pr(zi) = f(x;). Donc pr = pg ce qui implique (19). En utilisant (18), on
peut calculer p,.



3.3 Formule d’Erreur

Théoréme 2

Soient f € C"*([a,b]), x; € [a,b] et p, € Ry[z] le polyndome d’interpolation
de f aux points z;. Alors pour x € [a, b], il existe &, €]a, b] tel que

o j i i1 (2) FTD (&) (20)

/(@) = pn()] < |

Lemme 1
Soit g € C([a,b]) et co < c1 < -+ < ¢p € [a,b] tels que g(¢;) = 0 Vi. Alors il
existe & €]cg, ¢, tel que gP)(€) = 0.

Démonstration. Par récurrence. Pour p = 1 c’est le théoréme de Rolle. Sup-
posons vraie pour p—1 et supposons on a p+1 points ¢y < ¢1 < -+ < ¢, avec
g(c;) = 0. Par le théoréme de Rolle, il existe p — 1 points ¢, ou ¢'(¢;) = 0.
Par hypothése il existe un point ¢ tel que ¢'®1(€) = 0. On a ¢ (£) =0. W
Démonstration du Théoréme 2. Si & = x;, mpy1(x) = 0, tout point &, €]a, b|
convient. Supposons x # x; pour tout . Soit pp11(t) € Ry41[z] le polynéme

d’interpolation aux points x, xg, ..., ;. Posons
en+1 1= Pnt1(t) — pu(t) = cmnia(t). (21)
Soit
g(t) = f(t) = pn(®)+ (Pn(t) = Pns1(t))
= f(t) = pnlt) — cmnia(t).
g s’annule en xg,- - ,x, et en z. On en déduit par le Lemme 1 qu’il existe

&4 €la, b, tel que gD (€,) =0. On a p%n+1)($) =0, 7T7(.Z_L:11)($) =mnl. On en
deéduit que ¢ = f+(€,)/(n 4 1)!. Puisque

f(dj) _pn(x) = Pn+1 (SC) - pn(l‘)a
on obtient (20). [ |

Corollaire 1
1 (n+1)
I = pall € Gomyllmna S (22

3.4 Cas des Points Equidistants

la,b]. z; = a+ih =a+ i'FTa, 0 < ¢ < n. Pour utiliser (22), on voudrait
estimer ||7my,41]].

Tni1(z) = (z—20)--- (¢ = zn)
= h"ls(s—1)---(s—n) s€[0,n]



Soit ¢(s) :=|s(s —1)---(s —n)| pour s € [0,n]. p(n —s) = ¢(s) donc

Do o) = max, 9(s)
On a o D .
s — n+1-s
= >1se[l,n/2.
o(s) 5 /2
Donc
Do) Pls) = e, 6(s) < ml
Donc
hn+1 ( +1) 03
_ < n .
£(@) = pa@)] < g o £V (@) (23)

Exemple. Pour avoir une erreur inférieur a 1075, si h = 10~ 2 et || f(|| < 4

(10-2)*

@) =108
s = 1078,

|[f (@) —p3(x)] <

2
@) -l < L1 50

erreur plus petite si < us grande sl > .
plus petite si || f®)[| < 500, plus grande si || f®)|| > 500

Remarque 2

it e it anta 1 (b—ayntl
Pour les points equidistants on peut montrer que [|Tn41 = —7(75%)"".

3.5 Les Points de Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev sont définis par
tn(z) = cos(n arccos ). (24)
Posons 0 := arccos x. Donc

tht1 +th—1 = cos((n+ 1))+ cos((n —1)8)
= cosnb cosf — sinnf sin 6 + cosnb cos(—0) — sin nb sin(—0)
= 2cosn#cosf
= 2ty (x).

Donc on a to(z) = 1, t1(z) = x et les autres sont obtenus par la formule de
récurrence tp41(x) = 2xt,(z) — tp—1(x). On voit que t, € R,[z] et que son
coefficient directeur est 2"~!. Puisque z = cosf € [—1,1], les polynome de
Tchebychev sont définis sur [—1,1]. Si t,(z) = cosnf = 0, alors nf = 5 + i,

ou bien 6 = 22;72171 A priori, i € Z, mais puisque t, € R,[z] il n'y a que n
racines différentes, et donc on peut prendre i € {0,...,n — 1}.



Définition 1

Les points d’interpolation de Tchebychev d’ordre n sont les points z; =

2i+1

55m), @ € {0,...,n} racines de t,11(x).

cos(

En prenant u € [—1,1] et u; = COS(QZ;—:}QW), on peut écrire

n

tnpr(w) = 2" [J(u—w)

=0
= 2"mp41(uw).

Pour se ramener a 'intervalle [a, b],

. a+b+b—a
U T = Uu.
2 2
Donc
at+b b-—a ( 2t +1 )
xr; = cos T
! 2 2 2n + 2
b— a( )
r—x; = —
i 5 (U —u
(@) = [J@-=)= (2) H(u — ),
=0 1=0
ou [[i-g(u —u;) = Q%tnﬂ(u). D’ou
(b a>n+1
7Tn+1( ) - 92n+1 tTLJrl( )
Puisque [[tn1]] = 1,
(b _ a)n+1
”7Tn+1|| S 22n+1

Exemple : n = 30,



4 Integration Numérique

4.1 Methodes de quadrature élémentaires et composées
4.1.1 Principe des méthodes numériques

On cherche une valeur approchée de | f f(x)dz. On partitionne o = ap <
a1 < --- < ay = . La formule de Chasles donne

E o paipa

B
/a f(z)dz = ;/al f(z)d.

Meéthodes de quadrature élémentaires

Qi1 li
[t = @i - a) S wisr )

i 7=0
<l :
ou Y gwij=1,&; € |, ], 0< 5 <l

Meéthodes de quadrature composée

k—

p L
/ Fl@)dz = (aip1 — i) D wif(&ig).

i=0 7=0

—_

~

Définition 2
Une méthode de quadrature est d’ordre N si la formule est exacte pour
f € Ry|[z] et inéxacte pour la fonction z s 2N+,

4.1.2 Exemples

(a) l; = 0 pour tout .

/ @) = (i — o) f(&)

T
L

B
/f(f)dw = . (@it1 — i) f(&)-

I
o

C’est une somme de Riemann si
1. & = «; rectangles a droite.
2. & = ajy1 rectangles a gauche.
La méthode est d’ordre 0.
Sié = %, c’est la méthode du point milieu, d’ordre 1.
(b) Interpolation linéaire ou la méthode des trapéze. l; = 1 Vi, &0 = o,
§il = Qi1

(& — ai) fait1) — (2 — air1) flew)

Qi1 — O

pi(z) =

10



/ e = / i (@)de

1 1
= (g1 — ai)(ﬁf(ai) + §f(04z‘+1))'
La méthode est d’ordre 1.

(c) Méthodes de Newton-Cotes : NCj. [; =1 Vi.

Gij = ot 0<j<l
l
m(x) = Zf(T])LJ(:E)
=0
Li(z) = [ 2.
ity T
Si (o, 1] = [-1,1], 7j = =1 + j. Ceci donne

1 1
/_1f(x) dz %/_1pl(a:)d:c
l
= 2) wf(r),
§=0

avec w; = %f_ll Lj(x)dx. Le calcul des w; est facilité en remarquant que
T—j = —7j, Li—j(x) = Lj(—x) et w;—; = w;. Pour un domaine d’integration
quelquonque, on remarque que les w; sont invariants par le changement de
variable

[_171] — [aab]
at+b b-—a
u.

= =
U :1;2+2

Proposition 1
Si [ est paire, les méthodes NCj sont d’ordre [ + 1. Si [ est impaire, les
méthodes NCj sont d’ordre [.

Exemples :
— [ =1, c’est la méthode des trapézes : wg = w1 = %
— [ =2, la méthode de Simpson : wyg = wy = %, wy = 2/3.

4.2 Evaluation de I’Erreur
4.2.1 Rappels d’Analyse

Si f € ON*Y([a, B]) et z, € [a, ], la formule de Taylor avec reste integrale
est :
N1 v ]
fla)=Y" Hf(k)(a)(w —a)* + ~§1(&~ HN fNT(@)dt. (27)
k=0 @

11



Vérification. Par récurrence sur N. Pour N =0 :

La formule est vérifiée. Supposons la formule vérifiée a 'ordre N — 1. Faisons
une intégration par partie sur l'intégrale dans cette formule :

/a le_l)l(x _ t)Nﬁlf(N)(t)dt — —%(aj _ t)Nf(N+1)(t):|a+/a ]\1“(x t)Nf (N+1) (t)dt.
Ceci donne (27). [ |
On définie x4 := max{z,0}, et x_ := (—z)4. (27) peux s’écrire :
1 k 71 N p(N+1
=> gf —a) +/ yi(@=1)+) FNED (A (28)
k=0 @ :

La Formule de la Moyenne. Soient 0 < w(z) intégrable et f € C([a,b)),
alors il existe & € [a, b] tel que

B B
/ f@yw(z)de = £(€) / w(z)da. (20)

Vérification. Soient m := ming¢(,p) f(7) et M = max,¢fq ) f(x). Alors

c-m/ dx</f dx<M/jw(m)dx:

Soit G(t f’B x)dx. Puisqu'il existe & € [a,b], i = 1,2, tel que
G(&)=c et G(§2) C par le théoréme des valeurs intermédiares, il existe
€ € [a,b] qui vérifie (29). [ |

4.3 Le Noyau de Peano

Si notre méthode donne

B l
fl@)dz =~ Y \if(x;), (30)
a §=0
on définie .
B
B(f) = [ flads = \if(wy) (31)
o =0
Définition 3
On définie
Kn(t) :=E(@~ (- t)4)V) t € [a, 8. (32)



Théoréme 3
Si la méthode est d’ordre N et f € CVNT([a, B]),

B
B(P) = 1 [ Kn @70, (3)

Démonstration. L’application f — E(f) est une forme linéaire. Si g : (z,t) —
g(z,t) est intégrable sur I := [« ], le théoréme de Fubini implique que

E <:c - /tgg(x,t)dt) = | Bl glw )t

Par (28) on peut écrire

B
f(2) = pr(a) + / L@ = )N f O a.

«

On a py € Ry[z], donc E(py) = 0 d’ou
B
B = B0 [ -0 aa)
= /j E (x > %((az — t)+)Nf(N+1)(t)> dt
N / LN (B s (o 1))V
W NI

B8
- / Ky (t) N+ (t)dt.

[ |
Corollaire 2
Loy 7
(BN 7177 oo [ [En(2)]dt. (34)
Corollaire 3
Si Ky est de signe constant et f € CN*1(I) alors 3¢ € I tel que
1
B(f) = N+ (VB N+1y
(= OB = Y (3)
Démonstration. Par le théoréme de la moyenne, on a
1 B
B(H) = 35/ [ Kn(o (36)
En prenant f : 2 — z¥*! et en remplacant dans (36), on obtient :
/BK (1)l = —— B(x s 2V
i N = yyfleme .
Remplacant cette expression pour [ f Kn(t)dt dans (36) donne (35). [

13



4.4 Exemples

On prend l'intervalle I = [—1, 1].
Meéthode du point milieu. Méthode d’ordre 1.

1
— / Sz —2f(0)

Ki(t) = E(z— (z—1t)3)
1
_ /Jx—ﬂ#k—2@ﬂ+

= /tl(a: —t)dz — 2t_

_ [;x—ﬂﬂ:—%
1

= —(1-t)?—-2t_.
5(1—1)
Donc 1( )2
11—t t>0
_ 2 =
Kl(t)_{ s(L—1)%+2t t<O0.
D’ou
1 1
/ m@m:/u—Nm:U&
—1 0
et

1 "
E(f)=3f(©) &€l - L[
Meéthode du trapéze. Méthode d’ordre 1.

/f )z — (f(=1) + £(1).

1
i) = [ @=tde— (1= 05 +1-02)
_ /%x—ﬂ@%ﬂl—ﬂ

= —;1—9)3&
/ K(t
B(f) = —gf” (©).

14



5 Meéthodes Itératives Pour la Résolution d’Equa-
tions

5.1 Les suites de Cauchy

Un exemple : soit Sy o ZkN:1 1/k. Alors Syy+1 — Sy = 1/(N + 1),

donc limy 00 [Sy41 — Sn| = 0, mais limy_,o Sy = o0. Nous voudrions
caracteriser les suites convergentes.

Définition 4
Le supremum (infimum) d’un ensemble A C R est la plus petite (plus grande)
borne supérieure (inférieure) de ’ensemble A.

Le supremum (parfois +00) d’un ensemble réel A existe toujours par la
construction des nombres réels par les coupures de Dedekind. On écrit sup A
ou inf A.

Soit (xp), C R. On définit

. def ;.
limsupz, = lim sup z,.
N—)oopzN
Si oo > M = limsupx,, pour tout € > 0 et N > 0,il exist [ > NN tel que
x> M — €.

Définition 5
Une suite (zp)p50 C RY est de Cauchy si pour tout € > 0 il existe N. € N
tel que pour tout p, ¢ > N, |z), — z4]| < €.

Théoréme 4
Une suite (z,), C RY converge si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration : On commence par le cas N = 1.
= : Supposons lim;, o 2, = L. Soit € > 0. Alors il exist N,/ € N tel que
pour p > Nja, ||z — L|| < €/2. Donc pour tout p, ¢ > Nz,

|zp — 24|l = |zp — L + L — ]|
< lzp — LI + [[L — 24|
<e€/2+¢€/2=c¢.

Puisque € est quelconque, la suite (x)), est de Cauchy.

<= : Supposons (), est de Cauchy et soient L = limsup z, et € > 0. Alors
il exist N¢/o € N tel que pour p et ¢ > N9, ||, —24]| < €/2. Par la définition
de limsup il y a [ > N/, tel que ||2; — L|| < ¢/2. Il vient que pour p > N /s,

lep = LIl = [lxp — 21 + 21 — L]
< lzp =2l + 1 = L]
=e€/2+€/2=¢€.

15



Donc limy, o0 ), = L.
Le cas N > 1, suit par le fait qu’une suite (z,), C RY est de Cauchy si
et seulement si chaque coordonné de (z,), est de Cauchy. |

5.2 Principe

Soit E C RY un ensemble compact (fermé et borné) et ¢ : E + E. Un
point fize a € E est un point tel que ¢(a) = a.

Définition 6
La fonction ¢ est lipschitzienne de rapport k dans E si

[6(x) = oWl < Ellz —yll Va,y € E. (37)

Définition 7
La fonction ¢ est contractante dans E si ¢ est lipschitzienne de rapport k < 1
dans F.

Théoréme 5
Soit ¢ : E +— E contractante. Alors ¢ posséde un point fixe a, unique dans
E. De plus la suite (x,), définie par

Tp1 = ¢(zp) x0 € E (38)
converge vers a pour tout point xg € F.

Démonstration. Unicité. Par 'absurde : supposons qu’il existe 2 points fixes
ay et ag. Alors par (37) on obtient

|¢(a1) — dlaz)|| < [lar — a2l

mais par la définition d’un point fixe on a

[¢(ar) — ¢(az)ll = [lax — azl|.

Ezistence. Soit zg € E et z,, définie par (38). On a

lzp — zprall = lP(xp—1 — P(xp)|| < kllp—1 — 2. (39)

Par récurrence, on obtient donc

[2p = xpia |l < BP[l1 — zol| (40)
Pour ¢ > p,
q—1
lzp =zl < D llar — @
I=p
<

q—1
21 — ol D K.
l=p

16



Puisque

q—1 0o
lim K < lim I
pP—00 122 - p—oo lz:
=p =p

kP
posol—k

la suite (zp), est de Cauchy. Puisque E est fermé Il existe a € E tel que
limy, ,~c 2, = a. Puisque ¢ est continue, (38) implique que ¢(a) = a. |
Vitesse de convergence.

lzp —all = [lo(zp1 — p(a)

< kllzpa —al.-
Par récurrence, on obtient
ey — all < kllzo — all. (41)

Remarque 3
Quand on écrit un algorithme utilisant la méthode du point fixe, on arréte
souvent l'algorithme quand ||z, — zp41] est petit. La justification est :

2y — all = llzp — Tpr1 +pe1 — al
< lzp — 2pial| + [la — zpia|

= llzp — zp1ll + llp(a) — oz
< lwp = zpyall + klla — zp|
d’ou 1
lzp = all < 7= llzp — @p+al. (42)

5.3 Application

Soit f : RN = RY. On cherche a tel que f(a) = 0. On cherche donc une
fonction ¢ tel que ¢(a) = a si et seulement si f(a) = 0.

Pour le cas N = 1, supposons ¢ € C1(I + I) et ¢ posséde un point fixe
dans I.

L. |¢'(a)| < 1. Soit k tel que |¢/(a)] < k < 1. Par continuité, il existe
h tel que pour x € E = [a — h,a + hl, |¢/(z)| < k. Pour z € E,
|p(z) — ¢d(a)| = |o(z) — a|] < |z — a|, donc ¢(E) C E. Le point fixe
a est un point fixe attractif. La suite (z,), définie par (38) converge
Vers a.

2. |¢'(a)] > 1. Soit k tel que |¢'(a)] > k > 1. Par continuité, il existe
h tel que pour x € E = [a — h,a + hl, |¢/(z)| > k. Pour z € E,
|p(z) — @p(a)| = |¢p(x) —a| > |z —al. a est un point fixe répulsif. Dans
ce cas on utilise ¢! : E + E. Car a est aussi un point fixe pour ¢
et |(671Y ()] = [1/6/(a)] < 1 et pour z € E, (6~ ()] < 1/k < 1.

17



3. |p(a)] = 1. Exemple (1) ¢(x) = sinzx, x € [0,7/2]. sinx < z, © €
[0,7/2], 0 est un point fixe attractif.
Exemple (2) ¢(z) = shx, x € [0, M]. shz > z, x € [0, M]. 0 est un
point fixe répulsif.
Conclusion : on ne peut rien conclure si ¢/(a) = 1.

Cas particulier : ¢ € C?(I) et ¢'(a) = 0. Soit M tel que |¢"(z)] < M. On a
pour x € I,

o) = 9(a) + ¢/ (@) — a) + ).
Donc
[¢(x) —al = |p(x) — ¢(a)
< 1M|x —al%
2
D’ou 1 ]
EM6(z) —al < (z Mz~ al)”

Par récurrence, on obtient
2 1 op
|z — al SM’§M($O—G)’ : (43)
La convergence est quadratique.

5.4 Exemple

Soit f : x + 23 — 42+ 1. On cherche a tel que f(a) = 0. f'(z) = 32 — 4.
f(a) =0 < 1(a®+1) = a. Donc a est un point fixe de ¢ : z +— (23 +1).
¢ (x) = %. L’analyse des variations de f donne 3 racines a; < as < as. Par

le théoréme des valeurs intermediares on obtient

ap € [—2,5;-2]

az € [0;0,5]
ag € [1,5;2]
Pour
r € [-2,5;-2]¢(z) >¢(-2)=3>1
r € [0;0,5] ¢'(x) < ¢'(0,5) =3/16 < 1
r € [1,5;2] ¢/(x) > ¢'(1,5) = 27/16 > 1.

Conclusion : a1 et ag sont des points fixes répulsifs, as est un point fixe
attractif.
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Pour ay, on a
zp —az| < (3/16)P|zo — agf

1

< (3/16)1”5.
Pour a; et as, on utilise ' : y — (4y — 1)Y/? dans les intervalles
[0(—=2,5); p(—2)] et [p(1,5); 9(2)] = [35/32;9/4] respectivement. Par exemple

pour as,

< (1/3)P|zo — as|
< (1/3)P37/72
< @37

5.5 La Méthode de Newton

On cherche une racine d’une fonction f : R — R. L’idée de la méthode
de Newton est d’utiliser I’approximation affine de la fonction pour trouver
la racine. On commence avec xy pas trop loin de la racine, et on calcul x1,
le point ou 'approximation affine est O :

0= f(xo) + f'(zo)(x1 — x0),

ce qui donne

SR
ou plus généralement :
Tp+1 = Tp — jJFﬂ,((?;)) (44)
On vérifie que ¢ : R — R
def  flx)
est contractante. Si f € C2%([),
oy (@) f(2)
Pn(x) = @2 (46)

Si a est racine de f et f'(a) # 0, ¢'(a) = 0, donc a est un point fixe super
attractif de ¢n. Plus généralement si f/'(x) # 0 pour x € I = [a — r,a + 7]
on a :

Théoréme 6 ,
Soit f € C%(I) et soit M = sup,¢; %, alors pour z € I,

o -l < (G- |) (47)
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Démonstration. Soit z € I. Alors la formule de Taylor en x done :

1
fla) = f(@) + f'(@)a—2) + 5 /" ()(@ — a)*.
En divisant par f’(x) et en prenant le module, on trouve :

_117()
21(a)

qui donne (47). [ |
Par récurrence on a donc :

o — 2+ f(x)/f'(2)] (a—a)?

Corollaire 4
Soit f € C%(I) et M comme dans le Théoréme 6 et la suite (z,,) définie par

Zpy1 = On(xp), alors

M M

?’% —a| < |?($0 —a)|*. (48)
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