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Algebres vertex associées aux variétés algébriques
(de Bernard DWORK & Cumrun VAFA)
Rapport oral®

Vadim Schechtman

Ceci est un rapport sur un travail commun avec V.Hinich, A.Vaintrob, A.Gerasimov,
F.Malikov et V.Gorbounov.

1. Le désir d’associer une algdbre vertex & une variété (comme la notion méme
d’une algébre vertex) trouve sa source en physique quantique. Les physiciens croient
qu’on peut associer & une variété de Calabi-Yau X un modele de la théorie conforme
des champs, admettant une N = 2 supersymétrie. Ce modele décrit le mouvement
de cordes dans X (”espace-temps”)2.

Bien que les physiciens connaissent beaucoup sur ces modeles, ils ne sont pas
connus explicitement qu’en cas assez rares. Les exemples importants sont les hy-
persurfaces de Fermat. Parce que dans ce cas on peut donner une description du
modeéle plus ou moins compléte, on les appelle "résolubles exactement? .

2. Du point de vue d’un mathématicien, il est bien connu que les hypersurfaces
des Fermat (d’ailleurs, pas nécesairemant de Calabi-Yau) sont aussi "résolubles
exactement”: pour ces variétés André Weil (en généralisant le calcul de Gauss) a,
calculé leur fonction zeta, et ce calcul etait 1a source de ” conjectures de Weil”, [W].

On va discuter ’exemple de la quintique de Fermat $), donnée dans P* par
I'equation

fz1, w9, 03,24, 25) = 23 + 25 + 25 + 25+ 2l =0 _ (2.1)
Les nombres de Betti de $ sont
bo b1 bo by by bs bg
1 0 1241 0 1
La caractéristique d’Euler-Poincaré est x($) = —200.

Pour trouver le nombre de Betti le plus intéressant b3($), on peut utiliser la
méthode de Weil. Soit us le groupe des 5-itmes racines de I'unité; son groupe
des caractéres uf s'identifie 3 Z/5Z, ol a{modb) correspond & ¢ ~+ (% Le groupe

G = (ps)® agit sur § par (C1,...,G) o (z1,... ,@5) = (G121, ., (5x5), donc il agit

sur sa cohomologie.

Soit X C G* = (uf)5 le sous-ensemble des caractéres de la forme (X1,---,x5)

tels que x; # 1 et [[x; = 1. Alors H3($) = @y ex H3(H),, avec tous H3($), de
dimension 1.

Evidemment, on peut identifier X avec I'ensemble des 5-uples (a1,...,as),
1= ai <4, % a; =0(mod5). Il est facile & calculer card(X) = 204 (cf. ci-dessous).

1Exposé au ICM Pekin, Aofit 2002 (traduction de russe). Ce texte differe de celui publié dans
les Proceedings.

20n ne descuters, que la partie chirale de ces modéles.
' i



Les nombres de Hodge A9 = dim HP (%,Q%) de H3($H) sont
KO3 pl2 p21 30

1 101 101 1
On peut arranger tous 7P # 0 en ”croix de Hodge”
j30
p21
RO0  p1i R22 133
p12
R08
1
101
1 1. 11
101
1 .
3. Coté miroir (Dwork). Soit A = C[zy,...,25]. Considérons I'anneau de
Milnor de la singularité

flz) =0, . )
M = A/(8:f) = ®;=y Clzi]/(7) (3.1)
L’ensemble des monémes ¥ = {z1* 2322522742l |0 < n; < 3} est une base de M.
Le groupe  agit sur M de maniére évidente; considérons le sous-groupe diagonal

#s C G et le sous-annean de ses invariants M#s, Une base de M** forme le sous-
ensemble '

X = {1 ni=0(mods)} Y (3.2)
On peut identifier ’ensemble X avec X du numéro précédent, en posant a; = n;+1.
On définit

Xp = {a a5 a3z} al® € X| Y ny=5p} (0 < p < 3) (3.3)

Alors X = ]_[z=0 X, et les cardinaux des X, sont
P 0 1 2 3
card(Xp) 1 101 101 1

Donc card(X,) = h?*~P; de plus, on & une involution X —» X envoyant, [] z7
en [T=)™™ qui induit les bijections X, — X3_p, d’oit h?% = heP,
Ces rémarques, visiblement simples, mais profondes, sont dues a Bernard Dwork,

voir les derniéres lignes de [D]. En effet, le sous-espace propre H*(£)),, avec x € X,,,
a le type de Hodge (p,3 — p).

Tous cela est vrai pour une hypersurface de Fermat $; de dimension d quel-
congue, & un point délicat prés: le sous-anneau des invariants d'anneau de Milnor
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calcule la partie primitive H*Ha)prim C HH($4), qui est le sous-espace de codi-
mension 1 pour d pair.

4. On peut définir un plongement X; < I 1(5,9%) qui fournit une base de
cet espace. En effet, un choix d’une forme de volume sur $ furnit I'isomorphisme
H($,0% X g Y($,T), ot T est le faiscean tangent. Alors on peut associer & un
mondme m € X; 'élément de H1 (%, T) correspondant & la déformation f(z)+em.

Ceci inspire le désir de tourner le croix de Hodge. En effet, posons 'AP9 —
dim H?($, A?T), donc 'hPe = ppd—q. Alors on a le croix de Hodge "miroir”

13,30
21
BOO IR ip22 g3
p12
17,03
1
1

1 101 101 1
1
1

“On rémarque que ©p,q HP(H,A9T) est une algebre super-commutative, dont
@3=0 H?($, APT) est une sous-algebre paire. D’autre part, un choix d'une forme
de volume identifie ce sous-espace avec 5o HP(H,03?) = [ 3(9).

Donc, on peut associer 2 $ deux algdbres: Ia, cohomologie de de Rham &, , HP (5, Q)
et la cohomologie ©Bp,q HP($, A?T); une choix dune forme de volume sur £ les iden-
tifie, mais cette identification ne respecte pas les structures d’algebre.

3. Symétries cachées: les structures de Batalin- Vilkovisky. Omn peut rem-
placer 'anneau de Milnor M par un objet quasi-isomorphe: le complexe de Koszul
K'(A,df). Par définition, K (A df)y = A(T), o0 T = Der(A) = @; Ad;; on place
- AY(T) en degré —i; la différentielle est la convolution avec la 1-forme df. Munj de
multiplication exterieure, K (A, df) devient une algébre graduée commutative,

De plus, A'(T) porte le crochet impaif, dit de Schouten-Nijenhuis qui s’obtient

par prolongement, par la régle de Poisson (impaire), du crochet de Lie des champs
vectoriels.

Considérons les espaces des formes différentielles () (4) = Hom4(AY(T), A). Si
V'on identific A avec (5(A) par 9(z) = g(x)dzi A ... Adzs, alors A*(T) gidentifie
a Q°(4), et la différentielle de de Rham induit la différentielle d : A¥(T) —
AT qui commute avec df. .

Posons A = d + df. On a lidentité fondamentale suivante,
 Alew) - (Aa)y ~ (~1)Flady = (1), y) (5.1)
qu’on exprime en disant que K" (A, A) est une algébre de Batalin- Vilkovisky.
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D’autre part, considérons 'algebre des champs polyvectoriels sur §3, AT, avec
le crochet de Schouten-Nijenhuis; aprés un choix d'une forme de volume, on peut
l'identifier avec I’algébre de de Rham {¥;, donc la différentielle de de Rham induit
la différentielle d : A*(T) — A*1T, qui verifie (5.1). Donc on obtient sur AT
une structure d’un faisceau d’algébres BV.

6. Soit X une variété algébrique lisse. Appelons une 0-algébroide vertexr sur X
une application ¢: Tx — Ox telle que

*®

clat) = ac(r) + 7(a) (6.1)

el[n ) = rle(r)) + 7' (e(7)) - (6.2)

pour tous a € Oy, 7,7' € Tx. On désigne par ./-llgg?) Pensemble des 0-algébroides
vertex. Si ¢, ¢ € .Algﬁ?) alors ¢ — ¢/ est une 1-forme fermée; réciproquement, si
w € QP alors ¢ +w € Al ggg)._ Donc, Algé?) est un Q%7 -torseur, dont la classe
d’isomorphie c(Alg'Y) est égale 2 ¢ (X) = e1(Tx) € HY(X, Q3 ).

Définition équivalente: une 0-algébroide vertex est une structure d'un D-module
6 droite sur Ox. En effet, étant donnée une telle structure, on définit une applica-
tion ¢: Tx — Ox par ¢(t) = —1r.

On obtient la troisidme définition équivalente en utilisant Péquivalence canonique
entre D-modules & droite et 3 gauche: une 0-algébroide vertex est une structure d’un
D-module 4 gauche (c'est & dire, une connexion intégrable) sur det 7 := A™MT) (n=
dim X).

Pour ¢ € Algg?), soit O, désigne Ox muni de la structure d’un D-module & droite
correspondante; considérons le complexe de de Rham DR(O,); c’est un faisceau
d’algébres BV sur X, appelé I’algébre enveloppante de c. . '

7. Une algébroide vertez sur X est une couple A = ((,),c), o {,) : Tx®cTx —
Ox est une application symétrique, et ¢ : Tx ®¢ Tx — QL est une application
anti-symétrique, ces applications vérifiant les propriétés suivants:

(at,b7") — a{r,b7") — blar,7") + ab(r, ') = -1’ (a)7(b) (A0)
Lier( )" = (e )+ (e (o)) (A
delr, 7" = =R [T ) D 4 ()} (49

Ici0: Ox — QY est la différentielle de de Rham,

- (r, ) 1= efry 7)) — 20(r,7) (7.1)

Lier(,)(r',7") = 7({r',7")) ~ {Ir, 7], 7") — (7', [, 7)) (7.2)

def(r, ™,7") = duioc(r, 7, 7") 4 30 (r,e(r', ) + (7 a", 1)) + (e, 7))}
(7.3)

" dusec(r, ™',7") = {e([r, 70, 7") = T(e(r’, 7))} + (oycle) (7.4)




Un morphisme A —s A’ est une application b : T — Q% telle que
(7, h(T’)) + (T!a h’(T)) = (Ta TI) — (T, le (MOT)(:).

Cdh(r, ™) =c(r,7") = (7, 7) (Mor).

ol

dh(r, ') = 7'(h(r)) = 7(h(z") + h([r, 7)) + B{(r, B(r)) — (7', h(r))} /2 (7.5)

Les algébroides vertex sur X forment un groupoide Algx qui est un Torseur sous
le groupoide QT(Q[ 3>) dont les objets sont 3-formes fermées, avec Hom(n, n' } =
{w e Q%] dw =1 — n}. La classe c(Algx) € H2(X, Q2 3>) est égale & 2cha(Tx).

8. Dans [V. Gorbounov, F. Malikov, V. Schechtman, Gerbes of chiral differential
operators. III, A.A. Kirillov Festschrift, & paraitre], 6.1, on a défini le faisceau des

algebres vertex A7y sur X, qu’on peut regarder cornme une version ”chirale” de
I'algebre A Tx.

Revenons & notre hypersurface de Fermat . D’autre part, on peut ”chiraliser”
les constructions ”a la Koszul” du numéro 5; en passant & la cohomologie on arrive
& V'algébre vertex V($) introduite par Cumrun Vafa, [V]. Il y a quelques raisons
d’attendre que les algébres vertex V (£3) et H'($, A7) sont isomorphes. Donc on,
peut proposer l'algébre H (X, A®Tx) pour une variété de Calabi-Yau quelcongue,
comme un candidat sur le role du modele de Vafa” de X.

¥,
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