ALGEBRES DE POISSON IMPAIRES

ET STRUCTURES DE CALABI - YAU
Vadim Schechtman

Introduction

Soit M une variété lisse. L’algebre de champs polyvectorels ATy, munie du
crochet de Schouten - Nijenhuis et du produit exterieur, est un exemple d’une
7algebre de Poisson[1]”. Une structure de Calabi - Yau sur Tps est une connexion
intégrable sur A" Ty, ou n = dim M. L’ensemble C'Y (Ty) de ces structures est un
torseur sous le faisceau Q}\;Ifer des formes fermées.

Dans cette note on définit, pour une algebre de Poisson[l] G" quelconque, son
”complexe de de Rham” ' (G"), et un Qf*(G")-torseur de structures de Calabi-
Yau CY (G"). Cela se fait au moyen d’un petit jeu avec les complexes de Hochschild
et de Chevalley, style [DN]. Les axiomes d’une structure CY sont une version affaib-
lie des axiomes d’une structure de Bataline - Vilkovisky: une structure BV donne
lieu a une structure CY, mais la réciproque n’est par vraie en général. Au cas

G = ATy, on retrouve Q' (G') = Q) et CY(G) = CY (Ty).

Cette note a été écrite en 2005, apres une discussion avec Dmitri Tamarkin
a Copenhague en Novembre 2005; je suis tres réconaissant a lui. Je remercie les
organisateurs du colloque sur la Géométrie noncommutative a Copenhague, surtout
Ryszard Nest, pour ’hospitalité, ainsi que V.Ginzburg, V.Hinich et B.Tsygan, de
leurs idées et explications.

§1. Algebres de Poisson[l] et de Bataline - Vilkovisky

1.1. On fixe un anneau commutatif de base k. Soit G° = @;cz G* un k-module
gradué. On écrit & = i pour = € G°.

On dit, en suivant [BD], 1.4.18, que G est une algébre de Poisson[1] s’il est muni:
(a) d’'une multiplication
GG —G (1.1.1)

qui fait de G* une algebre commutative graduée;

(b) d’un crochet impair (”antibracket”)
[]: G"®GF — GHI1
qui fait de G := G'[1] une algebre de Lie graduée, s’est-a-dire,

[x7y] - _(_1>(a~c—1)(g}—1)[y,x] (112>
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[, [y, 2]) = [z, 9], 2] + (=1) DDy, [, 2]] (1.1.3)

(ol bien o
([, 9], 2] = [z, [y, 2] = (=1)F DDy, [, 2]]) (1.1.3)

et qui satisfait a 'axiome
[z, yz] = [z, 9]z + (-1)? Dy, 2] (1.1.4)

Cet axiome signifie que, si 'on considere G° comme un G %**-module gradué au
moyen de la représentation adjointe, la multiplication (1.1.1) sera un morphisme
de G'Fi-modules, d’ou le nom, cf. [BD], loc. cit.

1.2. Ezxemple. Algebre de Schouten - Nijenhuis d’une algébroide de Lie.

Soit G" est une algebre de Poisson[1] N-graduée, s’est-a-dire, G* = 0 pour i < 0.
Alors A := G° est une algébre commutative, 7' := G est une algeébre de Lie. T
agit sur A par la regle 7(a) := [7, a]; muni par la structure d’'un A-module a gauche
induite par la multiplication dans G, T" devient une algebroide de Lie sur A. De
cette fagcon on obtient un foncteur de la catégorie des algebres de Poisson[1] N-
graduées dans la catégorie de couples (A,T'), ou A est une algebre commutative et
T est une algébroide de Lie.

Ce foncteur admet un adjoint a gauche: étant donné un couple (A, T"), on définit
I’algébre de Poisson[1] "enveloppante” G'(A,T) = A, (T) par G*(A,T) = Ay (T);
la multiplication est la multiplication exeterieure; le crochet est uniquement défini
par les regles: [r,a] =7(a), T€T = GYA,T),ae A=G°(A,T) et [r,7'] coincide
avec le crochet donné sur T. On va appeler cette algebre de Poisson|[1] [’algébre de
Schouten - Nijenhuis de T'.

Cette algebre est ’analogue impaire de la structure de Poisson usuelle sur ’algebre
symétrique S, (T').

1.3. Une algébre de Bataline - Vilkovisky est une algebre de Poisson[1] G' muni
d’un opérateur de degré —1, A: G* — G*~! tel que

Azy) — A(z)y — (—1)%zA(y) = (—-1)"[z, 9] (BV1)

et
A?=0 (BV2)

1.4. Soit T une A-algébroide de Lie. Suivant [GMS], §11, on appelle une struc-
ture de Calabi - Yau sur T une structure BV A sur I'algebre de Schouten - Nijenhuis
A, (T'). Etant donnée une telle structure, considérons sa composante de degré 1:

ci=A': T — A (1.4.1)
Cet opérateur ("de divergence”) satisfait aux propriétés:

clat) = ac(t) + 7(A), (CY1)

c([r, 7)) = te(r!) — 7'e(7) (CY?2)
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qui sont des cas particuliers de (BV1) et (BV2) respectivement. Réciproquement,
étant donné un opérateur (1.4.1) satisfaisant aux (CY1) et (CY2), il existe une
seule structure BV A sur A (t) telle que Al = ¢, cf. [K], §2, [GMS], §11 et [S].

Donc la donnée d’un opérateur de divergence c satisfaisant (CY1) et (CY2) peut
servir comme une définition alternative de structure CY sur 7. Pour des autres
définitions équivalentes, on renvoie le lecteur a [GMS], §11 et [BD], 4.1.9, ou a §2
ci-dessous.

Posons QY(T) := Hom (T, A);
QU (T) = {w € QD) w(lr 7)) — reo(r) = Teo(r) =0} (142)

Alors I'ensemble C'Y (T) des structures CY sur 7' est un QV/¢"(T)-torseur.

§2. Complexe de Hochschild - Chevalley d’une algébroide Lie

Ici on rappelle la construction de [DN], Caput 1.

2.1. Si g est une algebre de Lie et M est un g-module, le complexe de Chevalley
Chy (g, M) est défini par Cf (g, M) = Hom(A'g, M) avec la différentielle

n+1
deaf(Ti,. . Tag1) = Z (=) f(re, oo Ty )+
=1
SR DR G ) K (7 [ TRUUE RN Sy (2.1.1)

1<i<j<n+1

Si A est une algebre commutative et M, N sont des A-modules, le complexe de
Hochschild Cy (M, N) est défini par C4(M,N) = Hom(A® ® M,N) avec la
différentielle

n

dHf(alv s ,Cln_|_1,l') - alf(an cee 7an—|—1ax> + (_]‘)if(a’lv cee sy AiQ41, . >+
=1

+(_1>n+1f(a17"' 7an;an—|—1x> (212)

Donc par exemple HQ (M, N) := HCy (M, N) = Homa (M, N).

2.2. Soit T" une A-algébroide de Lie. On définit un bicomplexe Cynpy (T, A),
dit le (bi)complexe de Hochschild - Chevalley de T' comme cela. Tout d’abord, la
0-ieme colonne

Chon(T,A) =Cyx(T,A): Hom(T,A) — Hom(A®T,A) — ...
et la 0-ieme ligne

Clon(T,A) = CHp(T,A): Hom(T,A) — Hom(A*T, A). ..



Ensuite, pour 7 > 0, 7 > 1
C¥ ey (T, A) = Hom(A'T @ A®? @ T, A)
Les différentielles horisontales sont de Chevalley, apres I’identification
Hom(AN'T @ A% @ T, A) = Hom(A'T, Hom(A®? @ T, A))

Les différentielles verticales sont les Hochschilds par rapport au dernier argument.

2.3. 1l faut vérifier qu’on a obtenu un bicomplexe, c’est a dire que dgdcopy =
dogdyg. Vérifierons cela d’abord au rez-de-chaussée. On a

n

dC’HdHf(Tla- .. ,Tn;a,Tn+1) = Z (—1>i+1 LieridHf(Tla- .. ,7A'7;,. . ;CL,Tn_|_1>+
i=1

+ Z (—1)i+jdHf([Ti,Tj],7'1,...,f’i,...,%j,...;a,Tn_i_l):

1<i<i<n
n
= Z (-1)Z+1 {TidHf<T1,... ,7A'i,... ;CL,Tn+1)—
=1
_dHf(Tb"' 77A-’L'7"' ;Ti(CL)?Tn—Fl) _dHf(Tla"' 77A_i7"' ; a, [7-177_71+1]>}+
+ Z (—1>i+jdHf([7'¢,7'j],7'1,...,’f'i,...,f'j,...;CL,Tn_H):
1<i<y<n
n
Z z+1 {Tz )f(7_17~-77A—i,~-~,Tn—|—1)_7_if(7_1,~-~,7A_i7-~-,a7'n+1)—

=1
—Ti(a)f(ﬁ,... ,7A'7;,... ,Tn_|_1) -|—f(7'1,... ,7A'7;,... ,Ti(a)Tn+1>—
—af(7‘1,... ,’f‘i,... 7[7-1'77_n—|—1]> +f(’7'1,... ,’f‘i,... 7a[7-1'77_n—|—1])}+

+ Z (—1)i+j{af([7'¢,7'j],7'1,...,’f‘i,...,’f'j,...,Tn+1)—

1<i<i<n

—f([Ti,Tj],Tl,... ,7A'7;,... ,’f‘j,... ,CLTn_H)}
De l'autre coté,

dader f(T1, .« s T}y Tra1) =

= CLdCHf(Tl, e ,Tn,Tn—H) — dCHf(le e ,Tn,aTn_H) =

n+1 ‘
= CL{Z (—1)Z+1Tif(7'1, N ,7A'Z', e )—|—

T Z <_1)i+jf<[7—i77-j]77-17"~77A_i7'~'77A-j7~-~)}+

1<i<j<n+1

n

+ Z <_1)i7-if<7—17 cee 77A_i7 cee 7aTn+1) + (_1)n+1a7-n+1f(7-17 cee 77A_i7 cee 7Tn)+
i=1



+ Z (—1)i+j+1f([7'i,7'j],7’1,... ,7A'i,... ,’TA'j,... ,CLTn+1)—|—

1<i<j<n
n
+ Z (=) f([ri, aTng1], T1y o oo s Tiseev s Tn)s
i=1

et I'on voit aussitot que 1’on obtient le méme truc.
La commutativité des carrés supérieurs résulte du

2.4. Lemme. Les différentielles de Hochschild
di : Hom(A®" @ T, A) — Hom(A®" D @ T, A)

sont des morphismes de T**-modules.

En effet,
LiGT/dHf(al, cee s U413 T) =

n+1
=7'dpf(ar,. .. ans;7)= Y _duflar,...,7(a;),...;7)=duf(as,. .. ang1; [T, 7]) =
7j=1

= T/(Cll)f(CLQ, Y 7oy 7-) + alT/f(a27 R ¢ 7Py T)+

+Z (—1)'7" flar, - s @i, .55 7) = (1) fars . aps ansam)+
i=1

—7'(a1)f(ag, ... ;any1;7) + f(7'(a1)az, a3, ... s anir; )+
+Z (D) (7' (a1), a9, -+ s @iaigr, -5 T) + (1) f(7'(a1), ag, - s A anaT)+
i=2

+Z {_alf(a27"' ,T/(CL]'),... 7an+1;7-)+
j=2

3 O far, a7 ag), T+

(=1 flar, ... ,a;17"(a;), ... ;7)+
+(=1)7* f (a1, ... ya;7(ajq1),. .. 3 T)+

+ Z (—1)i+1f(0,1,... ,T/(aj),... y AiAj4-15 - - - ,7')—|—

+(=1)"f(ar, ..., 7'(aj),... ;an+17>}—

_alf(a27 cee ,T/(an_|_1>; 7_)+

—I—Z (—D)* far,. .. aiaii1, .- T (@ny1);7)+



_|_(_1)”+1f(a1, ooy AT (Any1); T)+

+(=1)"f(a1,...,an; 7 (apny1)7) —dgflat, ..., ani1; |7, 7])
2.5. De 'autre coté,

dygLier f(ay,...,any1;7) = arLier f(ag, ..., any1;7)+

n+1
+ Z (=1)'Lies f(a,...,aiQi41,-- ,any1;7)+
i=1

+(—1)”+1LieT/f(a1, e, Qny an+17)

ou
arLier f(as, ... ,ant1;7T) = al{T/f(ag, R
n+1
- Z f(a27 s 77_/(aj>7 cee 5 Antl; T) - f(a27 <o 5 Anya; [7—/77-]>}
j=2
ensuite
n+1
Z (—1)2Li67/f(a1, B ¢ 70 7 [P PO It 7') =
i=1
n+1
= {(—1)17'/]0(&1,... sy A4 1,y - ,CLn_|_1;7')+
=1
1—1
+Z f(al, . ,T/(aj), N 71 ¢ 7 I ,an+1;7')+
j=1
+<—1)i+1f<a1, . ,T'(aiai+1), R ¢ 7o T)+
n+1
Z (=) flag, ..., aiair1, ... Ty Qg1 T)F
j=i+1
—l—(—l)i“f(al, e Qs - Q1] [T/,T])}
et

(—1)”+1LieT/f(a1, e A A1 T) = (—1)”+1T'f(a1, ey Qs Q1 T)+
H=D"Y 0 flars 7 (@g), s angaT)+
j=1

+(=1)"fla1, - s an; [T ansa7])
En comparant les expressions 2.4 et 2.5, on trouve 1’égalité, ce qui prouve le lemme.

2.6. Donc on a défini le double complexe Cipy (T, A), d’olt le complexe simple
associe Cy oy (T, A) avec la différentielle définie par la formule usuelle

dHCH(CL’ij) = doH(xij) + (—1>idH(£L’ij)



On rémarque que
Hp (CEpe(T, A)) = Q(T) := Homa(Ay(T), A),
d’ou l'inclusion canonique du complexe de de Rham
Q(T) = Cuen(T, A)
En particulier
H(Ciyop (T, A)) = QW () = Ker(dpr : QN (T) — QA(T))

cf. (1.4.2).

2.7. Considérons I’élément canonique
ec CQ}CH(Tv A) = HO?TL(A & T, A), 6(0,, T) = T(CL)

On a
die(a,b;7) = ar(b) — 7(ab) + br(a) =0

De méme,
doge(r,a,7") = Lieye(a,7) = 7'7(a) — 77'(a) — [/, 7](a) = 0
Donc I'élément
€ = (~,0) € Oy (T, 4) & Ol (T, A) = Clyeo (T, A)

est un 1-cocycle dans le complexe total Cy ey (T, A).

Quand € est un cobord? L’équation
dacrc=¢, c € Cyoy (T, A) = Hom(T, A)
est éuivalente a deux équations:
dyc = —e,

- ac(t) —c(at) = —7(a)

qui est le premier axiome (CY 1) d’une structure CY, et
dogc =0,

N re(t") — 7'e(r) + ([T, 7']) = 0

qui est 'axiome (CY2). Donc une structure de Calabi - Yau sur 7' est la méme
chose qu'un élément ¢ € C% (T, A) tel que ducmc = e



Par conséquence, I’ensemble
CY(T) = {ce€ Cqopy(T,A)|ldgcrc = ¢}
est un torseur sous le module
H°Cyop(T, A) = QH(T)

comme nous avons déja dit.

§3. Complexe de Hochschild d’une algébre de Poisson][l1].

3.1. Soit A" = @;czA* un k-module gradué. Pour a € A* on pose
a=lal =1
Si B" est un autre module gradué, on pose
(a®b)> =a+b
poura®be A ® B. Si f: A — B’ est un morphisme, on dit que f =1 si
fla)~™=a+i

Donc pour f € Hom(A®", A), on dit que f =i si
flay, ... an)~ :Z aj +1
j=1

On désigne ' 3
Hom'(A',B) ={f € Hom(A",B')|f =i}

3.2. Soient A une k-algebre associative graduée, M  un A'-bimodule gradué.
On définit le complexe de Hochschild C, (A", M) par

Ch(A, M) = Hom(A®" M)

Pour f € C} (A, M) on pose
[fl=1Ff+n
(sic!). La différentielle de Hochschild sera définie par la formule (cf. [TT], 2.3):

dHf(a17 SR 7an+1) = (_1)|a1||f|+|f|+1a1f(a27 e 7an+1)+
n .

+ > (=Rt f g, g, ang)+
=1

+(_1>|f|+22:1(|ap|+1)f(a17 . ,an>an+1 (321)



On calcule que d%; = 0.
On aura surtout besoin de M = A".

3.3. Par exemple:
dn f(a,b) = (=)W a f (b)+

+(=1)FHlal r(ab) + (=) IHlel+ £ (a)p (3.3.1)

De méme,
dHf(av b7 C) = (_1>|a||f|+|f|+1af(b7 C) + (_1>|f|+|a|f(ab7 C>+

+(_1>|f|+|a|+|b|+1f(a7 be) + (_1>|f|+|a|+|b|f(a7 b)c (3.3.2)

En particulier, le noyau
Ker(dy, : CH(A, M) — C%4 (A, M) =
={f: 4 — M| = (-D)%af(b) + f(ab) - f(a)p =0} =
= Der(A", M") (3.3.3)

s’identifie au module de dérivations de A" a valeurs dans M.

3.4. Soit G" une algebre de Poisson[1], et considérons son complexe de Hochschild
Cy (G, G). Considérons le crochet [,] : G ® G° — G" comme une cochaine de
Hochschild [,] € C%(G",G"). On a deg [,] = —1, donc

L]l=1

3.5. Lemme. dg[,] = 0.

Dans la preuve, on utilisera 1’identité de Poisson
[2,y2] = [2,y)z + (=)W= Dy [z, 2] (3.5.1)

et son companion
2y, 2] = @ly, 2] + (=)W, 2]y (3.5.2)

qui est une consésquence de (3.5.1) et de la commutativité.

On aura, en utilisant (3.3.2):
dH[? ](.CL’, Y, Z) = (_1)‘36':3[3/7 Z] + (—1)‘$|+1[$y, Z]+
D, y2] 4 (1) g, ) =
= (=1)"laly, 2] + (=D aly, 2] + (1) EHD ]z, 2y

D) [, gl 4+ (<10 Dy g, )+ (<) ) = 0,

qged.
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3.6. Rémarque. Peut-étre I'identité dy[,] = 0, i.e.

peut servir comme un remplacement de l'identité de Poisson pour les algebres de
Poisson[1] noncommutatives.

3.7. Pour
Aec Hom NG ,G)coYG,G)

on aura |A| =0 et
dpA(z,y) = —2A(y) + (-1 A(zy) + (1) A )y,

cf. (3.3.1). Donc I’équation
duA =] (3.7.1)

est équivalente a

A(zy) — Adz)y — ()" zA(y) = (=1)1Vz, y),

i.e. au premier axiome (BV1) d'une algebre BV, cf. 1.3 (Koszul dirai que A
engendre le crochet [,], cf. [K], p. 262).

3.8. Posons A = G, T = G'. On a linclusion canonique d’algebres de
Poisson|[1]
AyT) = G (3.8.1)

Evidemment, Hom(T, A) fait partie de Hom™'(G", G"); on a une projection canon-
ique
m: Hom(G',G) — Hom(T, A)

qui se prolonge a une projection canonique des complexes de Hochschild
T O (G, G) — Cy (T, A)

On rémarque que le dernier terme de la différentielle de Hochschild (3.2.1) disparait
dans Cy (T, A).

Par rapport a cette projection

m([,]) = —e,

puisque [a, 7] = —7(a), et un opérateur A vérifiant (3.7.1) ira en ¢ € Hom(T, A)
vérifiant (CY1), dgc = —e.

§4. Complexe de de Rham d’une algébre de Poisson][]]

4.1. Soient g une algebre de Lie graduée et M  un g-module gradué. Le
complexe de Chevalley Cp (g, M) et défini par C™(g', M) = Hom(A"g', M),
avec la différentielle

deuaf(T1,. .., Tpt1) =
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n—+1 ~ -
=) (—L) RS ) (@, )+
i=1
+ Z (_1)73+j+55i 22;11 Tp+T5 D1 cg<io1, g Tq
1<i<j<n+1

xf([xi,xj],xl,... 7-%1'7-“ 7*%j7~'~)

Si N est un autre g'-module gradué, g' agit sur Hom(M ', N') par la formule usuelle
(T¢)(x) = 7(¢(x)) — (=1) “*o(r2)

4.2. Soit G" une algebre de Poisson[1]. On peut appliquer la définition précédente
a lalgebre de Lie graduée G¥* = G'[1] considérée comme le module adjoint sur
lui-méme et obtenir le complexe

Con(G,G") = Cop GV, G1)
Plus explicitement, on aura
Con(G,G) = Hom(A™(G'[1]), G[1]) C

C Hom(G[1))®*™, G'[1]) = Hom (G ®™,G")

Pour un élément homogene f € Cfy;(G',G"), on désigne par f son degré en tant
quun élément de Hom(G®", G").

Pour un élément x € G?, son degré en tant qu'un élément de G'[1] est 7 — 1.

Donc, étant donnée une application f: (G)®" — G de degré f, son degré en
tant quun élément de Hom(G [1])®™, G [1]) est égal & f +n — 1.

On identifie C& (G, G") avec le module de fonctions polylinéaires f : (G")" —
G" alternées en sens suivant:

flx, oo Xy Tty Ty) =
= —(—1)@E V@D m, ., T) (4.2.1)
La différentielle agit par la formule suivante: pour f € C&y (G, G),
n+1
deaf(@1,. . angr) = > (i fl@r, .. &)X

=1

w (—1)iHHE D (=143, (F 1) |

+ Z f([xi,xj],l’l,...,.@@...,.@j,...)X
1<i<j<n+1

K (1) HHE D) Dpmh @)

X(_1>(:i]_1) Zlgqu—l, qFi (:fq_l) (4.2.2)
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Par exemple, pour g € G

deng(z) = (1) D@Dz g] = [g, 2] (4.2.3)

ou pour f € Hom(G",G")
denf(.y) = o, f)) (-1 =

~[y, f(@))(~1)FDUH=D _ p([z,y]) =

= (=D [z, f()] + [ (@), 9] = £([,9]) (4.2.4)
On rémarque que (degf)~ = f-1.
4.3. On veut définir un bicomplexe {C’gCH(G', G)}aveci >0, j=0,1.
La 0-ieme ligne sera le complexe de Chevalley decalé:
Citen(G,G) = Cdu(G, &)
Par exemple, au coin on a
Chicn(G',G) = Hom(G',G)
4.4. La premiere ligne est égale au complexe de Chevalley de G% A coefficients
dans C%(G",G"):
CﬁIC’H(G.v G) = CC’H(GLiev CIQLI(G7 G)>= n = 1
Plus précisement, on identifie C%(G", G") avec
Hom(G'®?,G") = Hom((G"[1])*%,G"[1]),

ol le seconde terme possede la structure d'un G¥**-module évidente.

On rémarque que 'on peut identifier
Chen(G.G) = Hom(A™(G'[1]) ® (G'[1])*%, G"[1])

qui s’identifie au module de fonctions a m + 2 arguments

flx1, .o T Tt 1, Tn2) (G')"H'2 — G

qui sont alternées, en sens de (4.2.1), par rapport aux premiers m arguments.

4.5. Explicitement, la différentielle de Chevalley dans la premiere ligne
dow : Clcht(G1,G") = Hom(A" (G 1)) © (G[1])*2, G 1)) —>

— Hom(A™(G'[1)) ® (G'[1))¥*, G'(1]) = Clen (G, G)

agit par la formule
dCHf(xla R ) xn+1axn+2> —



- Z ['x% f('xl? < 7562'7 cee )] ' (_1)i+1+(3~0i—1)[f+n+zz;11(ip—1)]_
=1
—f(ﬁL’l, ce ,i’i, ey [CL’i, $n+1],$n+2> . (—1)i+1+(£i_1) Z;L:i+1(a~cp_1)—
f (@1 B T, [ Tye)) - (—1)TIHE D @l
+ Z f([xi,l’j],xl,...,i’i,...,j?j,...;xn+1,xn+2)>(
1<i<y<n

« (_1)i+j+(50i—1) S (@p=1)
X (_1)(5%'—1) Z1§q§j—1, q#i (Tq—1)

Par exemple, pour n = 1:
derf(xy,2) = [z, f(y,2)] (-1 TDIHD

—f(l,y),2) = fy, [, 2 (=1)FHDED

(a) Carré au coin

4.6. Rappelons que
dg =d% . Hom(G[1],G[1]) — Hom((G"[1))®?, G [1])

agit par i i
dp f(w,y) = (=1)" I f(y)+

H=D)THEH f(ay) + (1) f(2)y,
cf. (3.3.1) (ona |f| = f+1).
On définit
dp = dY : Oy (GG = Hom(A2(G'[1]),G'[1]) —

— Hom((G'[1)*°,G"[1]) = Chicn (G, G)
par la formule i i
dp f(x,y,2) = ()P0 £, 2) 4

(=D)L f (2 y2) + (=1) T f(2, )2

4.7. Lemme. On a
d%’lHd%? - d}}) d%OH

En effet, rémarquons que deg(dy f) = f), d’ou

domdp f(2,y,2) = (=)@ DI dy f(y, 2)] -

13

(4.5.1)

(4.5.2)
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—dp f([z,y), 2) = (=) FVEVdy f(y, [z, 2])

Ici .
<_1)(i_1)(f+1)[x7dHf(ywz)] =
= (DE DDy ()17
(ou o
2, yf(2)] = [2,9]f(2) (@) + (1)@ Vy[z, f(2)] (6))
e, fy2)] (1) (1) +
+[x,f<y>z]<—1>f+@}
(ou -
[z, f(y)2] = [z, f(y)]z (7) + (—1)TTDED £ (y)[z, 2] (B))
Ensuite, i i
—dp f([z,y],2) = (D) EFTHEDTEDEH G 1) (o) +
(=D)L ([, y)2) (4)+
(=D f (2, y])z (2)
Enfin

Y

—(-1)F Iy f(y, [x,2]) =
= (1T )Ty ) (34
=) f(y[, 2)) (5)+
H-DT () 2] )

On a (a) + (o) = () + (8") = 0.
4.8. De l'autre coté, on a deg(dop f) = f—1, donc

dudcn f(x,y, 2) = (—1)g(f+i)+f+i+1ydCHf(% z)+

(=D Aoy fz,y2) + (1) T o fz,y)2

Ici
(_1)@7(f+f)+f+f+1ydCHf(x, 2) =
- <—1>ﬂ<f+f>+f+f+1y{(—1><f—1>fy[x,f(z)] ()
—(~1)EDUH=DyL ()] () — yf (2, 2]) (3)
Ensuite,

(=) dop f(x,yz) =
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= (-0 () Do, 2] (1)

~(~1)THEOIRE Dz, f ()

(ou ~
lyz, f(2)] = ylz, f(2)] () + (1) Dy, f(2)])z (9))
(i)}
(ou o
[z,yz] = [z, y]z (4) + (—1)TF Vy[z, 2] (5))
Enfin,

(=) Ao f (2, y)z =

_ <—1>f+f+@+1{<—1><f—l>f o, f)]z (7)—

—(=1)TDTHEDy (@) (8) - f((, )2 (2')}

Alors (7) + (7') = () + (¢) = 0.

Par contre, en comparant avec 4.7, on trouve les égalités (1) = (1'),(2) =
(2'),3) = (3),(4) = (4),(5) = (5),(6) = (6') et (7) = (7'), ce qui prouve le

lemme.

(b) Cas général

4.9. Plus généralement, on définit
dy : Clien(G,G7) = Hom(A"H(G'[1]), G [1]) —
— Hom(A"(G'[1]) ® (G'[1)*%, G [1)) = Clien (G, G)
par la formule

dHf(~CC1, e T T, $n+2) _ (_1):En+1(f+2? Tp+1)+fHT &y %

X.’Bn+1f(£€1, N .’Bn+2)+
. il -
+<_1)f+21 1 .Tp—|—1f<x1,.“ 7xn7$n+1$n+2)+

3 n+1l ~
+(_1>f+21 xpf(x17~" anuxn+1)xn—|—27

On rémarque que

(deuf)” =f—1et (duf)” =f
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4.10. Calculons le composé d’ﬁodz%l’o. Dans ’expression

ddeg f(x1,. .., Tn; Tnt1, Tni2)
on aura les termes suivants:

(A) 1 (=1)FnFHET E)HHET Fptly

XTpprdoag f(T1,. .. Tn, Tnyo) =
- (_1)in+1(f+2? Ep)HfHT Fptly

n

Xxn—l—l{z [$i7f(x17"' 7562'7"' 7$n7$n+2)] X

1=1

x(— 1)@ D140 (@ -D] (1) 4

Hxnto, f(z1,. .., 2,)]X
« (_1)n+(in+2—1)[f+n—1+2?(fp—1)] (o) +

ensuite

+ Z f([xi,xj],...,a%i,...,ij,...,xn,xn+2)x
1<i<i<n

X(_1>i+j+(ii—1)Ziil(fp_l)‘f‘(fj_l)Z1§qgjf1,q¢i(iq_1) (2) +
+Z f([wbwn—‘,—Q]?xl?"' 7':%2'7"' wrn)x
=1

X(_l)i+n+1+(§:i—1)Zi‘l(@p—1)+(@n+z—1)leqgn’q#(iq—m (9) }

Ensuite,
3 n+l =
(B) : (_1)f+21 wpdCHf(IIJh e 7$n7xn+1$n+2) =

n

r3 n+1l ~ N
_ ()i %{Z @0 F @1 By s Ty 12 X

=1

X(_1)7;+1+(5;i—1)[f+n—1+zi‘1(azp—1)] (6) +

+[xn—|—1xn—|—27 f(xla oo 7xn)](_1)n+(in+1+in+2_1)(f+2? ip+1)+

(ou
[xn—klxn—k?a f(xl, s 71;71)] - :L’n_|_1[£L’n_|_2, f(xl, s 7xn)] (ON‘) +

H[Tnits f(@1, o T0)]Tnga(—1)F2 T 24Dy ()

ensuite

+ Z f([xlax]]a 7£i7"' 7£j7"' 7mn+1mn—|—2>x
1<i<j<n

w(—1)iFHE =D T @ DHE ) D@D ()
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n

+Z f([$i7$n+1$n+2]7x17"' 7562'7"' ,.CCn)X
i=1

) (1)L 1) D (=) EnaEna 1) zi#(:fzq—l)}

(ou
%4, Tni1Tna] = (T4, Tng1)Tnge (8) + (1T 1@ D (2, 242 (7))
Enfin,
i -
(C): (_1)f+21 prrldCHf(xb ey Ty Ty 1 ) T2 =
B . n+1
= (—1>f+21 $p+1{z [CL’l,f( ,@i,... ,xn+1)]><
i=1

X(_1)7;+1+(5;,-—1)[f+n—1+zi‘1(azp—1)] (5) +

+ Z f([xi,xj],...,:f:i,...,ij,...)x

1<i<j<n+1

% (_1)¢+j+(5:,- —1D) X @ D)4(E;-1) 2], (8—1) }xn+2

On rémarque tout de suite que (a) + (&) = 0 et que S+ (5)p+1 = 0.
4.11. D’un autre coté, calculons le composé
—1,1 m—1,0 .
dgH dy U f (@1, Ty Tag1, Tog)

Il aura les termes suivants:
(A): 3 (~1)FHHE DI @)
i=1

X[xiadHf(xla"' 7:%1:7"' 7xn;xn—|—17'rn—|—2)] —

= Z (_]_)’H‘l'i‘(ii—l)[f-i-n—i—zli*l(jp_l) %
=1

x{[xi,xn+1f(x1, O PR R D | DS
X(_l)inﬂ(f-i-x?,# Fpt )T 4 By
(ou
[Ti, T f(@1, oo By oo Ty Tpg2)] = [Toy X1 [ [ (X1, oo s By oo Ty Tppga) (0) +

+$n+1[xi7 f('xl? v 7:%1'7 e Iy, xn+2)](_1)in+1(ii_l) (1/))

3 ntl .
+(_]-)f+zl’¢i p+1[xi7 f(xla cee sy Tgy e ey Ty xn+1xn+2>] (6/>+
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n+1 =

+(—1)f~+217¢i oy, (X1, By e T, xn+1):1:n+2]}
(ou
(@i, f(21, .o By oo s Ty Tt 1) Trge] = (@i f(@1, oo s Biy e oo Ty Tt 1) T (B)+
+f(x1, o Ty Ty, xn+1)[xi,xn+2](—1)(f~+z?,§i Zo)(@i=1) ()

Ensuite,
n

(B) : _Z (=1)H @D @)

1=1

XdHf<.’131, Ce ,.’fii, N ) [.C(Ji,.flln+1], .’Bn_|_2) =

_ i (_1)1+1+(3@-—1)ij+1 (#p—1) &
=1
x{[:z:i,:z:nﬂ]f(xl, ce s By Ty Tpga) X
X(_l)(ii+in+1—1)(f+2?,¢i Ep+ D)+ F+37 2 Ep () +
FF(@1s e B T, [0 T 1T (DT TETT E (84

A F ntl =~
+f($17 cee 3 Tgy e ey Ty [':Eia xn+1])xn+2(_]—)f+zl ot (4//> }

Ensuite,

3

n+1

(C’) _ (_1)i+1+(5i—1)2i+1 (5p_1)><

XdHf<.’131, Ce ,.’fii, coe 3 Ty 41, [.C(Ji,.’lfn+2]) =

_ — Z (_1)7’+1+(£l_1) Z?j_ll (ip_l) X
=1

X{wn—i—lf(xl? s 7562'7 s Ty [wiwxn—‘,—Q])x
X(_l)in+1(f+2?7¢7, ip+1)+f+z7f’¢i Tp (9/)+
A~ f n+1. T

+f($1, cee s Ty ety Ty Cl?n_|_1[xi, xn+2])(_1>f+21’¢2 ek (7/>+

A~ f n+1. T ~
—|—f(CL’1, cee 3 Lgy e ey T, xn+1)[xi7 ':ETL-|—2](_1>f+2:1’;’£2 o (7) }

Enfin

Y

(D) Z (_1)i+j+(ii—1) S @D H(E 1) X L (E 1) o

1<i<y<n

def([xi,xj],xl,. .. ,ii,. .. ,.@j, e ,xn;xn+1,xn+2) =
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— Z (_1>i+j+<azi—1>zi—1<azp—1>+<ozj—1>z{,‘;m—l)X
1<i<y<n
X wn—i—lf([xi?xj]?xl? s 7:%1'7 s 7*%]'7 s 7xn7$n+2)x
X(_l)i'nnl»l(f"_z:l ‘fp)'i_f'i_zl ip‘i‘l (2/) +
+f([$i7xj]7x17 s 7:%1'7 s 7*%]'7 R TP xn+1xn+2)<_1)f+2?+l > (3/) +
R . F n+l -
+f([zi, xj], 0,00 &y, Ty, ,xn,xn+1)xn+2(—1)f+21 Totl (4] }

Alors on aura () + () = (7) + (7) = 0; ensuite, (5)<, = (5'), (4) = (4') + (4”) et
(1) = (i') pour i =1,2,3,6,7,8,9, ce qui prouve le

4.12. Lemme. Pour tous n > 0, on a d%odg}il’o = dg}il’ldz_l’o.
(c) Complexe de de Rham

4.13. Définissons
Q"(G)~ =Ker(dir : Cogr (G) — Cegg (G) n 2 1;
Q%(G-)~ = G". Explicitement,
Q"(G-)™ s’identifie au module des applications polylinéaires
f: G" —G
qui:
(a) sont alternées, i.e.
flxy,...,xn) = (—1)(@_1)(5”1_1)]”(%, e L1, Ty e Ty
(b) satisfont a 'identité
flxy,...yxpn_1,y2) =
= (YIS Iy f w1, y)  f(@ e a1, )2
Par exemple,
Q1(G)” =Dex(G', &) = {f € Hom(G",G")| f(ay) = (=) f(y) + f(x)y}

Grace a 4.12, la différentielle de Chevalley induit une différentielle dpr : Q" (G") —
QNG ), n>1.

Par contre, rappelons la différentielle dey : G° — Hom(G',G") definie par
demg(x) = [g,z], cf. 42.3. On a (depg)™ = g — 1 et on vérifie aussitot que
dopg € Der(G,G"), donc deop induit une application

dpr: G =Q%G)” — QYG)~ =Dex(G',G), dprg(z) = [g, z],



20

d’ou le grand complexe de de Rham de G, Q' (G")™.

La-dédans, on définit un sous-complexe Q (G") C Q' (G")™, le petit complexe de
de Rham de G", par

0°(G") = G% Q"(G) = {f € (G)|f = —n}
4.14. Supposons que G = A4 (T) est 'algebre de Schouten - Nijenhuis d’une

A-algébroide de Lie T. On a Q°(A,4(T)) = A.

Une dérivation de degré —1 w € QY (A, (T)) = Der 1 (A4 (T), A4 (T)) est unique-
ment définie par ses valeurs sur 7, w(7) € A. La condition d’une dérivation se
récrit pour a € A, 7 € T comme w(at) = aw(7), i.e.

QYA 4 (T)) = Homy (T, A) = QNT)
De méme, une bidérivation Q € Q?(A,(T)) est uniquement définie par ses valeurs
w(r, ) € A, 7,77 € T, et laxiome (b) signifie que w est A-linéaire par rap-
port & 7/, donc aussi par rapport & 7, puisque w est alternée, d’ou Q*(A (7)) =

Homa (A>T, A) = Q?(T). Plus généralement, Q"(A,(T)) s’identifie avec Q"(T)
pour tous n.

D’autre part, pour w € QY (A (T)) et 7,7/ € T on a (cf. (4.2.4)):
dprw(t, ") = dogw(r, ') = [, w(T)] = [T, w(T)] —w([r,7]) =

= (w(r) = ' (w(r) - (7, 7)

Plus généralement, la différentielle de de Rham dans Q' (A, (7)) s’identifie avec la
différentielle de de Rham dans Q' (7).

En particulier, le sous-module de formes fermées

Ql,fer<A~A<T)) _ Ql,fer(T)

§5. Structures de Calabi - Yau

5.1. Soit G une algebre de Poisson[1]. Considérons la crochet
[7] < Hom(G.@)Qv G) = Cg’lHC(G7G)7 [7] =-1

On a vu dans 3.4 que dg[,] = 0.
D’un autre part (cf. (4.5.2)),

dCH[?](x7y7Z) = [x7 [yVZH - [[mvy]v Z] - (_1)(5:_1)@_1)[:% [LE‘, Z” - 07

i.e. dogl,] =0 aussi.
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5.2. Soit A € Hom(G",G") un élément de degré —1 tel que
dgA = [7]7

i.e. (cf. 3.7) ] ]
[z,y] = (=1)"{A(zy) — Alz)y — (=1)"zA(y)} (5.2.1)
Calculons dog A (cf. (4.2.4)):

denA@.y) = (~1)F Vo, A@)] - (—1)T D7y, A)] - A, y]) =
_ —{A(m<y>> A@AW) - <—1>%A2<y>}—
—<—1><@-1>f+@{A<yA<x>> CA)A®) - <—1>%A2<x>}—

—<—1>5{A2<xy> CAA@)) - <—1>%<m<y>>} _

= (—1)"TH{A(zy) — A*(z)y — zA%(y)}

Rémarquons que o
(-1 Dy, A(x)] = [A(@), 9]

Ainsi:

5.3. Lemme. Si A € Hom(G',G"), A~ = —1 vérifie dg A = 0, alors

deaAz,y) = (—1)"TH{A?(zy) — A% (z)y — 2A%(y)}

5.4. Une structure de Calabi - Yau sur G* est un élément A € Hom(G",G") de

degré —1 tel que dgA =,] et deyA =0, i.e.
A(zy) = A)y — (=1)T2A(y) = (=1)7[z,y] (CY1)
et
A([z,y]) = [Az), 5] + (=1)" [z, Ay))], (CY?2)

i.e. A est une dérivation de l'algebre de Lie G'T%¢ = G'[1].
D’apres 5.3, (CY2) est équivalent a

A?(zy) = A% (z)y + zA%(y) (CY2y,

i.e. A? est une dérivation de I’algebre associative G".

On voit que c’est une condition plus faible que 'axiome de Bataline - Vilkovisky,
A% =0, cf. [K], §1.

5.5. D’apres §4, (a), 'ensemble CY (G") de structures CY sur G est un torseur
sous

HY(TotChopy (G, G)) = Ker(d®) N Ker(d%y;) = Qber(G)
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Pour G° = A, (T) le QY (G")-torseur CY (G') s’identifie au QY (T')-torseur
cY(T).

5.6. Rémarques. (a) Considérons le crochet comme un élément w € C}p (G, G') =
Hom(A*(G (1)), G)[1], w(z, y) = [x,y].

Si I € C¥rpy(G,G) = Hom(G [1],G[1]) est le morphisme d’identité, alors
w=dcgl, dou dogw = 0.

Ensuite,

de<.’B, Y, Z) = (_1)£g+5+1y[’r7 Z] + (_1)$+7§[x, yZ] + <_1)5E+g+1[$7 y]Z =0,
i.e. dgw = 0. Donc w € Q*(G")~ (il n’appartient pas a Q?(G") car @ = —1), et
dprb = 0.

Par contre, )
dul(z,y) = (=1)"wy,

donc w n’est pas un cobord dans Q?(G")".

(b) Si I'on définit m € C°Y1(G",G") par m = dyl, i.e.

m(z,y) = (1) zy
alors dgm = 0 et

d(;Hm = dCHdHI = deC’HI = de =0

5.7. Il y a peu de doute que le contenu de [DN], Caput 2 se généralise aussi
au cadre des algebres de Poisson[1], d’ot une notion d’une structure vertex sur une
algebre de Poisson[1]. Ces structures devraient former un 2-torseur sous le complexe

de de Rham tronqué Q%(G") — Q31 (G").

Il serais intéressant de comprendre la nature des algebres ”vertex Poisson[1]”
enveloppantes correspondantes. Cela n’est pas immédiat, a cause du dernier terme
de la différentielle de Hochschild, qui ne soit pas vu au cadre des algébroides vertex.
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