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Introduction

Dans ces notes on presente quelques notions et théoremes classiques de la Théorie
de Nombres du XIX-ieme siecle.

Voici les résultats principaux: loi de réciprocité quadratique (§2). Nous en don-
nons deux démonstrations: une a l'aide de sommes de Gauss, ’autre d’Eisenstein,
uitlisant les sinus.

Finitude du groupe de classes d’un corps de nombres algébriques (démonstration
de Hurwitz); décomposition unique d’un idéal en un produit d’idéaux premiers (§4).

Théoréeme de Fermat pour les exposants n = 3 et n = 4 (§7) et pour p premier
regulier (§6.).

Théoreme de Jacobi (le nombre de representations d’un nombre comme une
somme de quatre carrés, 8.22).

Propriétés fondamentales des fonctions elliptiques (d’apres Abel et Eisenstein,
§9.)

”Teorema elegantissima” de Gauss, 8.12. Nous en donnons deux démonstrations:
une, qui utilise les sommes de Jacobi dans §8, et 'autre, due a Eisenstein, au moyen
de la division de lemniscate (§10).

Toulouse, juin 2005



§1. Corps finis

1.1. Théoréeme de Bezout. Deux nombres entiers a, b sont premiers I'un a ’autre
si et seulement si il existent des nombres entiers ¢, d tels que ac + bd = 1.

1.2. Théoréme. Soit p € Z un nombre premier. Alors F,, := Z/pZ est un corps.
Preuve: exercice. Utiliser soit le théoreme de Bezout, soit le lemme suivant.

1.3. Lemme. Un anneau commutatif fini est un corps ssi il est intégre (c’est-&-
dire, ne contient pas de diviseurs de zéro).

(a) Racines primitives

1.4. Considérons le groupe multiplicatif F;. Celui-ci est un groupe abélien
d’ordre p — 1, d’ott a?~! = 1 pour chaque a € Fy.

En d’autres termes, pour chaque b € Z premier a p, on a b?~! = 1(p) (le ”petit”
théoreme de Fermat).

Exemples d’applications.
1.4.1. Ezercice. (a) Montrer que si 2 — 1 est premier alors n est premier.
(b) Si un premier p divise 237 — 1 alors p est de la forme 74k + 1.

En effet, on cherche un premier p tel que 237 = 1(p). D’abord p est impair. D’un
autre coté, 2P~ = 1(p), d’out 37|(p — 1). Comme 2|(p — 1), on a 74|(p — 1), donc p
est de la forme 74k + 1.

(c¢) Donner des exemples de nombres premiers de la forme 74k + 1.
(p = 149, 223)
(d) Montrer que 223 | 237 — 1. Donc, 237 — 1 n’est pas premier.

En effet, on calcule: 2% = 33 (mod 223); 26 = —26 (mod 223); 232 =
7 (mod 223), d’ott 237 = 7-32 = 224 = 1 (mod 223).

1.4.2. Ezercice. Nombres premiers de Fermat. (a) Montrer que si 2™ + 1 est
premier alors m = 2".

(b) Désignons p, = 22" + 1. Montrer que p,, est premier pour n = 1,2, 3, 4.
(c) (Euler) Montrer que si un premier p divise ps alors p = 64k + 1.
(d) (Euler) Montrer que 641 | p5, donc ps n’est pas premier.

1.5. Considérons le groupe Fi. On a Card(F?%), donc a priori ce groupe peut
étre isomorphe a Z/4Z ou a Z /27 x Z]2Z.

Essayons le nombre 2: les restes 2¢ modulo 5 pour a = 1,2, 3,4 sont 2,4, 3,1,
donc F% est cyclique, avec un générateur 2 = 2 mod(5).

Cela est un phénomene général.



1.6. Théoréme (Euler) Soient F' un corps, A C F™* un sous-groupe fini. Alors A
est cyclique.

1.6.1. Lemme. Soient A un groupe abélien, x,y € A des éléments d’ordres a, b,
tels que (a,b) = 1. Alors zy a l'ordre ab.

En effet, si B (resp. C) est un sous-groupe engendré par z (resp. y) alors I'ordre
de BN C divise l'ordres de B et de C', donc BN C = {1}. Si (zy)¢ = 1 alors
z¢,y¢ € BN C donc 2¢ = y° = 1, donc alc et ble. Il en suit que (ab)|c, d’ou
I’assertion.

1.6.2. Lemme. Soient A un groupe abélien, z,y € A des éléments d’ordres a, b.
Alors il existe un z € A d’ordre ¢ := ppcm(a, b).

En effet, on peut trouver des décompositions a = a’a”, b = b'b"” avec (a’,b') =1
et ¢ = a't/ (vérifier!). Alors 2% (resp. y*" est de l'ordre a’ (resp. '), donc par le
lemme précédent z = x“”yb” est de 'ordre c.

1.6.3. Corollaire. Soit A un abélien groupe fini, d le maximal des ordres
d’éléments de A. Alors l'ordre de chaque élément de A divise d, donc z¢ = 1
pour chaque z € C.

Revenons a notre théoreme. Soit d le maximal des ordres d’éléments de A.
D’apres le corollaire précédent, ¢ = 1 pour chaque x € A. D’autre part, I’équation
t4 —1 = 0 ne peut pas avoir plus que d racines dans F, d’ott d = Card(A), donc A
est cyclique.

(b)

1.7. Théoréme (Fermat) Soit F' un corps de caractéristique p > 0.
Alors (z + y)P = 2P 4+ yP pour tous x,y € F.
En effet,

(w+y) =2 (;) wyP

p
1=0

()=

pour 1 < i < p (vérifier!), d’ou I'assertion.

Mais

Il en suit que l'application 0 : F — F', o(x) = xP est un morphisme de corps,

. . . ~ s s s f
necessairement injectif; de méme pour ses itérés of, of (z) = 2P", f > 1.

Le sous-corps fixé Fy = {x € F' | o(x) = 2} C F contient F, par le petit Fermat.
Puisque I’équation t —t = 0 ne peut avoir plus que p racines dans F, il en suit que
Fy =T,.

1.8. Soit F' un corps fini. Sa caractéristique est necessairement un nombre
premier p; on a IF, C F. Sile degré [F' : F)] est égale a f, alors F' est un espace
vectoriel sur F,, de dimension f, donc Card(F) = p/.



Réciproquement, pour chaque f € Z, f > 1, on peut construire un corps F' qui
ait ¢ = pf éléments. Pour le faire, plongeons F, dans un corps 2 algébriquement
clos. Considérons le morphisme o/ : Q — Q, o/ (x) = 2%. 1l est surjectif car
est algébriquement clos, donc of est un automorphisme de €.

Considérons son sous-corps fixé F' = {x € Q | 29 = z} C Q; il coincide avec
I'ensemble de racines du polynome f(t) = t9 — ¢ dans Q.

1.8.1. Lemme. Toutes les racines de f(t) sont distincts.

En effet, si @ € Q est une racine multiple de f(t) alors f'(a) = 0 (démontrer!).
D’autre part,
flt) =gt —1=-1
n’a pas de racines, donc f(t) n’a pas de racines multiples, cqfd.
Ce lemme implique que Card(F') = q.

Soit F’ C Q un sous-corps a ¢ éléments. On a Card(F"*) = ¢—1, donc 2971 =1
pour chaque z € F’, x # 0, donc 27 = x pour chaque x € F’. 1l en suit que F’ C F,
donc F' = F.

Enfin, soit K un corps arbitraire a q éléments. Celui-ci est une extension
algébrique de IF,, (de degré f). Par la propriété générale, il existe un plongement
¢ : K — ) prolongeant I'inclusion [F, C 2, puisque €2 est algébriquement clos. Son
image ¢(K) est un sous-corps & ¢ éléments, donc ¢(K) = F. Donc ¢: K — F.

On a prouvé

1.9. Théoréeme. Pour chaque nombre premier p et f € Z, f > 1 il existe un
corps & ¢ = p! éléments. Ce corps est unique & isomorphisme pres.

(¢c) Fonctions p et ¢

1.10. Notation: Zy = {n € Z | n > 0}. Un nombre n € Z, n > 1, est dit libre
de carrés (square free) si il est un produit de nombres premiers distincts.

On définit la fonction de Moebius p @ Zy — {—1,0,1} par: p(l) = 1, pour
n > 1 p(n) = 0 sin n’est pas libre de carrés et u(n) = (—=1)"sin =p;-...-p, avec
p; premiers et distincts.

1.11. Lemme. Pour n>1,0ona ;.  u(d) =0.

En effet, si n = [[,_; p}* alors

doudy = Y ppft ) =

d|n (€1,...,6,)€{0,1}7

= ;0 (—1)1'(:;) =(1-1)"=0

(2

1.12. Considérons l’ensemble ZS ={f: Zy — C}. Introduisons sur cet
ensemble une opération o (multiplication de Dirichlet) par

fogn)=2 f(d)g(n/d)

d|n



7
Elle est associative et commutative, avec 'unité 1, ou 1(1) = 1, 1(n) = 0 pour
n > 1 (vérifier!).

On définit v : Z, —» C par v(n) = 1 pour tous n. Evidemment,

Foulm) =3 f(d)
d|n

1.13. Lemme. pov =1
En effet, pov(1) = u(1l)v(1) = 1. D’autre part, pour n > 1

povin) =3 uld) =0,

d’apres 1.11.

1.14. Théoréme (formule d’inversion de Moebius) Pour f € Z%, soit F(n) =
>apn f(d). Alors

f(n) =Y u(d)F(n/d)

d|n

En effet, FF = fov, d’ou, par 1.13, f = F o pu.

1.14.1. Variante. Soit f: Z, — G une application a valeurs dans un groupe
abélien G, écrit multiplicativement. Si F(n) =[] dn f(d) alors

fn) =] F(n/ay"®
d|n
Preuve: exercice.

1.15. Rémarque. Dans tous le précédent, on peut aussi remplacer Z, par
I’ensemble de tous diviseurs d’un nombre fixé N € Z, .

1.16. Fonction d’Euler. Pour n € Z,, on définit ®(n) = {a € Z, 1 < a <
n | (a,n) =1}; ¢(n) := Card(P(n)).

Par exemple, ¢(1) =1, ¢(p) = p — 1 si p est premier.
On peut identifier ®(n) avec 'ensemble de générateurs de Z/nZ.

1.16. Lemme. n=3}_,, ¢(n).

En effet, pour chaque d|n soit ®,; I’ensemble d’éléments d’ordre d dans Z/nZ =
ensemble de générateurs de Z/dZ C Z/nZ. Alors Z/nZ =[], Pa.

1.17. Corollaire. ¢(n) =3 ,,, du(n/d)

1.18. Ezercice. Montrer, en utilisant 1.17, que sin = H::1 pi* est la décomposition
en facteurs premiers (tous p; étant distincts), alors

T

o) /n =TT (1 =p)

=1



Solution. On a

6(m) =Y du(n/d) =
d|n

T

=S n/pi+ Y nfows—o=n [[ A -p)

A 1<J =1

1.19. Lemme. 2P~ — 1 = Hf:_f (x —1) (p).

En effet, par le petit Fermat nous savons p — 1 racines 1,... ,p — 1 du polynome
dans [Fp[z].

1.19.1. Corollaire (théoreme de Wilson) (p — 1)! = —1 (p).
Poser x = 0 dans 1.19.
1.19.2. Corollaire. Si d | (p — 1) alors le polynome 2 — 1 a d racines dans F,.

En effet, sid | (p—1) alors (z¢—1)|(zP~! —1) dans F, (prouver!), i.e. 2P~1 -1 =
(z¢ —1)g(x). Nous savons que 2P~! — 1 a p — 1 racines; mais si 2% — 1 avait moins
que d racines alors 2P~! — 1 aurait moins que p — 1 racines car g(z) a au plus
deg(g(x)) = p — 1 — d racines.

1.20. Théoreme. Le groupe I est cyclique.

Soit ¢(d) le nombre d’éléments d’ordre d dans F,. D’apres 1.19.2, on a d =
Zc‘ 4 ¥(c). D’apres la formule d’inversion de Moebius,

W(d) =) eu(d/c) = ¢(d)

cld

(par 1.16). En particulier, ¢)(p — 1) = ¢(p — 1) > 0 si p > 2. Pour p = 2 'assertion
est triviale.

(d)
1.21. Théoréme. On a 'identité dans [Fp[z]

" — = H Fy(z)
d|n

ou Fy(x) désigne le produit de tous polynémes irréductibles unitaires de degré d
dans [Fp[z].

La preuve suivra quelques lemmes.

1.22. Lemme. (a) Soit K un corps. Dans K|z], le polynéme =™ —1 divise "™ —1
ssi n|m.

(b) Soit a € Z, a > 1. Alors a™ — 1 divise ™ — 1 ssi n|m.

Exercice.
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1.23. Lemme. Dans F,[z], si un polynéme f(z) divise 27" — z, alors f(z)? ne
le divise pas.

Car si 2" — z = f(z)%g(x), alors en prénant la dérivée,

—1=2f"(z) f(z)g(z) + f(2)*¢ (x),

ce qui est impossible.

1.24. Lemme. Dans F,[z], un polynéme irréductible de degré d divise L —
ssi d|n.

Soit f(x) un polynéme irréductible de degré d. Posons K = F,[z]/(f) = F,(a).
On a [K : F,] = d, d’ou Card(K) = p?, donc Br" — B=0 pour tous 8 € K.

Si f(z)|(zP" — x) alors a?" — a = 0 puisque f(a) = 0. Il en suit que P — B =0
pour tous 8 € K (pourquoi?). Donc (xpd — z)|(zP" — z) dans K[z] (car le reste

aura p racines). Donc (z?"~1 — 1)|(zP"~! — 1); par 1.22 (a), (p? — 1)|(p" — 1), par
1.19 (b), d|n.

Réciproquement, puisque aP’ = «, on a f(x)|(mpd —x), f(x) étant le polynome
irréductible pour a. Sid|n, alors (xpd —2)|(2P" —x) d’apres 1.22, done f(z)|(zP" —z),
cqfd.

Notre théoreme est une conséquence immédiate de 1.24.

1.25. Corollaire. Si N,y désigne le nombre des polynomes irréductibles unitaires

de degré d dans F,[z], on a
=Y dNy

d|n

En appliquant la formule de Moebius,
niN,, Z n/d)p

Donc

IZ (n/d)p? =n~1(p" — ... + u(n)p)

Cette expression est une somme des puissances différentes de p avec des coéfficients
+1, donc N,, > 0.

Nous avons prouvé en particulier encore une fois I’existence pour chaque n > 1
d’un corps fini ayant p™ éléments.

1.26. Exercice (Galois, cf. [Ga]) (a) Montrer que le polynéome f(z) = 2% — 2 est
irréductible dans Fr[z].

Dong, si i est une racine de f(z), on a K = Fys = F7[x]/(f) = Fr[i]. Les éléments
de K sont: ag + aii + asi?, aj € Fr.

(b) Trouver un générateur o de K *.

(¢) Trouver ’équation irréductible de «.
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Solution. (b) On cherche un élément d’ordre
7?—-1=2-3".19

dans K*. Un élément d’ordre 2: —1; un élément d’ordre 32: 1.

Cherchons un élément d’ordre 19 sous une forme 5 = a + bi, a,b € F7. On a
(a+ b)) = 3(a — a®b®) + 3(a®b* + a*b°)i?
(vérifier!), d’out deux équations
3a — 3a*® =1, a°b? + a%b® =0,

satisfaites pour a = —1, b =1; donc g = —1 + 1.

Il en résulte

a=—i(—141) =1i—1

2 on obtient

(c) En excluant i des équations i* =2, a =i —i
o —a+2=0

Ceci est I’équation cherchée de . On a K = F7(a) = F7[z]/(g) ot g(x) = 23 —2+2.
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§2. Réciprocité quadratique

2.1. Définition (Gauss) Soient m € Z~1, a € Z, (a,m) = 1. a est appelé résidu

wadratique modulo m si il existe une solution de la congruence 2 = a (m). Sinon
9

a est appelé non-résidu quadratique.

En d’autres termes, a est résidu quadratique modulo m ssi sa classe a :=
amod(m) € Z/mZ appartient & (Z/mZ)*2.

Considérons le cas m = p en nombre premier. Le cas p = 2 étant trivial, nous
supposerons que p > 2. Le groupe F7 est cyclique. Soit u € F; un générateur (une
racine primitive). Alors a € IF;Q ssi a = u" avec n pair.

I en suit que a?~1/2 € {—1,1} et a € F}? ssi aP~1/2 = 1.

2.2. Symbole de Legendre. Soient p un nombre premier impair, ¢ un nombre
entier qui n’est pas divisible par p (ou un élément de Fy). On définit (a/p) :=
a1/ 2mod(p) = +1.

Donc on a (—1/p) = (=1)P=1/2_ En d’autres termes, (—1/p) = 1sip =1 (4)
et (—1/p) =—-1sip=3(4).

Pour un entier n impair, définissons

) =" L (mod 2) € /22

Considérons le groupe multiplicatif (Z/47)*; il est cyclique, avec un générateur 3.
On peut considérer ¢ comme un homomorphisme € : (Z/4Z)* — Z/27.

On a (~1/p) = (~1)¥).
2.3. Considérons le groupe (Z/8Z)* = {1,3,5,7}. On a
(ZJST)* = 7,)27 % 7.)27 = {1,7} x {1,3}

Pour un nombre entier impair n, posons

—1
8 (mod 2) € Z/27

Donc w(n) =0si n==+1 (mod 8) et w(n) =1 si n = =£3 (mod 8).

win) =

On peut considérer w comme un homomorphisme (Z/8Z)* — 7Z/2Z.
2.4. Théoréme. (2/p) = (—1)«®

Démonstration. Soit o une racine primitive 8-ieme de 'unité dans une cloture
algébrique €2 D F),, c’est-a-dire, un élément o € ) satisfaisant 1’équation at = —1.
Posons y = o + a~!. Alors

y2:a2—|—2—|—a_2:2

Donc 9
(_

p) = 2(=1)/2 — yp—1
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D’un autre coté,
yP =aP +a P
Il en suit que si p = £1 (mod 8), alors y? = y, donc y?~! = 1.

Par contre, si p = £3 (mod 8), alors (comme a* = —1)

5 -5 -1
Y=a"+a "=—-—a—a = -y,

donc yP~1 = —1, cqfd.
2.4.1. Ezercice. Déterminer le degré [F,(a) : F,].

Solution. Considérons la tour F,(a) D F,(8) D Fp, ou 3 = o On a % =
—1, B* =1, donc [Fu(B) : F,] = 1ssi B € F, & 4|(p — 1); si p = 4k + 3, alors

[Fp(8) : Fp] = 2.
De méme, [Fy(a):F,] =1« p=1 (mod 8).

Supposons que p = 4k + 3, donc p = 3 ou 7 (mod 8). On a 8|(p? — 1) =

Card(F,(5)), donc dans ce cas Fp(a) = F,(5).

Il en suit que [F(a) : Fp] =1si p =1 (mod 8), sinon, ce degré est égal a 2.

Corollaire. Le polynome z* + 1 est toujours réductible sur F,,.

Rémarque. On a x* +1 = (22 — 22 + 1)(2% + V22 + 1), donc si v2 € F,, i.e.

p = £1 (mod 8), la méme décomposition est valable dans I, [z].

2.5. Variante de la démonstration. Soit ¢ = e™/*. Alors ¢* = —1.

On va

travailler dans 'anneau A = Z[(]. On rémarque que F, = Z/pZ C A/pA. En effet,

A2 Z[z]/(z* +1), don A/pA = F,lz]/(x* + 1).
2.5.1. Ezercice. Prouver que A = Z[x]/(z* + 1).
Considérons 1'élément 7 = +¢" 1 € A. On a

=2+ (=2,

car (2 = —(2. Plus exactement,

¢ = cos(m/4) +isin(w/4) = g +ig7

d’ou

T=(+(=V2

(pour le moment, on n’aura pas besoin de ce résultat plus précis).

11 découle de (2.5.1) que
p—1 _ 2(p—1)/2 _ gp—1 _ (2
™ =17 =2 = (—) (mod pZ),
p

d’ou 9
P = (];)T (mod pA)

(2.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)
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D’un autre coté, 7P = (P + (P (mod pA) et (P + (P =7 si p= £1(mod 8) et

(P +(P=—7sip=+3(mod 8), i. e.
P = (=1)*®) 1 (mod pA)

Donc
)T = (—l)w(p)T (mod pA);

(2
p
multipliant par 7,

2(2) = 2(-1)*) (mod pA);

Puisque 2 est inversible dans F, C A/pA, on en conclut que

() = (<1 (mod ),

ce qui entraine (2/p) = (—1)“®) cqfd.

2.6. Exercice. Montrer qu’il existe un nombre infini de nombres premiers p de

la forme 8n + 7.

Solution. Soient pq,... , p, des nombres premiers de la forme 8n+7. Considérons
le nombre a = (4]}~ p;)*> —2. Si p est un nombre premier impair divisant a, alors

2 est résidu quadratique modulo p, donc p = £1(8).

Par contre, a/2 = —1(8). Donc il existe un nombre premier p de la forme 8n+7

divisant a; évidemment, p ¢ {p1,...,Pm}-

2.7. Théoréme (Gauss) Soient p, ¢ des nombres premiers impairs distincts. Alors

Py _ (_1yep)e(a) (4
(£) = -y (d)

Dans la preuve on généralisera ’argument 2.5.
Sommes de Gauss quadratiques

2.8. On pose ¢ = €2™/P. On a
0= -1=C-DEr " +...+1),
d’ou

p—1
Spi=)Y ¢“=0
a=0

Plus généralement, considérons la somme

p—1

Sy = Z cob

b=0

(2.8.1)
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Il est clair que si a = 0(p), alors S, = p.

Par contre, si (a,p) =1 alors {ab (mod p) |0 <b<p—1}={0,...,p— 1} d'ou
Se =51 =0.

On va travailler dans 'anneau A = Z[(]. Posons f,(x) = 572—01 x'. D’apres

(2.8.1) on a I'homomorphisme d’anneaux
¢: A" =1Zz]/(fp(x)) — A, ¢(x) =

2.9. Théoreme. ¢ est un isomorphisme.
Cela sera prouvé plas tard, cf. 3.9.2.1.

D’ailleurs, on peut considérer (avec Gauss) tous ce qui passe ci-dessous dans
Panneau A’.

2.10. 11 est commode a poser (0/p) = 0.
2.10.1. Lemme. ZaeJFp (a/p) = 0.
Exercice.

On définit

On désigne g = ¢;.
2.11. Lemme. g, = (a/p)g
Exercice.

Par exemple, puisque ¢ = (™!, on trouve pour la conjuguée complexe
g=g-1=(-1/p)g=(-1)Wyg (2.11.1)

2.11.1. Ezercice. Montrer que

p—1
g=Y_ emia/r (2.11.2)
a=0
Solution. Soient R, N C {1,...,p— 1} les sous-ensembles de résidus (resp. non-
résidus) quadratiques,
gr=Y_ (" gn=)_ (°
a€ER a€EN

On a ggr + gy = —1 (pourquois?). Donc

p—1
g:gR_gN:1+2gR:1+Z 827Tia2/p

a=1

2.12. Théoréme (Gauss)
9> =95 =1p (2.12.1)
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D’apres (2.11.1), cela est équivalent a

g° = (=1)Pp (2.12.2)

Rémarquons que g2 = g2 pour tous a, (a,p) = 1.

Démonstration. Considérons le nombre ) p  gag—a = Y 4cpr ag—a- D'un
p P

coté, on a pour a € [

9ag—a = (a/p)(—a/p)g® = (=1/p)g?,

d’ou

> 9ag-a=(p—1)(-1/p)g’

a

D’un autre coté,

Gag-0 =3 ()(E)cat-o),

be b p
d’ou )
C
S goa= 2 ()Y ¢t =
a b,c p-p a
(cf. 2.8)

2

) 6(b,e) =p (5) =plp - 1),

b

=»% ()

ce qui entraine (2.12.2).

IO

2.13. Maintenant on peut prouver la loi de réciprocité quadratique 2.7. La
preuve est pareille a 2.5, avec 7 remplacée par g. On va utiliser des congruences
dans A (ou dans A’). On pose

p* = (_1)€(p)p
Rappelons que ¢ est un nombre premier impair distinct de p. On a
_ - ra-1)/2 — (P
g1t = (92)(q /2 = prla iz = (Z) (mod gA),

d’out
D’autre part,

avec
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(g étant impair). Donc

(%)g (%)9 (mod qA)

En multipliant par g,
) = (D" (mod o)

Mais p* est inversible dans A/qA, donc

q
d’ou .
Py _ (4
)=
Cela est 2.7, car
Py —Llew) iy _ e(p)e(q) (P
Y= (—= Py _ (_1)eel@) (£
)= (P @) = oo )

2.13.1. Exercice. Calculer (13/17).
Sommes de Gauss a valeurs dans un corps fini

2.14. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts impairs. Dans une cloture
algébrique Q2 D [F,, choisissons une racine primitive ¢-ieme de I'unité, w. On définit

la ”somme de Gauss” a
y= (7)w*

aclkF,

2.15. Théoréme. y* = (—1)<.

Cf. 2.12.
En effet: ; ( )
ab, ., . alc—a
A=Y (D= 3wy ()
a,b cely ack,
Or si a # 0:
a(c-a), ,—a’  1—ca " e(®) a
( / ) - ( / )( / ) - ( ) ( /¢ )7
d’ou
e(ﬂ) 2 _ Z A w®
celF,
ol
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Sic=0, Ap = £ — 1. D’un autre coté, si ¢ # 0, Papplication a + 1 — ca™! est une
bijection F; — Fy, — {1}. Donc

A=Y (H-G) =

dGFe

Il en suit:

Z Acwcz£—1—zwcze,

cEF, ceF;
ce qui démontre le théoreme.
2.15.1. y € Q*.
2.16. Lemme. yP~1 = (p/f).
En effet, puisque char(Q2) = p,

=3 (e =y

acF,

ce qui entraine le lemme, vu 2.15.1.

2.17. Maintenant on peut prouver 2.7, encore une fois. On a

- B . B —1)eWyp
yPl = <y2)(p n/2 _ ((-1) (Z)g)(p /2 _ (%

En combinant avec 2.16, cela implique le théoreme.
Une démonstration d’Eisenstein

2.18. Soit p un nombre premier impair. Soit S C F; un sous-ensemble tel que
Fy = STI(—=S), par exemple, S = {1,...,(p—1)/2}.

Pour a € F, s € S, posons

as = eg(a)sq, es(a) =+£1, s, € S
On remarque que si s # s alors s, # s, car sinon, on aurait s’ = +s, ce qui est
impossible par hypothese sur S. Donc s — s, est une bijection de S sur lui-méme.
2.19. Lemme (Gauss) (a/p) = [[,cq es(a)
En effet,

aP~1/2 H s = H (as) = H es(a)sq, = H es(a) H s,

seS seS seS seS seS

d’ou
aP—1/2 — H es(a),

seS
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ce qui entraine le lemme.
2.20. FEzercice. En déduire théoreme 2.4.

Solution. Prenons a = 2, S = {1,...,(p—1)/2}. On a e4(2) = 15si 2s <
(p—1)/2 et e5(2) = —1si 25 > (p —1)/2. Donc (2/p) = (—=1)*®) ot n(p) est
le nombre d’entiers s tels que (p —1)/4 < s < (p —1)/2. 1l reste & montrer que
n(p) = w(p) (mod2).

En effet, si p = 4k 4+ 1, la condition est k < s < 2k, d’ou n(p) = k. De méme,
sip =4k —1, n(p) = k (vérifier!) Donc si k = 2n, c’est-a-dire, p = 8n £ 1, alors
(2/p) = 1.

Par contre, sik =2n+1,ie. p=8n+4+1=8m=+3,ona (2/p) =—1, cqfd.
Polynomes de Tchebycheff

2.21. Lemme. Soit m un nombre entier impair, m > 1. On a sin(mx) =
fm(sin(x)), ou f,,(t) € Z[t] est un polynéme de degré m, divisible par ¢, avec le
terme supérieur égale & (—4)m—1/2,

Démonstration par récurrence sur m. Le cas m = 1 est évident. Supposons que
I’assertion est prouvée pour m. Nous avons

sin(mz) = fp(sin(z)),
d’ou, en faisant la dérivée,
mcos(mz) = f! (sin(x)) cos(x)

Donc
sin((m + 2)x) = sin(mz) cos(2zx) + cos(mz) sin(2x) =
= fm(sin(2))(1 — 2sin®z)) 4+ 2m 1 £/ (sin(x))(1 — sin® z) sin(z) = fr42(sin(z)),

Fnra(t) = F(D)(L = 262) + 2m~" [, (O)1(1 — 12) (2.21.1)

Il en suit que fo,12(t) € tZ[t] et si fn(t) = amt™+. .., alors fr,o(t) = —da,,t™ 2+
..., ce qui implique le lemme.

Variante. On a
sin((m — 2)z) = sin(mz) cos(2x) — cos(mz) sin(2x),

donc
sin((m + 2)z) + sin((m — 2)z) = 2sin(mz)(1 — 2sin’(x)),

d’ou I’équation de récurrence
fns2(t) = 2fm(t)(1 = 2¢%) = frm—a(t) (2.21.2)

(Ona filt) =1, foa(t) = —t.)
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2.22. Lemme. Soit m en entier impair > 1. Alors

Sin(mx) _( 4)(m—1)/2 (mﬁ)/2 ( 22 . 2(2 / ))
Sin(gj) = 1 s T Sin wa/m

En effet, d’apres le lemme précédent,

gy~ (m-1y/28in(me) (i
(4 o) — g in(a),
ou g(t) est un polynéme unitaire de degré pair m —1. Or, il est tres facile d’exhiber
les m — 1 racines distinctes de g¢,,(t): ils sont £sin(27ra/m), a=1,...,(m —1)/2
(on remarque que les nombres {+2a | a = 1,...,(m — 1)/2} décrivent tous les
résidus possibles mod m sauf 0), d’ou la formule désirée.

2.23. Ezercice (Eisenstein) Montrer que f,,(t) satisfait & I’équation différentielle

df (1) omy/1— fm(t)?
d 1

(a) En déduire que

2 1 2 1 2 92
fm(t) = mit — m(mg' )t3 + m<m 5)'<m 3 )t5 -+ (_1)(m—1)/22m—1tm

(b) En déduire que f,,(t) satisfait & ’équation différentielle

(1 =) () = tfra(t) +m? fin(t) = 0

2.24. Ezercice. Soit toujours m un entier impair, m > 1.

(a) Soit ¢ = €>™*/™, Montrer que

(b) Soit f(t) = 2™ — e~2™  Montrer que
(m—1)/2

fmty=f(t) [[ ft—a/m)f(t+a/m)

(¢) En déduire le lemme 2.22.
2.25. Lemme. Sous les hypotheses 2.18,

(9) B H sin(2mas/p)

D _SES sin(27s/p)
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En effet, pour chaque s € S, as = e5(a)s,, d’ou
sin(2mas/p) = es(a) sin(2ms,/p)

En faisant le produit sur s € S, on a, par le lemme de Gauss,

(%) _ H e(a) = H sin(2mwas/p)

s s sin(2ws/p)

en tenant compte de ce que s — s, est une bijection, cqfd.

2.26. Une démonstration de 2.7. Soient ¢,p deux nombres premiers distincts
impairs. Prenons S ={1,...,(p—1)/2}, T={1,...,({—1)/2}. On a

Ly sin(2mls/p)
(p) B H sin(27s/p)

=T (072 I (sin®2ms/p) - sin®(2n/0)) =

ses teT
= (=4) D@D/ TT (sin®(2ms/p) — sin®(27t/¢))
s,t

En permutant les roles de ¢ et p, on obtient

(];) = (—1)E=De-1/4 (%),

cqfd.
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§3. Nombres algébriques

Critére d’Eisenstein

1. Soit A un anneau principal, K son corps de fractions. Par exemple,
Z, K = Q. Un polynoéme f(t) = ag + ...+ ant™ € Alt] est dit primitif si
L ap) = A.

Pour chaque f(t) € KJt], f(t) = c(f)fp(t), ou c(f) € K et f,(t) € Aft] est
primitif. L’elément c(f) est défini a multiplication par une unité dans A pres (et
parfois appelé le contenu de f).

On a f(t) € Aft] ssic(f) € A.

3.2. Lemme (Gauss) Si f,g € A[t] sont primitifs, il en est de méme de leurs
produit.

3.
A=
(a0

En effet, il suffit de prouver que si un premier p € A ne divise pas ni f ni g, alors
il ne divise pas fg. Considérons la projection canonique 7 : A[t] — A/(p)[t]. On
remarque que A/(p) étant intgre, A/(p)[t] est inteégre. Donc si 7(f) # 0 et w(g) # 0,

alors 7(fg) # 0, cqfd.
3.3. Corollaire. Pour f,g € K[t], on a c¢(fg) = c(f)c(g).
Exercice (cf. la preuve du corollaire suivant).

3.4. Corollaire. Si f € Alt] est réductible dans K|[t], alors il est réductible dans
Alt].

En effet, supposons que f(t) = g(t)h (t) avec g, h € KJt] de degrés > 0. Nous

avons g() = c(g)gy(t), h(t) = c(A)p(t), ot F(2) = e(g)c(h)gp(t)hy(t). Le produit
gp(t)hy(t) est primitif, donc ¢(g)e(h) = e(f ) € A, puisque f(t) € A[t]. Donc f(t)
est réductible dans A[t].

3.5. Théoréme. Soient f(t) = ag+ ...+ apt™ € Aft], n >0, p € A un premier
tel que: p [ an, p| a; pour i < n et p* [ ag. Alors f(t) est irréductible dans K|[t].

En effet, d’apres 3.4 il suffit de prouver que f est irréductible dans A[t]. Sup-
posons au contraire que f(t) = g(t)h(t), avec

g(t) =bo 4 ...+ byt™, h(t) =co+ ...+ cpth € Alt], m,k >0

On a p? [ bocy = ag, donc p / by ou p /[ co, disons p /[ by; alors p | cg. D’autre
part p f a, = by entraine p [ cg. Soit r 'indice minimal tel que p [ ¢,. On a
r < k < k+ m = n. Considérons

Ay = bocr + blcr_l +...+ brCO

Onap fboc, maisp | b;c,—; pour i > 0, donc p [ a,, contrairement a I’hypothese.

3.6. Ezemple. Soit p un nombre premier. Alors f(t) = 1+t + ...+ P~ est
irréductible dans Q[t].
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En effet, considérons
(t+ 1)1 i\ i
g(t) =+ =—F—=>" [t

Ce polynome satisfait au critere d’Eisenstein, donc il est irréductible, donc f(t)
’est.

3.6.1. Ezercice. Soit p > 2 premier. Prouver que le polynéme f,(t) € Z[t] défini
par f,(sin(x)) = sin(pz)/sinx (cf. 2.21, 2.23) est un polynoéme d’Eisenstein.

Solution. On a f,(t) = ag+ast®+...+a,_1tP~1. On sait déja que a,—1 = £2P71,
donc p fap_1.
Ensuite,
. sin(pz
ap = fp(0) = lim y =p

z—0 sinx

Soit g(t) = tf(t). Grace a (2.21.1),

%ﬂﬂ—1MM®:mﬁﬂﬂ—mﬁﬂl—%%GZM,

et on conclut facilement par récurrence sur k que play pour k < p — 1.
(b) Eléments entiers

3.7. Dans tous ce qui suit ”anneau commutatif”’ signifie un anneau commutatif
associatif unitaire.

Soient A C B des anneaux commutatifs. Un element b € B est dit entier sur A
s’il satisfait a I’équation
'+ a bt +.. . 4a,=0
avec a; € A.
3.8. Théoréme. Si b, b’ sont entiers sur A alors b+ ' et bb’ sont entiers sur A.

Donc le sous-ensemble A¢ C B d’éléments entiers sur A est un sous-anneau,
A C A° C B. 1l est appelé la fermeture intégrale de A dans B. Si A = A°, on dit
que A est intégralement clos dans B.

Si A° = B, on dit que B est entier sur A, ou que A C B est une extension
entiere.

Un anneau A integre est dit intégralement clos s’il est intégralement clos dans
son corps de fractions.

3.9. Ezxzemples.
3.9.1. Exercice. Z est intégralement clos.

3.9.2. Considérons le corps Q(¢) ott ¢ = €2™/™. Cet élément est entier sur Z,
donc Z C Z[(] est une extension entiere. On peut prouver que Z[(] est la ferméture
intégrale de Z dans Q(().
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3.9.2.1. Ezercice. Supposons que m = p est premier. On a f,(¢) =0, on

1

=14 +1
— +. 4+

fo()
Montrer que ’homomorphisme ¢ : Z[t]/(fp(t)) — Z[(], ¢(t) = ¢, est un isomor-
phisme.
(Utiliser 3.6 et 'argument du ”contenu”, cf. preuve de 3.4.)

3.9.3. Ezercice. Soient Z C R une extension entiere, n € Z — {£1}. Montrer
que nR # R (cf. 3.15).

3.10. Lemme. Soient A un anneau commutatif, M un A-module de type fini,
¢ : M — M un endomorphisme. Supposons que ¢(M) = aM, ou a C A est un
idéal.

Alors ¢ satisfait a une équation

"+ ard" 4. +a, =0

avec a; € a.
. , 7 n
En effet, solent z1,... ,z, € M des générateurs. Ona ¢(z;) = >, aijz;, aij €
a. On peut récrire cela sous une forme matricielle

((ZSIH — A)CE =0, z = (:1717 s 7xn)t7A = (aij)

En multipliant cela par la matrice des cofacteurs de ¢I,, — A, on obtient I’équation
cherchée

f(¢) :=det(pl, —A) =0
3.11. Ezercice (lemme de Nakayama) Soient A un anneau local avec l'idéal
maximal m, M un A-module de type fini. Supposons que M = mM. Alors M = 0.

Solution. En prenant ¢ = Id, a = m dans 3.10, on obtient (1+ ) a;)z = 0 pour
chaque x € M. Or 1+ > a; € A*, d’ou l'assertion.

3.12. Lemme. Sous les hypotheses de 3.7, b est entier sur A ssi A[b] C B est un
A-module de type fini.

Exercice.

3.13. Maintenant on peut prouver théoreme 3.8. Par hypothese, A[b] est de type
fini sur A; ensuite, b’ est entier sur A donc sur A[b], donc M = A[b,b’] = A[b][V/]
est de type fini sur A[b], donc M est de type fini sur A.

Définissons ¢ : M — M par ¢(z) = (b+ b')x et prenons a = A. Alors 3.10
nous dit que b + b’ est entier sur A. De méme pour bb'.

3.14. Corollaire. Si A C B C C, B est entier sur A et C est entier sur B alors
C est entier sur A.

Exercice.

3.15. Lemme. Soient A C B des anneaux integres, B entier sur A. Alors A est
un corps ssi B est.
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Supposons que A est un corps, b € B, b # 0. Soit
'+ ab" P+ . 4a,=0
une équation du degré minimal, donc a,, # 0. Alors
bt . an1) = —an,

d’ou
b [—a (0" 4. dan1)] =1,
donc b € B*.

Par contre, si B est un corps, a € A, a # 0, considérons a~! € B. Il est entier
sur A, donc satisfait a une équation

a "4+ aa "+ a, =0,
donc
O=1+aa+...+ay,a"” ::1%—a(a1%—...+—ana”_1%
donc
a = —(a1+...+a,a"t) € A,
cqfd.

3.16. Corollaire. Soient A C B une extension entiere, p C B un idéal premier,
q= AnNp. Alors p est maximal ssi q est maximal.

Exercice.

3.17. Corollaire. Soit A C B une extension entiere. Soient q C q' C B deux
idéaux premiers tels que p:=qNA=q NA. Alors q=¢'.

En effet, A, C B, est une extension entiere, p, C A, est maximal et p, =
qp N Ap = q;, N Ap. Donc g, = qy, d'ott g = ¢'.

3.18. Théoréme. Soient A C B une extension entiere, p C A un idéal premier.
Alors il existe ¢ C B premier tel que p = qN A.

En effet, considérons I’extension entiere A, C By,. Soit m C B, un idéal maximal.
D’apres 3.16, m N A, est maximal, donc m N A, = p,.

Soient ¢4 : A — Ap, ¢p : B — B, les morphismes canoniques. Il en suit
que p = ¢, (pp) = ANz (m) == q, cqfd.

3.19. Soit F' D Q une extension finie. On appele l'anneau des entiers dans F' la
cloture intégrale de Z dans F'.

(¢) Corps quadratiques

3.20. Soit F O Q une extension de degré 2. Alors F' = Q(\/d), ot d € Z est
sans facteurs carrés (prouver!) Donc F = Q @ QV/d.



25
Cette extension est galoisienne: le groupe de Galois G = Gal(F/Q) contient
deux éléments, G = {1,0}, ot o(Vd) = —V/d.

Pour a = r+sv/d, on désigne par t(a) = a+o(a) = 2r, N(a) = ac(a) = r>—s2d
sa trace et sa norme.

Soit R C F Panneau des entiers.
3.21. Lemme. o € R ssi t(o), N(«) € Z.

En effet, si « € R, o(«) € R, donc t(a) € Q et est entier sur Z, donc t(a) € Z
d’apres 3.9.1. Le méme pour la norme.

Réciproquement, chaque a € F' satisfait a 1’équation
(x —a)(z — o(a)) = 2* —t(a)z + N(a) =0
Donc si t(a), N(«) € Z, « est entier sur Z.
3.22. Théoréme. Sid =2,3 (mod 4), R =7 + 7~/d.
Sid=1 (mod 4), R=7Z+ Z~, ou

_ —1+Vd

" 2

En effet, si o = r 4+ sv/d € R alors t(a) = 2r = m € Z et N(a) =% — s2d € 7.
Il en suit que 4s2d € Z. Puisque d est sans facteurs carrés, 2s = n € Z. Donc

m? —n?d = 4(r* — s*°d) = 0 (mod 4)

Si d = 3 (mod 4), il en suit que m? + n? = 0 (mod 4). Cela implique que m,n
sont pairs, donc r,s € Z, donc R C Z + Z+/d. Puisque 'inclusion réciproque est
évidente, R = Z + Z+/d.

Le méme argument avec d = 2 (mod 4).
Maintenant supposons que d = 1 (mod 4). Alors

m? —n?d=m? —n? =0 (mod 4),

d’ot m = n (mod 2), donc

m—l—n\/c_i m+n —1+\/E
= +n7

747
2 2 5S4ty

De l'autre coté, t(y) = —1let N(y)=(1—d)/4 € Z,donc v € Ret R=7Z+ Z~.
3.23. Analogie géométrique.

\ﬁé) (arithmétique): S =Z C R =Z[Vd] = Z[y]/(y*>—d); 0 : R "5 R, o(\/d) =
—Vd;

(G) (géométrie): S = Clz] C R = S[y|(y* — f(z)) = Clz,y]/(y*> — f(x)), on
f(z)eClz];0: R R, o(y) = —y.
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A

(A):
(G): Un polynéme irréductible x — A € Clz] (A € C); I'idéal premier (x — \) C
Cla]; m: Clz] — Clz]/(z = A) = C, 7(g(2)) = g(A).

Un nombre premier p € Z, I'idéal premier (p) C Z, 7 : Z — Z/pZ = F,;

Décomposition d’un idéal en idéaux premiers
(G): C=Clx]/(x — ) C R/(x — N)R. Ici

R/(x = MR = Clz,y]/(z — N\, y* — f(2)) = Clyl/(y* = f(N), m(x) =X
Donc on voit deux possibilités.

(NR) (cas non-ramifié): f(A) # 0. Alors

Clyl/ (> — f(N) = Clyl/(y =V fN) @ Clyl/(y+Vf(N)=Ca C

et
(z — MR = PP,

P=(r-Ny—VfN)/ (@~ f(2)) C R=Cla,y]/(y* - f(z))
(on remarque que
v =f(2) =y = fN) = f(@)+f(N) = (y=V F ) g+ FN) +Haz=Ng(z) € (=X y=v/F(N))),

et

P = (- Ay+ Vi)~ f(2) =o(P)
(R) (cas ramifié): f(A\) = 0. Alors
(.T o )\)R = (‘]327

ou

P=(x—-\y*)/(—flz) CR

3.23.1. FEzxercice. Montrer que R coincide avec la cloture intégrale de S dans
F =K(\f), K=C(z). En conclure que R est intégralement clos.

(A): Fp = Z/pZ C R/pR = Zly]/(p,y* — d). On a

Zly)/(p,y* — d) = Fplyl/(y* — d), d:=d (mod p)
On a trois possibilités.

(a): p fdetp#2

(al) = (NR) (cas non-ramifié): d est un résidu quadratique modulo p. Soit
a €7, a®> =d (mod p). Alors

Folyl/(y> —d) = Folyl/(y —a) ®Fplyl/(y + a) 2 F, & F,
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et
pR:sBSB/7
P=(p,Vd—a)=(p,y—a)/(y*—d) C R=Z[Vd = Z[y]/(y* - d)
et

P = (p,Vd+a)=(py+a)/(y*—d) =o(P)

(a2) (cas inert): d est non-résidu quadratique mod p, i.e. d € Fj — 3% Dans ce
cas le polynéme y? — d est irréductible sur F,, on a

Fp [y]/(y2 —d) = Fpe

et 'idéal
B=pR=(p,y°—d)/(y°—d) CR

est premier.

(b) = (R) (cas ramifié): p | doup=2. Sip|d,

R/pR = Fyly]/(y°)

et
pR =92,
ol
B=(pVd) CR
Sip=2ect2 [d, alorsd e F;=F}? Soit a comme dans (al). Alors
pR =9,
ol
m = (p7 \/8 - CL)

3.24. Exercice (”les nombres idéaux”). Considérons I'anneau des entiers R =
Z]v/—5] € Q[v/—5]. 1l n’est pas factoriel. En effet,

21=3-7=(14+2vV-5)- (1 —2v-5)
dans R. Par contre, trouver des idéaux premiers p1,...,ps C R tels que
(3) = p1p2, (7) = papa

et

(142V=5) =pips, (1 —2vV=5) = paps

Solution. On a R/(3) = F3[y]/(y> +5); y* +5=y* -1 = (y — 1)(y +1) € F3[y],
d’ont

(3) = (37 \/__5 - 1)(37 \/__5+ 1) =P1p2
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De méme, y? + 5= (y — 3)(y + 3) € F7[y], d’'ont
(7) = (7,V=5 = 3)(7,V/=5 + 3) = papu

Apres, on vérifie que 1 +2v/=5 € p; Np3 et 1 —2v/=5 € po Npy, d’onr
(1+2V=5) = pips, (1 —2V=5) = pops

3.25. Ezercice. Montrer que R = Z[y/5] n’est pas intégrablement clos et n’est
pas factoriel. Quelle est sa cloture intégrale R°?

Idée:
4=2-2=5-1)(V5+1)

Qu’est-ce que c’est passe dans R¢?
Appendice. Encore un petit peu d’algébre commutative

3.26. Lemme. Soit A C B une extension entiere, B étant integre, b C B une
idéal. Si b # 0, alorsa:=bN A #0.

On peut supposer que b # B. Si bN A =0, soit S := A — {0}; considérons la
localisation K := Ag C Bg. Ceci est une extension entiere, K est un corps, donc
Bg est un corps, c’est qui est impossible, car il contient un idéal propre bg.

Variante. Soit b € b un élément nonnul,
*+a " P+ 4+ an_1b+ta, =0

une équation de dependance intégrale de degré minimal sur A. Alors a, # 0, et
an € a.

3.27. Lemme. Soit A C B une extension entiere, a C A un idéal propre. Alors
aB # B.

En effet, supposons au contraire que aB = B, donc 1 = Z?Zl a;b;. En rem-

placant B par A[by,...,b,], on peut supposer que B est une A-module de type
fini. Soit p D a un idéal premier de A. Considérons l'extension A, C By. On a
B, = pB,, donc B, = 0 par Nakayama: impossible.

3.28. Théoréme (Nullstellensatz de Hilbert en dimension 2). Chaque idéal
maximal m C A := C[xz, ] est de la forme m = (z — \,y — u), (\,u) € C2.

Démonstration. Chosissons un élément nonnul f(z,y) € m. Ecrivons f comme
un polynome en y:

f@y)=g(@)y" +g1(2)y" " + ..+ gn(@), g(x) #0
On a deux possibilités. Si g(x) € m, et A est une racine de g(z), alors x — XA € m.
Passons aux quotients m =m/(z — \) C A = A/(z — \) == C[y]. Alors m est un
idéal maximal de A, donc m = (y — ), dou m = (z — A,y — p).

Par contre, si g ¢ m, considérons I'anneau C = (A/(f)), avec I'idéal maximal
m, = (m/(f))y. Alors C est une extension entiere de B, := C[z], donc m, N By,
étant un idéal maximal de By, est égale a (x — \) (o‘u A € C, g(A) #0). Il en suit
que r — A € m, et on finit 'argument comme dans le cas précédent.
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t4. Ramification

Norme et trace

4.1. Soit F C F une extension finie de corps de degré n. Pour a € F' considérons
le morphisme de multiplication par «, ps : F — F, pq(a) = aa. Ceci est un
opérateur linéaire sur E considéré comme un espace linéaire sur F'.

On définit
fo(z) :=det(zl, — po) € Flx]

(le polynome caractéristique de a);
N(a) = Np/p(a) = det(pa)

t(a) =tr/p(a) = tr(pa)
Donc
falz) =2" —t(a)z" P + ...+ (=1)"N(a)
La norme est un homomorphisme de groupes N : F* — E™; la trace est un

homomorphisme de groupes additifs t : F — FE.

Transitivité. Si F' C K est une extension finie,
Nik/g = Np/go Nk/r; tk/g =tr/E°tK/F

4.2. Ezercice (théoreme de Hamilton - Cayley) f,(a) = 0.
Utiliser la méthode de 3.10.

4.3. FEzxercice. Soit g(x) le polynéome minimal unitaire de a. On a la tour
E C E(a) C F,doun=me, m=[E(a): E] =deg(g(x)), e =[F: E(a)].

Montrer que f,(x) = g(x)°.

4.4. Eaxtensions separables (rappels) Soient F' C K une extension de corps de
degré fini n, FF C C une extension de corps avec C algébriquement clos. Il existe
< n prolongements du plongement F' C C' a un plongement o : K — (. S’il en
existe n, 'extension ' C K est appelée separable.

Si K C E est une extensions finie, E/F est separable ssi F/K et K/F le sont.

Un élément o € K est dit separable (sur F') si son polynéme minimal f(z) n’a
pas de racines multiples (dans F', ou dans n’importe quel corps C' algébriquement
clos contenant F'). K est separable sur F' ssi chaque a € K est separable sur F'.

Si K/F est separable, alors il existe o € F' tel que K = F(«).
Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) K/F est separable;

(ii) la fonction trace t : K — F n’est pas identiquement 0;
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(iii) la forme bilinéaire K @ p K — F,
a®b— t(ab) (4.4.1)

est non-degenerée.
D’apres (ii), si char(F') = 0 alors K/F est separable, car t(1) = n.

4.5. Soit K C L une extension separable de degré fini n. Soit L une cloture
algébrique de L. Soient o; : L < L, i = 1,...,n les plongements distincts pro-
longeants le plongement K C L; nous supposerons que o, est égale au plongement
donné L C L.

Pour a € L on désigne parfois o) := o;(a), donc o1 (a) = a. Le séléments a(?)
sont appelés les conjugués de a.

Considérons le polynoéme

f@)=]] (@—a?)

=1

Il appartient & K[z] et coincide avec le polynéme caractéristique de a. Il en suit

que
N(a) = H oW et t(a) = Z ald)

Par exemple, tous les a(?) sont distincts ssi L = K(a) ssi f(a) est le polynéme
minimal unitaire de a.

Le discriminant

4.6. Soit K C L une extension de corps de degré n. Soient ay,...,a, € L. On
pose

Alaq, ... ,ap) = det(t(ay))
4.7. Lemme. (i) Si A(aq,...,a,) # 0 alors ag,...,q, forment une base de
L/K (c’est-a-dire, une base de L comme un K-espace vectoriel).

(ii) Réciproquement, si L/K est separable et aq,...,«a, est une base de L/K,
alors A(aq,...,a,) #0.

En effet, si >, aja; = 0 est une relation nontriviale, alors pour chaque j
> ait(a;o) =0, donc det(t(a;05) = 0, ce qui prouve (i).

Réciproquement, si A(aq,...,a,) = 0. Alors il existent ay,...,a, € K, pas
tous égaux a 0, tels que pour chaque j

Z CLJ(OQ;O&j) =0

Supposons a1, ... ,q, est une base de L/K, et posons = > . a;a; # 0. Alors
t(Ba;) = 0 pour chaque j, donc ¢(8v) = 0 pour chaque v, donc t = 0. (A propos,
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cela démontre que la forme bilinéaire t(af3) et dégénérée ssi t = 0, i.e. ’équivalence
(ii) < (iii) de 4.4.) Donc L/K ne peut étre separable, ce qui prouve (ii).

4.8. Lemme. Soient ai,...,an; Pi,...,0, deux bases de L/K, avec a; =

>_; aijBj. Alors

Alag,. .., ap) = det(ai;)>A(B1, . - -, Bn)

Exercice.

4.9. Lemme. Supposons que L/K est separable. Alors

Alag, ... ,an) = det(oz,gj))2

En effet, on a t(a;a;) = 3 agp)agp). Posons A = (t(wa;)), B = (agj)). Alors
A= BBt.

4.10. Lemme. Soit L/K separable de degré n, L = K(3). Alors 1,8,...,5" !
est une base de L/K. Soit f(x) le polyné6me minimal unitaire de 3. Alors

AL B,..., 8" ) = (=" D2 N(f(B))

En effet,
det(87) = H (B9 — gty

<]
(Vandermonde). 11 en suit que
A@B... ) =[] (B9 = 89)? = (-2 TT (89 - 59)
i<j i
Dun autre coté, f(z) = [[, (x — W), dou f'(BY) = [ (B9 — @), et
N(f'(B) =11, f(BY).

Idéauzx

4.11. Fixons un sous-corps F' C C de degré fini n sur Q. On remarque que
I'extension F'/Q est separable. Soit R C F' I'anneau des entiers.

Pour chaque a € R, tous ces conjugués a(?) sont entiers sur Z. Donc leur produit
N(a) =[], a est entier sur Z et appartient & Q, d’ott N(a) € Z. De méme,
t(a) € Z.

Siag,...,a, € F,alors A(aq,...,an) € Q;siag,...,a, € Ryalors A(ag, ... ,ap) €
Z.

Dans ce qui suit, "idéal” = idéal nonnul de R.
Ezercice. Pour chaque 8 € F il existe a € Z, a # 0, tel que af € R.
4.12. Lemme. Chaque idéal a contient une base de F/Q.
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En effet, soit ay,... ,a, une base arbitraire de F'/Q. 1l existe a € Z, a # 0, tel
que tous aay; € R. Choisissons un b € a, b # 0. Alors {aba;} est une base de F/Q
contenue dans a.

4.13. Lemme. Soient a un idéal, aq, ..., a, une base de F'//Q contenue dans a
avec |A(aq, ... ,ay)| minimal.

Alors {a;} est une Z-base de a, c’est-a-dire, a = ®; Za.

Remarquons que pour chaque base 1, ... , 3, de F//Q contenue dans a, le nombre
|A(B1, ..., Bn)| est un entier rationel > 0, donc une base avec ce nombre minimal
bien existe.

Pour démontrer le lemme, considérons un élément arbitraire a@ € a. Alors a =
Y ciag, ¢ € Q, et il faut montrer tous y; € Z. Si ce n’est pas le cas, il existe
¢; € Q—Z. On peut supposer que ¢ = 1.

Onaci=m+860,avecm € Zet 0 < < 1. Posons
b1 ZOz—qu:@Oq-l-Z CiQt,
i>2

Bi = g, > 2. Alors f1,..., [, est aussi une base de F'/Q contenue dans a et

ABy, ..., 0n) =0* Alaq, ..., ap)

(pourquoi?). Donc |A(B1, ..., Bn)| < |A(aa, ..., a,)|, contrairement a I’hypothese.

D’apres ce lemme, chaque idéal a contient une Z-base aq,...,a,. Le nombre
A(aq, ... ,an) € Z ne depend pas du choix de la base, par 4.8; on le désigne A(a)
et appele le discriminant de a. Le discriminant de F' est par définition 6 := A(R).

4.14. FEzxercice. Pour chaque idéal a, anZ # 0.

Solution. Choisissons § € a, 8 # 0. Il satisfait a une equation
BE+ a4 tay =0, a; €L

On peut supposer que ax # 0. Or, ax € aNZ.
4.15. Lemme. Pour chaque idéal a ’anneau quotient R/a est fini.

En effet, il existe a € ZNa, a # 0. 1l suffit de montrer que R/(a) est fini. Or,
d’apres 4.13, R = Z" comme un groupe abéilien, donc R/(a) = (Z/aZ)™.

4.15.1. Corollaire. R est noetherien.
4.15.2. Corollaire. Chaque idéal premier nonnul p C R est maximal.

En effet, R/p est un anneau integre fini, donc un corps.
Classes d’idéaux

4.16. Lemme. (i) Si a est un idéal et 8 € F, fa C a, alors 8 € R.

(ii) Si a, b sont des idéaux tels que a = ab alors b = R.



33

En effet, a est un Z-module de type fini, donc [ est entier sur Z d’apres lemme
3.10, d’ou (i).
Soit a1, ... ,a, une base entiere de a. Si a = ab alors a; = Ej bija;, bj; € B. 11

en suit que det(I, — (b;;)) = 0, d’ot, en faisant le determinant, 1 € b, i.e. b = R.

4.17. Deux idéaux a, b sont appelés équivalents, a ~ b, s’il existent o, € R
nonnuls tels que aa = Sb. Ceci est une relation d’équivalence (vérifier!). Les classes
d’équivalence sont appelées les classes d’idéaux. L’ensemble de classes d’équivalence
sera noté CI(F).

La multiplication d’idéaux a,b +— ab fournit sur CI(F') une structure d’un
monoide avec I'unité = la classe de R.

Les deux faits fondamentaux sont: (a) CI(F') est fini. (b) CI(F') est un groupe,

appelé le groupe de classes d’idéaux de F. Cela sera prouvé plus tard. On désigne
hp = Card(CI(F)).

Ezercice. hp = 1 ssi R est principal.
4.18. Lemme (Hurwitz) Il existe M € Z~( ayant la proprieté suivante:

(P) pour chaque v € F il existent un entier ¢, 1 <t < M et a € R tels que
|IN(ty — a)| < 1.

Démonstration. Choisissons une Z-base (31,..., 3, dans R. Alors elle est une
Q-base de F'. Donc pour chaque vy € F',y =Y. ¢, ¢; € Q.

On a .
N =TT O as?)

J %

Prenons la valeur absolue (tout est plongé dans C): pour chaque j
|Z ¢iBy”)| < (maxe;)) Z 87,

d’ou
NG| < € (max fei))” (4.18.1)

on C=1[; > |6§j)|). Choisissons un entier m > C/™ et posons M = m™.

Ecrivons v = Y= aifi+>; 0.8 =[y]+{v},ota; €Zet0<6; <1.
Donc [y] € R.

Plongeons ¢ : F — Q™ C R", ¢(y) = (c1,...,¢n). Alors ¢({7}) est contenu
dans le cube unitaire K = {(c1,...,¢n) | 0 < ¢; < 1}. Découpons K en m™ petits
cubes K; de coté 1/m.

Dirichlet, il existent h,l, 1 < h,l < m"™ 41 tels que h > I, et ¢({hy}) et ¢({iv})
appartiennent au méme petit cube.

Considérons les points ¢({kv}, 1 < k < m™ + 1. Alors, par le principe de

Ecrivons hy = [hy] + {hv}, Iy = [ky] + {h7}, et faisons la soustraction:

(h =1y =[] = [V + {hv} — {7}
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Posons t = h — 1, a = [hy] — [l7], 6 = {hy} — {l7}.

Alors 1 <t <m" =M, a € Ret [N(§)] < C(1/m)" < 1, d’apres (4.18.1), ce
qui fournit I'assertion de lemme.

Corollaire. Pour chaques a,b € R, b # 0, il existent un entier t, 1 <t < M et
¢ € R tels que |N(ta — be)| < |N(b)|.

En effet, on applique le lemme précédent a a/b.
4.19. Théoreme. CI(F') est fini.

Soit a un idéal. Pour chaque a € a, a # 0, |[N(a)| est un entier > 0. Choisissons
un élément b € a nonnul tel que |N(b)| est minimal.

Pour chaque a € a il existe un entier ¢, 1 <t < M tel que |N(ta — be)| < |N(b)]
avec ¢ € R. Or, ta — bc € a, d’out ta — bc = 0. Donc M!a C (b). Posons b :=
b='M!a C R; ceci est un idéal, et M!a = bb.

Puisque b € a, M!b € bb, donc M! € b. Or (M!) est contenu dans un nombre
fini d’idéaux, donc a est équivalent a un idéal contenu dans un ensemble fini, cqfd.

4.20. Lemme. Si a,b sont des idéaux, a € R, aa = ba, alors (a) = b.

En effet, si b € b alors ba='a C a, donc ba=! € R. Donc b C (b), dota"'b C R
est un idéal.

Par hypotheése a = a~'ba, donc a=1b = R d’apres 4.16 (ii), d’ou le lemme.

4.21. Lemme. Pour chaque idéal a il existe un entier h, 1 < h < hp, tel que
I'idéal a” est principal.

En effet, considérons les puissances a’, 1 < i < hp + 1. Parmi eux il existent
des idéaux équivalents, i.e. il existent i < j tels que a* ~ a’. Donc (a)a® = (b)a’,
a,b € R nonnuls.

Posons h = j —i, b = a”. On a (a)a® = (b)ba’, donc ab~ta® C af, donc
c:=ab”' € R. On a ca’ = ba’, d’ott b = (c) par 4.20, cqfd.

4.22. Théoreme. CI(F') est un groupe.
Exercice.

En particulier, pour chaque idéal a, I'idéal a”# est principal.
Décomposition en idéaux premiers

4.23. Lemme. Si ab = ac alors b = b.

En effet, si a® = (a), alors, en multipliant ’hypotheése par a

(a)b = (a)c, d’out b =c.

h=1"on obtient

4.24. Lemme. Si a C b alors il existe ¢ tel que a = bec.

En effet, soit b" = (b). Alors b"~1a C (b), donc ¢ := b~1b6""la C R est un idéal,
et bc = b~ 1b"a = a.

4.24. Lemme. Chaque idéal a # R est un produit d’idéaux premiers.
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En effet, a est contenu dans un idéal premier, a C p, donc a = pb, a C b, a # b.
Si b = R, on a fini. Sinon, en procédant, on obtient une chaine a C b C ¢ C ...;
elle doit étre finie car R est noetherien.

4.25. Soit p un idéal premier. Considérons la chaine p D p2 O .... Pour chaque
i, p* # pTl. En effet, si p® = p**! alors p = R d’apres 4.23.

Soit a un idéal arbitraire. Si a & p, on pose ord,a = 0. Sinon, il existe (car R/a
est fini par exemple) un entier i > 1 tel que a C p’ mais a ¢ p**!. Ceci définit une
fonction dite ”d’ordre”

ord, : {Idéaux de R} — N

On peut dire que .
ordpja=i<a=p'b, bZp
4.26. Lemme. (i) ordyp =1
(ii) Si p’ est premier différent de p, ord,p’ =0
(iii) ordy(ab) = ord,(a) + ord,(b)
Exercice (pour (iii), utiliser p D ab=p Daoup D b).

4.27. Théoréme (Kummer, Dedekind) Pour chaque idéal a, on a une décomposition

unique
a= H pordpa
p

Exercice.
Ramification

4.28. Soit p C R un idéal premier. On a pNZ # 0, donc p NZ = (p), ou p est
un nombre premier.

Le nombre e = ord,, (p) est appelé I'index de ramification de p.

L’anneau quotient R/p est un corps fini, une extension de F, de degré f, i.e.
Card(R/p) = pf. Le nombre f est appelé le degré de p.

4.29. Lemme. Pour chaque e on a un isomorphisme (non canonique) de groupes
abéliens R/p = pe~1/pe.

Il en suit que Card(p®~1/p¢) = p/ et Card(R/p®) = p°f.

En effet, p¢=! # p¢; choisissons a € p¢ — p¢~1. On affirme que p¢ = p¢~! + (a).
En effet, p¢~! + (a) C p, donc le seul idéal premier contenant p¢~1 + (a) est p, d’ott
p¢=1 + (a) = p?. Puisque p¢~* + (a) C p¢, € =e.

Définissons un morphisme ¢ : R — p¢~1/p¢, #(b) = ab. On a vu que ¢ est

un epimorphisme. D’autre part, b € Ker(¢) < ord,(ab) > e < ord,(b) > 1 (car
ordy(a) = e—1). Donc Ker(¢) = p, i.e. p induit un isomorphisme R/p — p¢~1/p°.



36

4.30. Théoreme. Considérons la décomposition

@ =11 »

Alors Y7 | e;fi = n. (Rappelons que n = [F: Q].)

4.31. Lemme (théoreme des restes chinois) Soit A un anneau commutatif; soient

a;, © =1,...,m des idéaux de A deux a deux premiers, c’est-a-dire, a; +a; = A
pour tous ¢ # j. Posons a :=[], a,.
Alors

Ala= @, Ala;
Soit
le morphisme évident.
(a) ¢ est surjectif.

En effet, a; + [[_, a; = A (prouver!), donc il existent a; € a1, by € [, a;
tels que a; + b3 = 1. Ona by =1 (mod a;) et by =0 (mod a;) pour i > 2.

De méme, pour chaque ¢ il existe b; tel que b; =1 (mod a;) et b; = 0 (mod a;)
pour j # i, ce qui entraine I’assertion.

(a) Ker ¢ = a.

Evidemment, Ker ¢ = N, a;, donc il faut démontrer que N, a; = H?:l a;.
Il est clair que Ny a; D [, ;.

Maintenant faisons la recurrence par n. n = 2. Soit a; +as =1, a; € a;. Pour
a€aNa, a=aa; + aas € aias.

Cas général. Par hypothese de recurrence, Ny a; = a;N[[,_, a;. Or, les idéaux
n . n
a; et Hizz a; sont premiers entre eux, donc, par le cas n = 2, a; N Hi:2 a; =
IIo a
Ceci entraine le lemme.

4.32. Preuve de 4.30. Puisque R = Z" comme un Z-module, Card(R/(p)) = p™.
D’un autre coté, les idéaux p;* sont deux a deux premiers (démontrer!), donc
R/(p) = &, R/p*,

d’ott Card(R/(p)) = p=©ifi, cqfd.

Cas galoisien

4.33. Maintenant supposons que I'extension F'/Q est normale, donc galoisienne.
Soit G = Gal(F'/Q). Considérons la décomposition

() =] v (4.33.1)
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Donc {p1,...,py} est Pensemble des idéaux premiers contenants p.

4.34. Lemme. G agit transitivement sur I'ensemble {p1,...,p,}, c’est-a-dire,
pour chaques 4, j il existe o € G tel que p; = op;.

Supposons au contraire qu’il existe un idéal premier p > p, p & {op; | o
G}. D’apres le théoreme des restes chinois il existe a € R, a = 0 (mod p), a
1 (mod op;) pour chaque o € G.

- m

La norme

N(a) =[] cacpnzZ=(p)Cp,
ceG

donc il existe o € G tel que ca € p;, d’otl a € o~ 'p;, contrairement & 1’hypothese
sur a.

4.35. Théoréme. Dans la décomposition (4.33.1) tous e; sont égaux, disons &
e, et tous f; sont égaux, disons a f. Donc efg = n, et la décomposition (4.33.1)
devient

() =] ¥t (4.35.1)

En effet, pour chaque 4, j, p; = op;, donc o établit un isomorphisme des corps
des restes R/p; — R/pj, dou f; = f;.

De plus, agissons sur (4.33.1) par o:
() =[] (o).
k

d’ou e; = e; par 'unicité de la décomposition en idéaux premiers.

4.36. Pour un idéal premier p, le sous-groupe stabilisateur G, = {c € G | op =
p} est appelé le groupe de décomposition de p.

D’apres 4.34 et 4.35, les sous-groupes G, sont tous conjugués, et Card(Gy,) =
n/g=ef.

On a le morphisme évident
T+ Gp — Gal((R/p)/Fp)

(ot pNZ = (p)).
Le noyau I, = Ker 7, C G est appelé le groupe d’inertie de p.
4.37. Théoreme. Le morphisme 7, est surjectif.

Il en suit que e = Card([p,) (pour n'importe quel i), et

Gal(R/p)/F,) = Gy /1, (4.37.1)

Si e = 1, le nombre premier p est appelé non-ramifié dans F'.
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Si c’est le cas, la décomposition (4.35.1) est particulierement simple:
g
() =] v 9=n/f (4.37.2)
i=1

Plus généralement, soient K /Q une extension finie, A C K ’anneau des entiers,
L/K une extension finie galoisienne, B C L la cloture intégrale de A dans L,

G = Gal(L/K).

Soient p C A un idéal premier (sous-entendu: nonnul), ¢ C B un idéal premier
au-dessus de p, Gq = {0 € G | oq = q} le groupe de décomposition.

On utilisera une notation k(p) := A/p; donc k(q) = B/q.
On veut démontrer 4.37 sous une forme plus générale:

4.38. Théoréeme. Le morphisme canonique

Tq = TL/Kq @ Gq — Gal(k(q)/k(p))

est surjectif.

On remarque d’abord que toute la théorie précédante 4.37 reste valable avec
I’extension Q C F' remplacée par K C L.

Posons L' = L%, donc G4 = Gal(L/L'),
B’ = la cloture intégrale de A dans L' = BN L/,
q =qnN B’. Alors q' est un unique idéal premier de B au-dessus de q d’apres une
généralisation de 4.34.
4.39. Lemme. L’injection canonique i : k(p) < k(q’) est I'égalite.

Soit o € G — Gy; alors q # oq, donc 0~ 1q # q. Il en suit que
q

q, =0 'qNB #d,
puisque q est 'unique idéal premier au-dessus de ¢’.
Soient Z € k(q") un élément arbitraire, x € B’, z (mod ¢') = Z.

Par le théoreme des restes chinois il existe y € B’ tel que y = x (mod ¢’)
et y = 1 (mod q)) pour tous 0 € G — G4. Donc oy = 1 (mod ¢q') pour tous
oecG—Gy.

Il en suit que sa norme

z:=Npyk(y)= J[ 7v=2 (modq);
TEG/Gq

Or z € A, donc Z = i(z mod p), cqfd.

Nous aurons besoin d’un fait standard de la théorie de Galois:
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4.40. Lemme. Soient L/K une extension normale, L D L une cloture algébrique;
r € L, f(t) € K[t] le polynome irréductible de z. Donc toutes les racines de f(t)
dans L appartiennent a L.

Alors G := Aut(L/K) agit transitivement sur ’ensemble de racines de f(t).

En effet, si y,y’ sont deux racines de f, il existe un unique isomorphisme h :
K(y) = K() au-dessus de K tel que h(y) = y’. On peut prolonger h en un
plongement g : L — L; puisque L/K est normale, g(L) = L.

4.41. Revenons au théoreme 4.38. Le lemme 4.39 montre qu’il suffit de supposer

que G = Gg.

L’extension k(p) C k(q) est une extension de corps finis, donc k(q) = k(p)(z) (il
suffit de prendre pour Z un générateur du groupe cyclique k(q)*).

Soit # € B, x (mod q) = z. Soit f(t) le polynéme irréductible unitaire de z
sur K. f se décompose en facteurs linéaires sur L; toutes les racines de f sont
conjuguées a x, donc ils sont entiers sur A, donc ils appartiennent a B. Il en suit

que f(t) € (BN K)[t] = Alt].

Soit f(t) € k(p) sa réduction; elle se décompose en facteurs lindaires dans k(q):
les racines de f(t) sont les réductions modulo q des racines de f.

Soit g(t) le polynome irréductible unitaire de Z sur k(p); g divise f, donc g(t) se
décompose en facteurs linéaires dans k(q)[t] (ce que nous savons déja, ’extension
k(q)/k(p) étant galoisienne). Il en suit que chaque racine de g dans k(q) est la
réduction modulo q d’une racine de f.

Maintenant, si o € Gal(k(q)/k(p)), c(Z) = y ou ¥ est une racine de g. Siy
est une racine de f dont la réduction est T, il existe 7 € G tel que 7x = y. Alors
7q(T) = 0, ce qui prouve le théoreme.
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§5. Corps cyclotomiques

Cas Q(Cp)

5.1. Soit p un nombre premier, ¢ = e27%/P une racine primitive p-ieme de 1'unité.
Elle satisfait a 1’équation f,(¢) = 0, on

f)=fpt)=1+t+... +t*!

Considérons le corps L = Q(().

Nous savons déja (cf. 3.6) que f,(t) est irrédictible sur Q, donc L = Q[t]/(fp), [L
Q=p-1

Dans L[t] le polynéme f(t) se décompose en facteurs linéaires

s =TT ¢ ¢ (5.1.1)

Il en suit que L/Q est normale, i.e. galoisienne.

Le groupe de Galois G'= Gal(L/Q) est isomorphe a 7, donc cyclique. En effet,
"automorphisme o, € G correspondant a a € F, envoie ¢ en (“.

5.2. Soit R I'anneau des entiers dans L; il est clair que R D Z[(]. Nous verrons
plus tard que R = Z[t].

Le lemme suivant est facile mais important.
Lemme. Pour chaques 7,7, 1 <1,7 <p—1,

_1=¢

Gij.—l_cj €ER

En effet, il existe a € Z,1 < a <p—1 tel que i = aj (mod p), d’ou

€j =1+ 4. F¢labi

5.3. En substituant ¢ = 1 dans (5.1.1), on obtient

p—1 _
b= H (1 - CZ>7
=1
d’ott
p=e(1-C¢)P ! ecR* (5.3.1)

Par contre, 1 — ( ¢ R*, parce que sinon, p serait inversible dans R, donc dans Z
(cf. 3.9.3, 3.15), ce qui n’est pas le cas.
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Considérons 'idéal p = (1 — ¢) C R; (5.3.1) implique

(p) =p"" (5.3.2)

Puisque (p) est un produit de < [L : Q] idéaux premiers dans R, on en conclut que
p est premier.

(A propos, on a prouvé encore une fois que [L : Q] = p — 1, car dans argument
précédent on n’a utilisé que ’algébricité de L sur Q.)

Dans 'égalite ef¢g =p—1ona g =p—1; on en conclut quee =1, f =1, i.e.
k(p) = R/p = Fp.

5.4. Théoréme. R = Z[(].

Rémarquons que

ZICl/(C—1) =Z[t)/(t = 1, f(¥)) = Z/(f(1)) = Z/ (p)
On peut déja conclure que I'inclusion Z[¢] < R induit un isomorphisme
ZI(J/(C=1) — R/(C—1) = R/p
Donc pour chaque z € R il existent o € Z[(] et y € R tels que z = a + (( — 1)y.
En faisant la méme chose avec y, etc., on voit qu’il existe g € Z[(] tel que =z =
B (mod pP~1). Or pP~! = pR, donc
x = (mod pR)

Il reste & montrer que pR C Z[(].

Considérons la fonction trace tr = try, . Remarquons que

b
I

1
tr(¢") = (“=—1sii%0 (modp); p—1sii=0 (mod p)
1

o
I

Soit  =ag+a1{+ ...+ ap_QCP_Q € R, a; € Q. Alors

p—2
tr(zC) = —Z a; € Z
j=0

et pour chaque 7, 0 <7 <p—2,
p—2
tr(x(™") = — Z aj+(p—1)a; €Z

=0

d’ou pa; € Z, i.e. px € Z[(], cqfd.

Cas Q(Gm)
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5.5. Soient m un entier, m > 1. Dorénavant on fixe les notations suivantes:
¢ =Cn=e?™™ L=0Q(), RC L’anneau des entiers.

Le corps L est le corps de décomposition du polynoéme

tm—1= H (t —¢Y, (5.5.1)

donc 'extension L/Q est normale. Soit G = Gal(L/Q).
Sigeq, g(¢) =9, 0(g) € (Z/mZ)*. Ceci définit un homomorphisme

0: G — (Z/mZ)* (5.5.2)

Il est clair que € est un monomorphisme.
Suivant 'usage, on définit la fonction d’Euler ¢(m) := Card(Z/mZ)*.
Corollaire. [L : Q] | ¢(m).
On verra plus tard que € est un isomorphisme.
5.6. Polynomes cyclotomiques. On définit

P (t) = I1 (t—¢n)

(a,m)=1, 1<a<m

Lemme.
" —1=]] ®a(t)
d|m
En effet,
m—1
tm—1=1] ¢-¢o=11 II «¢-¢n
i=0 dm (i,m)=d

Si (i,m) =d, j =i/d, alors (j,m) =1, donc (!, = (¥ = szb/d’ d’out

I[I ¢-co= 11 =&, 0=Pmu),

(i,m)=d (3,m)=1
d’ou lassertion.

Corollaire. ®,,(t) € Z[t].

Prouvons cela par récurrence sur m. Le cas m = 1 est trivial. Par contre,
D, (t) = (t"™ —1)/f(t), ou f(t) € Z]t] est un polyndéme unitaire, par hypothese de
recurrence, d’ou ®,,(t) € Z[t].

Autre preuve: les coéfficients sont entiers sur Z. D’un autre coté, ses racines sont
permutées par GG, donc ses coéfficients sont invariants par G, donc ils appartiennent
a Q, donc ils habitent dans Z.
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5.7. Lemme. Soit p un nombre premier ne divisant pas m. Soit p C R un idéal
premier contenant p.

Alors les classes des éléments (¢, 0 < i < m — 1, dans k(p) = R/p sont toutes
distinctes.

Si f est le degré de p (i.e. f = [k(p): F,]) alors p/ =1 (mod m).
En effet, (5.5.1) implique

m—1

m= ] 1-¢)

1=0

Or m # 0 (mod p), d’ott ¢* # 1 (mod p) pour chaque 7,0 < i < m—1. Ceci entraine
la premiere assertion.

Il en suit que les puissances (¢, 0 <4 < m — 1 forment un sous-groupe de k(p)*
d’ordre m, donc m | Card(k(p)*) = p/ — 1.

5.8. Théoréme. ®,,(t) est irréductible.

Démonstration (van der Waerden) Rappelons que le polynéme irréductible uni-
taire g(t) (sur Q) d’'un nombre entier algébrique o appartient a Z[t] (en effet, toutes
ces racines, étant conjuguées a «, sont entiers sur Z, donc ces coéfficients sont entiers
est appartient & Q, donc a Z).

Soit f(t) € Z[t] le polynéme irréductible unitaire de ¢ sur Q. Puisque ®,,,(¢) = 0,
F@) | @m ().

(a) Pour chaque p [ m, f(¢(P) = 0.

En effet, 2™ — 1 = f(t)g(t) € Z[t]. Supposons que f(¢P) # 0. Alors g(¢?) = 0.

Soit p un idéal premier de R au-dessus de p, donc k(p) = R/p D Z/(p) = Fp.
Considérons sa réduction f(t) € F,[t]. On a

t" — 1= f(t)g(t) € Fplt]

Par hypothese, 3(¢7) = 0. Or §(¢?) = §(¢)?, d'ott () = 0.

D’apres 5.7, toutes les racines de ™ — 1 dans k(p) sont distinctes, donc f(t) # 0:
contradiction.

(b) Pour chaque a premier a m, f(¢%) = 0.

En effet, choisissons un premier p divisant a. D’apres (a), f(¢?) = 0. 1l en suit
que le polynéme irréductible g(t) de (P divise f(¢). Maintenant repeter I’argument
(a) avec un premier ¢ divisant b = a/p, etc.

Finalement, (b) implique que ®,,(t) | f(¢), donc ces deux polynémes sont égaux.
Corollaire. [L: Q] = ¢(m) et 0: G — (Z/mZ)*.

5.9. Lemme. Soient K/Q une extension de degré fini n, S C K l'anneau des
entiers, aq, ... ,a, une Q-base de K appartenant & S. Notons par A le discriminant
Alay, ..., an).

Alors AS C @}, Za,.
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En effet, soit + = ), bia;, € S, b € Q. On a t(za;) = > . bit(a;a;) (ici
t =trg,q. Or t(zay),t(asa;) € Z, d’'ott Ab; = det(t(ayaq))b; € Z (expliquer!) Donc

5.10. Lemme. Posons A := A(1,¢,...,¢?™~=1), Ona A | m?(™).
Onat™—1=3a,,(t)g(t), dou
mt™ = &7 (£)g(t) + P (t)g' (1),
donc

m¢™ ™ = 2'(¢)g(¢)

Prenons la norme: ona N(¢) = £1, N(®'(¢)) = £A (voir 4.10). Donc AN (g(¢)) =
+m®m),

5.11. Lemme. Soit p un premier ne divisant pas m. Pour chaque z € R il existe
a € Z[(] tel que x = a (mod pR).

D’apres le lemme précédent, p /| A. Donc il existe A’ € Z tel que AA" =
1 (mod p). Donc z = A’Az (mod pR), avec Az € Z[(].

5.12. Corollaire. Sip ) m et p® = 1 (mod m) alors pour chaque =z € R,
zP" =z (mod pR).

On a z =« (mod pR) ou a =Y, a;(*, a; € Z; donc

P = (Z a; (P = Z al¢Pt = Z a;¢P" (mod pR)

A A A
En itérant n fois, en tenant compte que (?" = ¢, on obtient I’assertion.

5.13. Corollaire. Si p / m, chaque idéal premier p C R au-dessus de (p) est
nonramifié.

Supposons le contraire, donc p € p2. Soit x € p — p2. On a
2" =z (mod pR) = z (mod p?)

puisque p™ > 2, x € p2: contrairement & ’hypothese.

5.14. Pour un nombre premier p, p /| m, on designe par o, € G I'élément
op(¢) = ¢.

Lemme. Pout tous =z € R, o,(x) = 2P (mod pR).

En effet, = a (mod pR) ou o = >, a;(*, a; € Z, d’ott

oP(x) = op(ar) = Z a; Pt = (Z a;¢"? = 2P (mod pR)

Corollaire. Sip C R est un idéal premier au-dessus de (p), alors o,(p) = p.
En effet, pour x € p,

op(x) = 2P (mod pR) == 2P (mod p) =0 (mod p),



d’ott 0,(p) C p. Il en suit que o,(p) = p car o,(p) est maximal.

5.15. Théoréme. Soient p /| m, f un entier positif minimal tel que p/ =
1 (mod m). Alors la décomposition de (p) en idéaux premiers dans R est de la

forme .
(p) = H pi
i=1

ou chaque p; a le degré f, donc g = ¢p(m)/ f.

On sait déja que les p; sont nonramifiés, donc e = 1. Soit p = p;. Il nous ne
reste qu’a montrer que f’:= [k(p) : F,] est égal & f.

Onap/ = Card(k(p)), et f" est un nombre positif minimal tel que pour chaque
zeR, ¢ =2z (mod p) (en tenant compte que k(p)* est cyclique).
D’un autre coté, ag =1, est de plus f est égale a 'ordre de o.
Pour chaque x € R on a
z=ol(zx) = 27’ (mod p),
d’ou f' < f. D’autre part, pr/ = ( (mod p), donc pr = ¢ vu lemme 5.7. Il en
suit que agl =1, donc f < f’. On conclut que f' = f, cqfd.

Corollaire. Le groupe de décomposition G, coincide avec le groupe cyclique
d’ordre f engendré par o,,.

En effet, on sait que o, € G, (cf. corollaire 5.14), et les deux groupes en question
ont le méme ordre f.

Réciprocité quadratique
5.16. Soient p > 2 un nombre premier, L = Q(¢), ¢ = (p, R 'anneau des entiers
dans L. On pose p* = (—1)P=1)/2,

Lemme. p* est le carré dans R, c’est-a-dire, il existe 7 € R tel que 72 = p*.
p

En effet, on le sait déja, grace aux sommes de Gauss (cf. 2.12). On va donner
ici, avec Kronecker, une preuve independante.

On a
p—1
p=]] a-¢)
i=1
(1-¢NA—-¢ ) =—¢"(1=¢"?,
d’ou
- (p—1)/2
p=0D=¢ [ (-¢)
i=1
ou
(p—1)/2
a== 3
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Donc p* = 77, ou

(p—1)/2 '
T=¢”? I -¢)

i=1
(on remarque que 1/2 € F,, puisque p est impair).
5.17. Soit ¢ un autre nombre premier impair, différent de p. Considérons

I'automorphisme de Frobenius 0, € G = Gal(L/Q); par définition, o4(¢) = (9.
o4 est un générateur du groupe cyclique G d’ordre p — 1.

Soit K = Q(7),donc L D K DQ,[L: K|]=(p—-1)/2, [K:Q] =2. On a

o4(T) =€r,one=1si0, €G?et ¢ =—1 sinon. Il en suit que

5.18. Soit q¢ C R un idéal premier au-dessus de g. Alors on a d’apres 5.14
o4(1) = 79 (mod q),

donc
q

(Z—))T =77 (mod q),
d’ou q
(]_9) = 7971 (mod q)

(car 7 est inversible modulo q).

Il en suit que

p* — pra-1)/2 _ q-1 — (4 d
() =» 7= () (mod q)

d’ou la loi de réciprocité, encore une fois:
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6. Théoréme de Kummer

Théoréme de Kronecker

6.1. Terminologie: "un corps de nombres algébriques” = une extension finie
L C Q. Soit R est 'anneau des entiers dans L. ”Unité de L = un élément inversible
de R.

Soit L un corps de nombres algébriques de degré n sur Q; on a L = Q(«). Soit
f(t) € Q[t] le polynéme irréductible unitaite de «; si 'on choisit un plongement
Q= C,ona f(t)=][—, (t—a®). Les racines a'? correspondent biuniquement
aux plongements différents f; : L < C, f;(a) = a®.

Parmis les «; on a s nombres réels et 2¢ nombres qui ne sont pas réels (parce que

pour chaque racine complexe /3 on a necessairement la racine cojuguée 3. Donc on
a ’égalite importante:
s+2t=n (6.1.1)

Les plongements f; correspondants aux racines reels sont appelés les plongements
réels, les autres sont appelés les plongements complexes.

On dit que L est totalement réel si t = 0. Exemple: Q(v/d), d > 0. On dit que
L est totalement complexe si s = 0. Exemples: Q(v/d),d < 0;Q(¢,), n > 2.

Rénumerons /) d’une maniere suivante:

Oy ooy Qg Qgy ]y gy, - - - Olsty, Ot

ota; €ER (1 <i<s), agyj € R (1 <4 <t), donc les plongements f; sorrespon-
dants sont:

Ji,- - 7fs;fs+17fs+17~-~ 7f8+t7f_8+t (6'1'2)
Cette numération sera supposée dorénavant.

Introduisons "application
f=0f1,...,fsqt): L—R°@C"
Celle ci est un morphisme d’anneaux, évidemment injectif. Soit
g=(q1,---,9n): L—R"

le composé de f avec Iisomorphisme (de R-espaces vectoriels) R @ C! — R™ qui
est défini par la regle:

(ah s 7as+t) = (ah cee 5 Qg §R(as—i—l)7 %(as—i—l), s 7§R<as+1)7 %(as—i—l))

6.2. Lemme. Soit a, ..., a, une base de L sur Q. Alors les vecteurs g(ay), ... , g(ay,)
sont linéairement independants, donc forment une R-base de R".



48

Il faut montrer que la matrice G = (g;(cj)) n x n réelle est nondégénerée.
Désignerons la suite (6.1.2) de plongements par (hy,...,hy), donc hi(z) = =
dans les notations 4.5.

Au lieu de G, considérons la matrice complexe G’ = (h;(a;)) = (a(‘i)). Alors on

J
voit aisement que
det(G") = (—2i)" det(Q)
(pourquoi?). Or, d’apres lemme 4.9 det(G')? = A(aq, ... ,ap) # 0.

6.3. Soit V un R-espace vectoriel de dimension n. Un réseau A C V est un
sous-groupe abélien isomorphe a Z™, tel qu’il existe une Z-base a1, ... ,a, de A qui
est une R-base de V.

Lemme. Un sous-groupe abélien A C V est un réseau ssi il est discret est
cocompact, c’est-a-dire, le quotient V/A est compact.

Exercice.
6.4. Corollaire. g(R) C R™ est un réseau.

En effet, d’apres 4.13 il existe une Z-base aq,...,a, de R, donc {g(«;)} sera
une Z-base de g(R).

6.5. Théoréme (Kronecker) Le sous-groupe S C R* se composant des éléments
x € L tels que |g;(x)| = 1 pour chaque i, coincide avec le groupe de toutes racines
de I'unité dans L.

Il est un groupe fini, cyclique, de 'ordre pair.
Il est clair que si ( € L est une racine de 'unité alors g;({) = 1 pour tous i.

Réciproquement, g(S) C R est un sous-ensemble borné par hypothese, est dis-
cret, car il est contenu dans le réseau g(.S), donc fini, donc S est fini. Il en suit que
chaque élément de S est une racine de I'unité.

S est cyclique comme un sous-groupe fini de L*; il est de I'ordre pair puisqu’il
contient le sous-groupe {£1}.

Remarque. 11 est essentiel que S C R. En effet, pour x = (3 +4¢)/5 € L = Q(7)
onal|o(z)| =l|o(z)| =1 (ou o, sont deux plongements L < C), mais z ¢ R = Z][i],
donc il n’est pas une racine de 1'unité.

Lemme de Kummer

6.6. Soient p > 2 un nombre premier, ( = ¢>™/?, L = Q(¢), R C L I’anneau des
entiers.

Considérons le sous-corps K = Q(¢ + ¢™') = Q(cos(27i/p) C L; ceci est un
sous-corps (maximal) réel de L. On a [L : K| = 2; K est le sous-corps fixé de la
conjugaison complexe. Donc [K : Q] = (p—1)/2.

Les unités de K sont appelés réelles. Une unité € de L est réelle ssi e = €.

6.7. Lemme (lui aussi, de Kummer) Le sous-groupe de racines de l'unité S C R*
est égal au groupe cyclique de 'ordre 2p, S’ C R, engendré par —(.
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En effet, il est clair que S” C S, donc 2p | m := Card(S5).

Le groupe S est cyclique; soit 7 un générateur de S. Soit F' = Q(n) C L. n est
une racine primitive de 1'unité d’ordre m, donc [F': Q] = ¢(m).

Or
[F:Q]=¢(m)|[L:Q]=p—1

Posons m = p"a, (a,p) = 1; remarquons que 2 | a car 2p | m. Alors

¢(m) = ¢(p")¢(a) = p"~ (p—1)(a) | (p — 1),

d'our =1, ¢(a) =1, donc a = 2. On en conclut que m = 2p, cqfd.

6.8. Lemme (Kummer) Chaque unité de L est un produit d’une unité réelle par
une puissance de (.
Soit
p—2
e=r(()=> a( €R a; €L

1=0

Onaée=r(C"t)=r(P1) € R*. Soit u=ee ! € R*. Les conjuguées de u sont

oj() = r(¢)r(¢7) = oj(e)osle), j=1,....p—1,
donc |o;(p)| = 1 pour tous j. D’apres 6.5 et 6.7, = +¢°. Montrons que le signe
est +.
En effet, sinon, e = —(%€.

Sous-lemme. Soit \=1—( € R. Sia€Z C Ret A|adans R, alors p | a dans
Z.

En effet, ’égalite p = Hf:_ll (1 — (%) signifie que
NQA)=p (6.8.1)

Ici N = Np /. Donc, en prenant la norme de a = Aa dans R, on obtient a" =
pN(«) dans Z, d’ou I’assertion.

Revenons a notre preuve. On a ¢* =1 (mod \) pour tous 4, d’ott

|
)

p
3 a; = A (mod \)

7

€

Il
=

Mais si € = —(®€ alors A = —A (mod \), donc 24 = 0 (mod A), d’ou, vu le sous-
lemme, p | 2A, donc p | A car p est impair. Il en suit que A = 0 (mod A), donc
€ € (), ce qui est absurde, car € est une unité.

On en conclut que € = (%¢. Soit b € Z, 2b = s (mod p). Alors € = (?*e.
Posons 1 = ¢/¢°. Alors 7 est réelle (vérifier!), et € = ¢® 1.

Théoréme de Kummer
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6.9. Un nombre premier p > 2 est appelé regulier s’il ne divise pas hy =

Card(CU(L)), L = Q(G,).

6.10. Théoréeme (Kummer) Si p est régulier, alors 1équation de Fermat a? +y? =
2P n’a pas de solutions entiers tels que p [ (zyz).

Le théoreme de Fermat sous 'hypothese p [ (zyz) est appelé le premier cas du
théoreme de Fermat.

Tout d’abord, 1’assertion est vraie pour p = 3: exercice (considerez les congru-
ences modulo 9). Donc on peut supposer que p > 5.

Soit (z,y, z) une solution entiere de I’équation zP +yP = 2P, telle que p [ (zyz).
On peut supposer que pged(z,y,z) = 1. Cela implique que z,y,z sont premier
deux a deux (sic!)

Six =y = —z (mod p) alors p | 3z ce qui est impossible par hypothese. Donc,
en remplagant si necessaire (z,y,z) par (x,—z,—y), on peut supposer que x #
y (mod p).

On désigne comme toujours ¢ = (,, L = Q((,), R = Z[(p] 'anneau des entiers
de L.

6.11. Lemme. Les idéaux (z + ('y) C R, 0 < i < p — 1, sont premiers deux a
deux.

Supposons que p | (x + ¢'y) et p | (4 ¢Py) pour i # j. Alors p | ((F — Py =
(unité)(1 — ¢)y. Donc, soit p = (1 — (), soit p | .

De méme, p | (¢"(z +¢7y) — ¢7 (z +¢*y) = (unité)(1 — ¢)x, donce soit p = (1 - (),
soit p | .

Sip# (1—C) alorsp | z et p | y ce qui est impossible car (z,y) = 1. Donc
p = (1—¢). Mais alors (z+y) = (z+(y) (mod p), et par hypothese p | (z+(%y), donc
x4y = 0(mod (1—¢). D’apres le sous-lemme 6.8 ceci implique que x+y = 0 (mod p),
d’ou 2P = 2P + yP = (z + y)? = 0 (mod p), contrairement a ’hypothese.

6.12. Lemme. Soit a € R. Alors a? = a (mod p), a € Z.
En effet, o = Y. a;¢*, a; € Z, dou o? =Y. a? (mod p).

7 (2 (2

6.13. Lemme. Soit a = Zf:_ol a;(" €R, a; €Z. Sin€Z, n| a, et il existe i
tel que a; = 0, alors n | a; pour tous j.

En effet, 1 + ¢+ ...+ (P! =0, et 'on peut prendre comme une Z-base de R
toutes les puissances de (, sauf (*.

6.14. Fin de la preuve de 6.10. Nous avons dans R

p—1

2=ty =] (+Cy)
=0

(expliquer!) D’apres lemme 6.11, chaque idéal (x + (%y) est une p-iéme puissance,
(z+C'y) = af

Donc l'idéal a? est principal. Puisque p est régulier, cela implique que a; est prin-
cipal, disons a; = ().
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Prenons 7 = 1, donc x+(y = ea?, ¢ € R*,a € R. D’apres le lemme de Kummer,
e = ("n oun = 1. Par contre a? = a (mod p) ol a € Z. 1l en suit que

z+ ¢y = ("na® = ("na (mod p)

En prenant les conjuguées,

z+ ¢ 'y =(¢ "na (mod p),
d’ou
(@4 Cy) ="z + ¢ y) (mod p)

ou
z+Cy—¢*z—¢* 1y =0 (mod p) (6.14.1)

Si tous le nombres 1, ¢, (2" et (2”1 sont distincts, alors le lemme 6.13 implique que
p | z, contrairement a I’hypothese (ici on a utilisé que p > 5).

Il nous restent les possibilités suivantes.

(a) 1 =¢? . Alors (6.14.1) devient Cy — ¢*~'y = 0 (mod p); en appliquant 6.13
de nouveau, on obtient p | y: contradiction.

(b) 1=¢?""1. Alors x—y—(z—%)¢ =0 (mod p), d’ot1 p | (x —y): contradiction.
(c) ¢ =¢*~1. Alors z — (%2 =0 (mod p), d’ou p | z: contradiction.

La preuve est finie.
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§7. Descente de Fermat

Triples pythagoréens

7.1. Théoreme. Soit (a,b,c) un triple d’entiers, a,b,c > 0, satisfaisants a
I’équation
a + v =¢?

Supposons que pged(a, b, ¢) = 1.

Alors, apres peut-étre la permutation de a et b,
a=2pq, b=p’—¢°, c=p*+ ¢,

ol p,q € Z>o, (p,q) =1, p> q et p— q est impair.
Premiere démonstration.

Un nombre premier divisant deux de nombres a,b, ¢ necessairement divise le
troisieme, donc a, b, ¢ sont deux-a-deux premiers.

Il en suit que parmi a, b, c deux nombres sont impairs et un nombre est pair. Le
cas a,b impairs ¢ pair est impossible (expliquer!) Donc, apres la permutation de
a, b si necessaire, on peut supposer que a = 2u est pair, b, c sont impairs.

On a
4u* = c* —b* = (c—b)(c+ )
Posons ¢ — b =2v, ¢c+b=2w. Alors c=v+w, b =w — v; il en suit que v, w sont
premiers entre eux.

2

On a u? = vw; donc v = ¢%, w = p?. p — ¢ est impair parce que sinon, b serait

pair.

Deuzxieme démonstration. Comme ci-dessus, a, b, ¢ sont deux a deux premiers,
et ¢ est impair.

On va utiliser ’anneau de nombres gaussiens R = Z[i], qui est 'anneau des
entiers dans L = Q(i) = Q((4).

7.1.1. Lemme. R est euclidien, donc principal.
Exercice.

7.1.2. Lemme. Les idéaux (a + bi), (a — bi) C R sont premiers entre eux, cf.
lemme 6.11.

Soit m € R un élément premier divisant a + bi et a — bi. Alors 7 divise 2a.

On affirme que 7 ne divise pas 2. Parce que sinon, N(7) |N(2) = 4 (rappelons
que N(a+pBi) = a?+52. Ona N(m) > 1 (car 7 n’est pas une unité), donc N(r) = 2
ou 4. Mais 7 divise ¢, donc N () divise N(c) = ¢?, ce qui contredit au fait que ¢
est impair.

Question: quelle est la décomposition de 2 en produit de nombres premiers dans
R?
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Il en suit que 7 | b. De méme, 7 | b (expliquer!). Mais alors N (7) divise N (a) = a®
et N(b) = b*: contradiction, car a et b sont supposés premiers entre eux.

On a la décomposition dans R
(a + bi)(a — bi) = c?,

cf. 6.14. Le lemme précédent implique que (a + bi) = (a)?, a € R, donc

a+ bi = ea?

Les seuls unités dans R sont £1, +i (expliquer!).

upposon que € = 1. Ecrivons ¢ = u + v, alors a* = u* — v uv 1 ou
S 1. E + v, al 2 2 24+ 2uw i, d
P’assertion du théoréeme dans ce cas.

Les cas e = —1 ou +i sont pareils est laissés comme un exercice.
Théoréme de Fermat: exposante 4

7.2. Théoréme (Fermat) (a) Soient a, b, ¢ € Z~ les cotés d'un triangle pythagorien,
a? 4+ b?> = c. Alors son aire n’est pas un carré.

(b) Il n’existe pas de solutions (z,y, 2) € Z2, de I’équation

On va démontrer (a) et (b) simultanément. Etant donnés a, b, ¢ comme dans (a),
on peut supposer, vu le théoréme précédent, que (a,b,c) = (2pq,p* — ¢%,p* + ¢°),
ou p, q sont premiers entre eux, p > q et p — q est impair. L’aire de ce triangle sera
S = (ab)/2 = pq(p + q)(p — q). Ici les nombres p,q,p + q,p — q sont deux a deux
premiers.

Il en suit que si S est un carré, alors ces facteurs le sont: p = 22, ¢ = y?, p+q =
u?, p—q = v%. Ici u,v sont impairs et premiers entre eux. Si l’on pose z = ww,

alors 2 — y* = 22. (Il en suit déja que (b) = (a).)

Nous avons u? = v?+2y2, donc 2y? = (u—v)(u+v). On a pged(u+v,u—v) = 2,
donc u+v = 2k, u—v = 2l avec k et [ premiers entre eux. D’ici 2y? = 4kl, y* = 2kl.
Il en suit que y = 2y, donc 2y? = kl. Donc, soit

() k=282 l=r%, ut+v=45% u—v=2r% u=1r%+2s2 v=2s2—r2 soit

k=72 1=2% u—v=45% u+v=2r% u=r24252 v=—-2s2 412

Dans les deux cas,

1
r? = §(u2 +0?) = r* 4 4s%, (7.2.1)
i.e. (r?,2s% x) sont les cotés d’un triangle pythagorien dont I'aire est S’ = (rs)2.
Sa hypoténuse est z < z* 4+ y* = I’hypoténuse du triangle original. On conclut que
(a) est vrai par la descente.
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On remarque que
y?=2kl, ® =K 412 2=k —-1? (7.2.2)

Réciproquement, soient x,y, z sont comme dans (b). On peut les supposer deux a
deux premiers. Alors, vu 7.1, ils sont de la forme (7.2.2), avec (k,1) = 1.

Le méme raisonnement nous fournit le triangle r2,2s%, x dont l'aire S’ = (rs)?,

donc (a) = (b).

7.2.1. Ezercice. Montrez qu’il n’existe pas d’un triangle rectangluaire de cotés
rationels, dont 'aire est égale a 1.

Solution. Le probleme est de chercher a,c € Q avec a®>+(2/a)? = 2, i.e. a,b € Q
tels que a* 4+ 4 = b2. Donc il suffit de montrer que 1’équation r* + 4s* = 22 n’a pas
de solutions entiers.

On reconnait 1’équation (7.2.1). Donc essayons d’aller en sens opposé. Soient
x,r,s € Z une solution de (7.2.1). On peut supposer que (r,2s) = 1 (expliquer!).

Donc il existent p,q € Z, (p,q) = 1, tels que s> = pq, 7°> = p? — ¢*. La premiere
égalité donne p = y2, ¢ = 22, d’out r? = 2* — y*, ce qui est impossible.

Le théoreme suivant se demontre de la maniere complétement analogue.

7.3. Théoréme (Fermat) (a) Soient a, b, ¢ € Z~q les co6tés d’un triangle pythagorien,
a’® + b% = 2. Alors son aire n’est pas un double carré.

(b) Il n’existe pas de solutions (z,y, z) € Z3, de 1’équation

x4+y4222

Etant donnés a, b, ¢ comme dans (a), on peut supposer qu’il sont premiers entre
eux, donc comme ci-dessus que (a, b, ¢) = (2pq, p*> —q*, p*+q*), o1 p, q sont premiers
entre eux, p > ¢ et p — ¢ est impair. L’aire de ce triangle sera S = (ab)/2 =
pq(p+ q)(p — q). Ici les nombres p, q,p + q,p — q sont deux a deux premiers.

Supposons que S = 2R2. Alors p 4+ ¢ = u?, p — ¢ = v? et soit p = 222, ¢ = 92,
soit p = x2, ¢ = 2y%. Mais u,v sont impairs et 2p? = u? + v2, d’olt p est impair.
Donc p = 22, q = 2y2.

Alors 4y = (u+v)(u—v). On a pged(u+v,u—v) =2, donc u+v = 2k, u—v =
21, (k,1)=1;y?> =kl, donc k=72, | = s?, dottu=1r?+s2, v=1r%— 32 donc

1
.’B2: §(u2+1}2) :7“4—|—S4

(Il en suit que (b) = (a).)

Le triangle (2,52, 2) a laire S’ = (rs)?/2. Remarquons que u = r% + s2, donc

I'un de s, 7 doit étre pair; donc rs est pair, et S’ = 2(rs/2)?. L’hypoténuse de ce
triangle < I’hypoténuse du triangle (a,b, c) = p? + ¢ = 2* + 4y*, d’ou (a) par la
descente.

Réciproquement, si 2 = r* 4 s*, posons y = rs, p = 22, ¢ = 2y%. Alors le

triangle (2pg, p —¢,p+q) a l'aire S = pg(p+ q)(p — q) = 22°y*(r* 4 5%)*(r* — 5%)?,
donc (a) = (b), ce qui démontre le théoreme.
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Théoreme de Fermat: exposante 3

7.4. Posons L = Q(¢), ¢ = €2™/3. ¢ est une racine de I'équation > +t+ 1 = 0,
donc L = Q(1/—3). L’anneau des entiers dans L est R = Z[(].

7.4.1. Lemme. R est un anneau euclidien, donc principal.
Preuve???
Les unités dans R sont: +(%, i = 0,1,2: démontrer!
Posons \=1—¢C Onat?+t+1=(t—)(t—¢?),dou
3= (1= Q)(1—¢?) = A2(1+¢) = —¢2A? (7.4.2)
Le corps résiduel
R/N) 2 Z[t)/(t* +t+1,t —1) = Z/3Z =T34 (7.4.3)
En particulier, A est un élément premier. Il en suit que pour chaque n
R/(\™) = @) F3 X (7.4.4)

(pourquoi?).

On désigne par v : R — N la valuation A-adique: c’est-a-dire, v(a) = n signifie
que o = BA", avec A [ f.

7.5. Théoreme. Soit u € R*. L’équation
3y = u? (7.5.1)

n’a pas de solutions (z,y,2) € R, zyz # 0.

7.6. Lemme. Siz € R, x =1 (mod \), alors 2 = 1 (mod \%).

En effet, siz =14y, on a

1= -1)@-—-) =+ -0+ y—¢*) =
= 2N+ 2y) AL+ )+ Ay) = Ny(L+y)(y - ¢?)

Or,y—¢?*=y—1 (mod \) et y = 0,41 (mod \), d’otr

y(1+y)(y = ¢*) =0 (mod \)
7.7. Lemme. Le théoreme est vrai sous I’hypothese A | (zyz).
En effet, sinon, prenons la réduction de (7.5.1) modulo \*:
+1+1=+u (mod \?) (7.7.1)

Ceci est impossible. En effet, chaque élément de R/(\*) s’écrit de la fagon unique
3 i
sous une forme ) ;" ; a;\’, a; = 0,%1.
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Maintenant 'impossibolité de (7.7.1) se vérifie cas par cas.

Par exemple:
3=—C*A?= —)\? (mod \?), (7.7.2)

car ( =1 (mod \), d’ott 3 #Z 0 (mod \*).
Les autres cas sont laissés comme un exercice.
7.8. Lemme. Si x,y, z satisfont a (7.5.1), A [ (zy) et A | 2, alors v(z) > 2.

En effet,
+1 41 =uz® (mod \?)

Ona=+l1+1==20u0.
Si 0= uz® (mod \*) alors v(z) > 2.
Si £2 = u2® (mod A*) alors \ | 2, puisque A | z, ce qui est impossible (expliquer!).

7.9. Lemme principal (descente) Soient x,y,z une solution de (7.5.1) avec
(z,y) =1, A f(zy), v(z) =n=2.
Alors il existent x’,y, 2" € R, v/ € R* tels que

x/B + y/3 — U/Z/B,

v(z)=n—1, X f(y), (@,y) =1
On a
(z + y)(z + Cy)(z + CPy) = uz®,

v(uz®) = 3n > 6, donc parmi les facteurs du coté gauche il existe un de valuation
> 2; en remplacant si necessairement y par (y ou par ¢ 2y, on peut supposer que
v(r+y) > 2.

Rappelons que

v(a + f) = min(v(a), v(B)) si v(a) # v(f)
Il en suit que
v(e+Cy) =v@+y+((—1y) =1

puisque v((¢ — 1)y) = v(=Ay) = 1. De méme, v(z + ¢*y) = 1 (expliquer!). Cela
implique que v(z + y) = 3n — 2.

On a pged(z +y,x + Cy) = A. En effet, si m est premier, (7) # (A), et 7 |(x +y)
et 7 |(x+ Cy), alors 7 | (1 =)y = Ay, donc 7 | y et ™ | = ce qui est impossible par
hypothese (z,y) = 1.

De méme, pged(z + y, v + (%y) = pged(z + Cy, x + (?y) = A (vérifier!).

Il en suit que
r+y= vaB)\g”_Q, T+ Cy = U'ﬁg)\, T+ ng = UHVB)\,

avec v, v, v" € R*, a, 3,7 deux & deux premiers.
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Multitplions la deuxieéme identité par ¢ et la troisieme par (? et ajoutons-les:
va® X2 4 (U BN+ (PN = 0,
en divisant par A (sic!):
v N33 B+ 'y =0

Posons 2/ = a\" !, 2/ =3, ¢y =

2P ey =23 (7.9.1)
avec €, ¢ € R*. Modulo \? cela devient:

+1+¢=0 (mod \?) (7.9.2)

7.9.1. Sous-lemme. La congruence (7.9.2) entraine ¢ = £1.

En effet, sinon, € = +¢ ou (2. Si par exemple € = (, alors ( — 1 = —\ #
0 (mod \?).

Deméme, ( +1=-X+2. Ona2=3-1,3 =0 (mod A\?), donc
“A+2=-X—1%0 (mod \?)

Les autres cas sont traités de la méme maniere; on les laisse au lecteur.

Donc (7.9.1) se récrit
x/S + y/3 — 6/2/3

En remplacant ici 3’ par —y’ si necessairement, on obtient 7.9.

7.10. Fin de la preuve de 7.5. On peut supposer que x, y, z soient premiers deux
a deux. Le cas A [ (zyz) est traité dans 7.7.

SiA [ (xy)et A| z, alors v(z) > 2 vu 7.8, et on conclut par la descente 7.9.
Supposons par contre que A | z et A f (yz). Alors

+1 = 4u (mod \?)

D’apres 7.9.1, ceci implique u = £1, d’ott 22 + 33 = £23, donc (£2)3 + (—y)3 = 23,
et on est dans le cas précédent.

Ceci acheve la preuve.
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§8. Théoreme de Jacobi

Sommes de Gauss et de Jacobi

8.1. Caractéres. Soit p un nombre premier. Un caractere (multiplicatif) de F),
est un homomorphisme y : Fj — C*. Pour chaque = € F),, x(z)P~' = x(2P71) =
x(1) =1, donc x(z) est une racine (p — 1)-ieme de 'unité. Il en suit que

x(@)~! = x()
On désigne par e le caractere trivial, e(x) = 1 pour chaque z € Fj,.
On pose x(0) =0si x #eet e(0) =1.

Le groupe Fj étant cyclique d’ordre p — 1, les caracteéres forment un groupe
cyclique X (F;) d’ordre p — 1 (expliquer!).

Suivant 1'usage, on dit que x et d’ordre a si x* = e et x* # e pour 1 < b < a.
Onaal (p—1).

8.1.1. FExemple. Le symbole de Legendre
? *
(5) : Fy — {£1}

est un caractere d’ordre 2 (p > 2).

8.1.2. Exercices. (a) Pour chaque = € F7, = # 1 il existe x € F; tel que

x(z) # 1.
(b) Socr, x()=0six£ectpsiy=c.
() Xyexrsy X(@) =0siz#Fy— {1} et p—1siz=1.
8.2. Sommes de Gauss. Soient ( = e2™/P g € F,, x € X(IE‘;). On définit

ga(x) = Y x(@)¢*

z€lF,

Par définition, g,(x) € Q(p, (p—1)-

8.2.1. Ezercice. g,(x) = x(a) ™ lgi(x)six#eeta#0. Sia=0cet x # e ou
a# 0 et x =e, alors g,(x) = 0. Enfin, go(e) = p.

On désignera g(x) := g1(x)-
8.3. Théoreme. Si x # e, alors |g(x)| = /D

Considérons la somme S = Y, |g.(x)[*. 1l est clair que [g.(x)]* = |g(x)|? si
a # 0; puisque go(x) =0, 0on a S = (p—1)[g(x)|>
Par contre,

190 (01> = 9a(0)ga(x) = > x(@)x(y) ¢*“7Y),

T,y
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donc

S=>" x@x®)D_ ¢ =p Y x@)x(w) 6x,y) =p Y Ix(@)* =plp—1),

a

d’ou le théoreme.

8.3.1. Enoncé équivalente. On a

g(x) = x(=1)g(x)

(exercice). Donc le théoreme nous dit que

Par exemple, si x est d’ordre 2, alors ¥ = x, donc g(x)? = x(—1)p; on a déja vu
cela.

8.4. Sommes de Jacobi. Soient x,x" € X (F;). On définit

Joox) =Y x(@x'(1-a)€ Q1)

ackF,

11 est clair que J(x, x") = J (X', x)-
8.5. Théoreme. (a) J(e,e) =p
(b) J(e,x) =0six #e
(€) JOox™H) = —x(=1) si x # e
(d) Six,x, xx' # e, alors

En particulier, |J(x, X")| = v/p-

(a) est trivial; (b): exercice.

(c):
Joox ) =) x(a1-a)™)

a#1
Quand a parcourt F, — {1}, ¢ = a(1 — a)~! parcourt F,, — {—1}. Donc

Joex D= > x(0)=-x(-1)

(d): Calculons le produit
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On a

a+b=0 a a

D’autre part, si ¢ # 0,

Il en suit que

g()9(xX) = (xx)(e) T x') ¢° = g0 )T (X)),

&

cqfd.
8.5.1. Fonctions I" et B de Fuler. On définit
> > dt
[(s) = / e 5 dt = / e 't —, R(s) >0
0 0 t
Montrer que I'(s + 1) = sI'(s) et I'(n) = (n — 1)! sin € N.

Posons

B(s,t) = /01 5711 — ) de, R(s),R(t) >0

8.5.1.1. Théoréme.
B(s,t) =

Ezxercice. Démontrer cette formule pour p,q € N.

Démontrons le théoreme. Supposons que R(s), ®(t) > 1/2. On a

['(s)I'(¢t) :/ e_mxs_ld:v/ e Yyt ldy =
0 0

o0 oo 9 2
=4 lim / / e T Y gt y2  ady =
o Jo

R—o0

=4 lim // e_‘rz_nyQS_lyQS_ldxdy,
R

R—o0

ot Qr = {(z,y)| 22 + y?> = R?, z,y > 0}. Passons aux coordonnées polaires,
xr=rcosf,y =rsinb:

2 2 R pm/2 2
// e Y %25 g dy :/ / e (rcos0)*(rsin0)* " rdrdd,
Qr 0 Jo

d’ou

o 2 /2
F(S)F(t) = 4/ e_”’ T2(3+t)_1d7,. / (COS 0)25_1(Sin G)Qt—ldg
0 0
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Or: -
2/ e~ 2t =1, — [(s+1t)
0
et
/2
2/ (cos 0)*~1(sin 0)?'~1do =
0
(u = cos? 0)
1
= / w1 —w)tdu = B(s,t),
0
cqfd.

8.5.1.2. FEzxercice. Rémarquons que

t
et = lim (1 - —
n— 00 n

)"

['(s) = lim (1- 3)”t5—1dt

n—oo  fq n

(expliquer). En déduire I'(s) comme une valeur limite de B.

En effet,
" t\n s—1 _
/0 (1- 5) " dt =

(u=t/n) 1
= nS/ (1 —w)"u* " du
0

Pour n € Non a

! n!
B(n+1,t) :/0 (1—v)"" 'dv = TS Y P T
et cela est vrai pour tous t # 0, —1,... — n (prouver!)
Il en suit que
n!
[(s) = lim n*B(n+1,s) = lim nss(s G (8.5.1.2.1)

(formule d’Euler - Gauss).
Ezercice. Calculer I'(1/2).

Solution. On a

I'(1/2)* = % = B(1/2,1/2)

Par définition,

B(1/2,1/2) = /1 e12(1 — 2) Y 2dx =



= 2arcsin 1 =,

_2/1 du
N 0 \/1—162

r(1/2) = /OOO e Cx V2dr = /7

On rémarque que
o0 oo N [o.@] 5
/ e Tx 124y = 2/ e " du :/ e " du,
0 0 —00

/ e du = /7

— 00

donc

(I'intégrale de Poisson).

Sommes de deux carrés

8.6. On va travailler dans I'anneau de nombres gaussiens R = Z[i] qui est
I’anneau d’entiers dans L = Q(i). La norme N : L* — Q* s’ecrit

N(a+ bi) = |a + bi]* = a® + b?

Ona N(z)#0< x#0.
8.6.1. Lemme. R est euclidien par rapport a N, donc principal.

En effet, on doit démontrer que, étant donnés o, € R, [ # 0, il existent
v, € R tels que a = yB +r, avec N(r) < N(B).

En divisant par y, il suffit de démontrer que, étant donné x € L, il existe o € R
tel que N(z — a) < 1. Or, il existe méme un o € R avec N(z — «) < 1/2, ce qu’'on
voit tout de suite géométriquement.

8.6.1.1. FExercice. Montrer que les anneaux des entiers dans les corps suivants
sont euclidiens par rapport a la norme: Q(\/E) ond=-1,-2,-3,-7,—11.

8.6.2. FExercice. Les unités dans R sont +1, 44, autrement dit,

R =py:={zxecC |z' =1} (8.6.1)

En effet, un o € R est inversible ssi N(«) = 1.
8.7. Théoréme (Fermat) Soit p > 2 premier.
(a) Sip | (a®+b%) avec a,b € Z, p ) a, alors p=1 (mod 4).

(b) Chaque p premier de la forme 4k + 1 est représentable de la fagon essentielle-
ment unique sous une forme p = a? + b2, a,b € Z.
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”Essentiellement unique” signifie qu’on peut changer les signes de a et de b et
permuter a avec b, ce qui donne 8 solutions.
Remarquons que 2 = (£1)2 + (1)? (4 possibilités).

8.8. Démonstration de (a). Si p fa alors p | b. On a a®> = —b* (mod p), donc
(a/b)?> = —1 dans F, donc (—1/p) =1, d’ou p =1 (mod 4).

8.10. Démonstration de (b). Montrons que chaque p premier de la forme 4k + 1
est égale & a® + b2, a,bc Z.

Choisissons un générateur A € F,. Alors
X()\a) _ eQﬂ'iak/(p—l) _ 87'r73a/2 € L4
est un caractére de I, d’ordre 4. Il en suit que la somme de Jacobi J(x,x) € R =

Zli], soit J(x,x) = a + bi.

Théoréme 8.5 (d) montre alors que

a?+0* =0, )*=p

Unicité. Posons m = J(x, x), donc p = 7.

Si p = c® + d? est une autre représentation, 7’ = ¢ + di, alors p = 7'n’. Alors 7’
est necessairement premier dans R (prouver!).

L’anneau R étant principal, il en suit que soit 7’ = em, soit @’ = €7, avec € € R*.
Ceci donne exactement 8 possibilités mentionnées ci-dessus.

8.11. Une autre démonstration de (b). On utilise 3.23 (pour d = —1), cf. loc.
cit. (al).

Puisque p = 1 (mod 4), il existe a € Z, a®> = —1 (mod p). Alors
(p) =pp, oup=(pi—a)CR

C’est ce qu’on veut: R étant principal, p = (); si @ = a + bi alors p = a® + b2. On
finit comme ci-dessus.

8.11.1. Exercice. (a) Prouver que
(13) = (13,5 —14)(13,5+ 1)

dans R.

(b) En faisant la division euclidienne dans R, prouver que pged(13,5—1i) = 3—24,
donc (13,5 —1i) = (3 — 2i).

8.12. Theorema elegantissima (Gauss) Soit p un nombre premier, p = 4v + 1.

Alors parmis 8 représentations p = a? + b2, a,b € Z il existe une, telle que

2 = (2:) (mod p) (8.12.1)
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Cf. [G] (b), p. 90.
Ceci permet de trouver aisement a et b.

8.13. Lemme clef. Soit p = w7 une décomposition dans R. Il existe une autre
décomposition p = JJ telle que

J =0 (mod ) (8.13.1)

J

1%

(2”) (mod 7) (8.13.2)

Ce lemme implique le théoreme immédiatement: si J = a+bi, on a par (8.13.2):

v 1

2 2
a? —b*+2abi=J*= ( V)J: ( V)(a+bi) (mod J7)
Or, J7 =0 (mod p) grace a (8.13.1), d’ou

2
2ab = ( V)b (mod p),
v

d’ou (8.12.1) car b est premier a p.

8.14. Eisenstein prouve le lemme a 1’aide de la division de lemniscate; on peut
trouver la preuve tres jolie dans [E], §3, p. 551.

Nous prouvons 8.13 en utilisant les sommes de Jacobi, comme dans [W] (b), pp.
317 - 318.

Soit p = 77 une décomposition arbitraire dans R. L’inclusion Z C R induit un
isomorphisme canonique F, = Z/pZ = R/(m). Autrement dit, pour chaque x € R
il existe un unique a € F, tel que

x =a (mod 7)

Considérons le composé
s C R — R/(m) = F,

Elle induit un isomorphisme
O : M4L>IF;(4) ={z el | zt =1}

Définissons un caractére x = x. de F, d’ordre 4 par x(z) = ot (a?).

T

Explicitement, étant donné un = € I, choisissons un a € Z tel que x = a =
a (mod p). Alors il existe un unique ¢ € uy C R* tel que

a” = ¢ (mod )
Par définition, x(z) = ¢. Autrement dit,

x(a) = a” (mod ) (8.14.1)
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Posons J = —J(x, x); on veut calculer les restes de J modulo 7 et 7. Il découle
de (8.14.1) que

Jz—z a’(1—a)” Iiz () (=1)ka’™* (mod =)

8.14.1. Sous-lemme. Si (p —1) [k alors Zﬁ: a* =0 (mod p). Si(p—1) |k
alors la somme est = —1 modulo p.

Exercice. Solution: supposons que (p — 1) [ k. Notre assertion est équivalente

a: erle z¥ = 0. Soit y un générateur de 7. Alors y¥ #£1; 0on a

yP—Dk _ ]

> o Z‘ﬁzo

z€elF,

Ceci entraine (8.13.1).

Maintenant prenons le conjugué complexe de (8.14.1):
x(@') =x(a) = a” (mod 7),

d’ou
x(@) = a7 (mod 7) (8.14.2)

(expliquer pourquoi). On a p — 1 — v = 3v, donc

p—1 p—1 v
J=- Z a® (1 —a) ( ) (=1)*a3** (mod 7)
a=1 a=1 k=0

Vu le sous-lemme,
J= (-1 (3:> (mod )

Il semble qu’on est arrivé a une erreur; mais on conclut grace a une congruence un
peu surprenante mais élémentaire:
2v
(mod p)
v

8.15. Variante du calcul. La classe a (mod ), a € Z, ne depend que de a € F,,,
donc on peut récrire (8.14.2) sous une forme

8.14.2. Sous-lemme. On a

T
—_
N
o
AN
N——
Il

Exercice.

x(x) =2 (mod 7), z € F,

I en suit (maintenant on fait la sommation dans F,):

JE_Z (1—.T V:_Z —21/ 1)—1/:_2 yZV(y_l)—V:

z#0,1 z#0,1 y#0,1
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(z=y—-1)

—— ¥ vt ==Y e = () mod ),

z#—1,0 z

la derniere congruence grace a 8.14.1.

8.16. Exzemple. p=13 =4 -3+ 1,

13 = (—3)% + 22,
Ezercice. Faire le cas p = 29.
8.17. Nombres primaires (exercice). Cf. [G] (¢), pp. 106, 107.

Remarquer que 2 = (1+4i)(1—i) = i(1+4)?. Décrire le sous-réseau L = (1+i)R C
R. Disons, avec Gauss, qu'un nombre z € R est impair s’il n’est pas divisible par
1+14. a+ bi est impair < a + b est impair.

Considérons 'anneau quotient S = R/(2 4 2i). Décrire tous ses éléments. Il y
en a combien? S est un anneau local avec I'idéal maximal m = (1 +¢)S. Eléments
de m: les classses modulo (2 + 2i) de 0,1+ 4,1 —4,2,2i. Eléments de S* =S5 —m:
les classes de 1, —1,7 et —i.

Donc l'inclusion p4 C R induit un isomorphisme gy — S*. & € R est impair
< sa classe modulo 2 + 2¢ appartient a S*.

Il en suit que pour chaque x impair il existe un unique ¢ = ¥ € uy4 tel que
x = ¢ (mod 2+ 2i). z est appelé primaire si x = 1 (mod 2 + 21).

8.18. Pour un nombre entier n > 0 désignons pas Na(n) le nombre de couples
a,b€Z, a>0, b>0, tels que a® + b% = n.

Alors le théoreme de Fermat calcule Na(p) pour p premier: No(2) =1, Na(p) = 2
sip=1 (mod 4) et Na(p) =0si p=3 (mod 4).

Posons x(p) = (—1/p) si p est premier impair, x(2) = 0. Alors on obtient

Na(p) =1+ x(p), p premier
8.19. Plus généralement, définissons x : Z — {0,£1} par x(n) = +£1 si
n = =+1 (mod 4), et x(n) =0 si n est pair.

Autrement dit, si n est impair, alors

x(n) =(=1)"=" (8.19.1)

En d’autres termes, considérons 'anneau S = Z/47Z. On a un isomorphisme
évident ¢ : pg := {£1} — S*. Alors x(n) = ¢~ !(z mod 4) si (x mod 4) € S* et
0 sinon.
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8.20. Théoreme. Pour chaque n € Z~y,

d|n

Pour un idéal a = (x) € R = Z][i], posons N(a) = N(x). Alors Ny(n) = le
nombre des idéaux a avec N(a) = n.

8.20.1. Ezercice. Montrer que Na(nm) = Na(n)Na(m) si n,m sont premiers
entre eux.

8.20.2. Ezercice. Prouver un cas particulier de 8.20: si p est premier, alors

Ny(p*) = Z X(p")

En déduire le théoreme.

8.20.3. Corollaire. Soit n € Z~o, n = 2 (mod 4). Alors le nombre de couples
a,b € Zo tels que a? + b = n est égale &

Exercice.

8.21. Fonctions ¢ et L (exercice). Montrer que
oo

1 1
¢(s) ::Z EZH 1—ps

n=1

(le produit sur les nombres permiers). De méme, introduisons les fonctions

= n 1
L0 8) = nzl Xqis) =11 1= X(p)p~*

p

et

ou K = Q(i), la sommation sur tous les idéaux de R, le produit sur les idéaux
premiers.

Alors 8.20 est équivalent a 'identité

Cx (s) = C(s)L(x; )

Sommes de quatre carrés
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8.22. Théoréme. Soit n € Z~g, n =4 (mod 8). Désignons par Ny(n) le nombre
de quadruples a, b, c,d € Z~q, avec a, b, ¢, d impairs, tels que a? + b 4 ¢ +d? = n.

Alors
Ny(n) = > d (8.22.1)

d | n, d>0, d impair

Tous d’abord, N4(n) est égale au nombre de x,y, z, w, u, v positifs impairs tels
que
2?4y =2u, 2+ w? =20, utv=m:=n/2

Donc, vu 8.20.3,

Nu(n) = 3 > x(d)x(e) =

u+v=m, u,v>0, u,v impairs d|u, e|v
= Y )= Y (e
ds+et=m ds+et=m
ou d, e, s,t sont positifs impairs.
Désignons par Ny (resp. N') la partie de cette somme avec d = e (resp. d # e).

8.22.1. Exercice. Ny est égale au membre de droite de (8.22.1), i.e. au nombre
de diviseurs positifs impairs de n.

Soit S I'ensemble de d, e, s, positifs impairs tels que ds + et = m et d > e.
8.22.2. Ezercice. N' =2 ) o x(de).

8.23. Considérons une matrice

A = <n+1n+2)
n n+1

Définissons d’, €', s’,t' par
t d d t
An = )
s —e e —g

d=Mn+1t+(n+2)s; e =nt+(n+1)s

i.e.
t'=(m+1)d—(n+2)e; s =-nd+ (n+1e
Evidemment, d’ > ¢/, d’ > 0 et ¢/ > 0. Par contre,
>0 (n+1)e>nd

et
' >0 (n+1)d> (n+2)e

Posons x = e¢/d,0 < x < 1. Alors il existe un unique n € Z~ tel que

(n+1)/(n+2)>z>n/(n+1)
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donc s’ > 0 et ¢ > 0. On a défini une application ® : S — S.
8.23.1. & est bijective.
Exercice.

Remarquons que d'—e’ = s+t. Soient d = 2a+1, s = 2b+1, e = 2¢+1, t = 2u+1.
Par hypothese, ds + et =2 (mod 4), d'out a + b+ ¢+ u =0 (mod 2).

Il en suit que:

d—e . s+t . .
5 = a — c est palr < T:b—I—u—l—lest lmpalr,

i.e. x(de) = —x(d'e¢’). Donc
N/
/ / o
Z (de) Z x(d'e") = -
S S
d’ou N’ = 0.

Ceci prouve le théoreme.
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§9. Fonctions elliptiques

Fonctions trigonométriques

9.1. Dans notre traitement de fonctions elliptiques nous suivons Abel et Eisen-
stein (voir [E] (b) et [A]). On débute, avec Eisenstein, par les fonctions
trigonométriques.

Définissons le sinus comme une fonction s(t) telle que s(0) = 0 et qui satisfait a

I’équation différentielle
s'(t) = /1 —s(t)? := c(t) (9.1.1)

La fonction c¢(t) sera appelée cosinus. Ici t est une variable reélle, et on prend la
branche positive de racine, donc ¢(0) = 1.

Autrement dit, introduisons une fonction a(s) (arcsinus) par

? dx
a(s) = ——— 9.1.2
W= = (6.12)
On voit que a(s) est une fonction bien définie est monotone sur I'intervale 0 < s < 1,
et 0 < a(s) < m/2, ou le nombre reél 7 est défini par

1
d
T / L. (9.1.3)
2 o V1-—a2
(noter que l'integral converge en x = 1!).
Donc, a : [0,1] — [0,7/2]. On définit s comme la fonction inverse s = a=! :
[0, 7/2] — [0, 1], elle est aussi monotone.

Par contre, (9.1.1) (avec la condition initiale) entraine que s(—t) = —s(t), donc
notre fonction est définie comme une fonction impair et monotone s : [—7/2,7(2)] —
[—1,1].

On rémarque que (9.1.1) implique:
s"(t) = —s(t), s"(t) = —c(t), (9.1.4)

etc.
Le théoréme d’addition ci-dessous est fondamental:

9.2. Théoreme.
s(t+u) = s(t)c(u) + c(t)s(u) (9.2.1)

Considérons le développement de Taylor
1
s(t+u) = s(u) + s (u)t + Qs”(u)t2 ——

(d’apres (9.1.4))
= A(t)s(u) + B(t)c(u)



71

En substituant v = 0, on obtient B(t) = s(t).

En dérivant par wu:
c(t+u) = A(t)e(u) — B(t)s(u)

Le substitution u = 0 fournit A(t) = ¢(t), cqfd.

9.3. Corollaires.
s(t+7/2) =s(m/2 —1t) =c(t)

s(t) = c(t —7/2) = e(r/2 — t); c(t +1/2) = —s(t)
c(t +u) = e(t)e(u) — s(t)s(u)
De 14, on peut prolonger s, ¢ en des fonctions R —» [—1, 1] telles que
s(t+7) = —s(t); c(t +7) = —c(t)
s(t+2m) = s(t); c(t +21) = c(t)

9.4. Point de vue formel. On définit

oo

A+ =37 (142) t' € Q[[t]]
oll (1/2):1/2.(1/2_1)~...-(1/2—i+1)
i 7!
FEzxercices.

9.4.1. Montrer que (142) =27, a,be N.
9.4.2. Déduire de (9.1.1) les développements de Taylor usuels pour sinus et
cosinus.

Fonctions elliptiques

9.5. Considérons une fonction

v dt
ale) = /0 JA_2o)lrter)

(9.5.1)

e,c € R-g. Elle est bien définie et monotone sur I'interval [0, c~!]. On pose

w ™ dt
1 /O VI =22 (1 + e2t2) (6-5:2)

(NB: l'integral converge.) Donc a: [0,ct] — [0, w/4].
On définit le sinus elliptique ¢(t) comme l'inverse ¢ = a1 : [0,w/4] — [0, c71].

On a a(¢(t) = t, dott '(B(1))¢/(t) = 1, i.e. ¢/(t) = a'($(t)) .
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Donc ¢(t) est une unique fonction satisfaisant a 1’équation différentielle

¢'(t) = V(1 - 2o(1)2)(1 + €29(1)?) = A(2) (9.5.3)
avec la condition initiale ¢(0) = 0.
Telle ¢(t) existe dans une voisinage de 0, et ¢p(—t) = —¢(t), donc on prolonge ¢
en une fonction monotone impaire ¢ : [—w/4,w/4] — [ 1.

9.6. Prolongement a l’argument imaginaire. Faisons dans I'intégral (9.5.1) une
substitution u = it, donc t = —iu (ou ¢ = /—1). L’intégral ne changera pas; donc
on aura

—tdu = —id(ix)
\/ + 2u?)(1 — e2u?) ’
ou p
- (9.6.1)
V(1 + 2u2)(1 — e2u?)
Donc iy
ia(z) = aliz); a(z) = L)
i
On pose
© du (9.6.2)
4 V(L + 2u?)(1 — e2u?) o
Alors la fonction ¢ = a~! monotone est définie, ¢ : [0,@/4] — [0,e1].
Il en suit: 3
p(ia(r)) = iz,
en substituant a(z) =t, x = ¢(t), on obtient
o(it) = ig(t)
Puisque (Z = ¢, 3
o(it) = ip(t) (9.6.3)

Ceci est notre formule principale; elle définit ¢(z) pour z € iR.

9.7. Variation. Faisons dans (9.5.3) un changement de variables ¢ = iu, et
remarquons que d/dt = —id/du:

doli
S T e T Eew?)
u
Donc, ¢(u) := —id(iu) est une seule fonction qui satisfait & 'équation différentielle

&) = /(1 + 20(w)2)(1 — 2d(u)?)

et & condition initiale ¢(u) = 0.
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Théoréme d’addition

9.8. Revenons a (9.5.2). Remarquons que
¢"(t) = A(t) =

B %W(t){(l = o))+ 2p(1)*)} 2 (2(e* = )o(t) — dePPg(t)*) =
= (e — A)o(t) — 262 p(t)? (9.8.1)

Posons pour briévité x := ¢(¢). Il en suit que

d2u—|—1x dQI/x
proe a0 (7)A(z); prem = pu(2),

ol p,, ¢, sont des polynomes (& coéfficients entiers), et p,(—x) = —p,(z), ¢, (—x) =
qv ().

Maintenant considérons le développement de Taylor de la fonction ¢(t + u) (ou
I'on pose y := ¢(u)):

1
¢(t+u):y+ty'+§t2y”+...:

= u(t,y) +v(t, y)Ay),
ou u(t, —y) = —u(t,y), v(t,—y) = v(t,y). Donc

ot —u) = —u(t,y) +v(t, y) Ady)

Ot +u)+ ot —u) =2v(t,y)Aly) := 2w(t,y), (9.8.2)

ou
o

Z y21/ A )

Notre but sera trouver les coéfficients a, (t).

9.9. En dérivant par rapport a u:

ow

ou
(cf. (9.8.1))

= a {20y (1= (1 + %) + ™ ((€® = )y —26°*y%)} =
= Z ay {20 7+ Qv+ 1) (2 = 2) YT — (2 + 2)e2c? YY) =

= Z {—2ve*ca, 1 + (2v+1)(e* — *)a, +2(v + Dayy1} y*

v
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Donc (en rappelant que vy’ = A(y))

0w B

ou2

= Z (2v 4+ 1) {—2ve*c?a, 1 + v+ 1)(e* — Aa, +2(v + Va1 } ¥*YAy)

v

D’autre part, (9.8.2) implique que

P _ P ()
d2u 0%t 0%t

v

y* Ay)

Il en suit que

0?%a,(t)

(2v + 1){—2ue202a,,_1 + (2v + 1)(e2 — c2)al, +2(v+ Day41} = T

(9.9.1)

Ceci est une relation de recursion. En substituant v = 0 dans (9.8.2), on obtient
(en tenant compte que A(y(0)) = 1):

apg =2 (9.9.2)

9.10. Pour résoudre (9.9.1), (9.9.2), rémarquons que pour chaque fonction

f(x) = f(z()),

Ff _f (05\* 0f 0%
o2 9x2 \ ot Ox Ot2

Prenons f = 22Vt

82 (x2v+1)
ot?
= 2u+ 1202?14+ (e — *)a® — e2cPat) + (v + D)2 ((e? — *)r — 2e%c%a®) =

= (2u+1)2vz® 1+ 20+ 1)%(e* — A)z* T — (2v + 1) (2v + 2)e* P P

v, 2v 2u

Multiplions cela par (—1)"e*"¢

62(( 8202)1/ 21/—‘,—1) _
ot? N

= —e?2(2v + 1)2v(—e?c®) 12?4 Qv+ 1)3(e? — ) (—e2P) P T+
+(2v + 1)(2v + 2)(—e*c?) g2 t?
En comparant avec (9.9.1), (9.9.2), on trouve
a, = (—e*c?) T = x . (—ecPa?)” (9.10.1)

De 1a,
Z a QVA xA(:U)

1 + 8202$2y2



Donc

Ot +u) + ot —u) =

En échangeant t avec u,

ot +u) — ot -

d’ou

ot +u) =

On a établit le résultat fondamental

9.11. Théoréme (Euler)

Bt +u) =

2¢A(y)
1 + 8202$2y2

) 2yA(x)
u) = ——— L
1+ 222242’
zA(y) + yA(x)
1+ e2c2x2y?

P(t)A(u) + o(u)A(t)

ou

L+ e2c?¢(t)?(u)?

A(t) = V(1 - 2(t)?) (1 + e2¢(1)?)

9.11.1. Ezercice. En déduire que:

Dt +u) =

et
&(t +u) =

Y)Y (u) — P d(w)d(t)d(w)
)2

1+ e2c2o(t)%o(u

D) (u) + () d(u) (8 (u)

Conséquences

9.12. On utilisera les notations

1+ e2c?¢(t)?¢(u)?

= /1 —2¢(t)2, P(t) = /1 + e29(t)2,

donc A(t) = () (t). Les deux fonctions v, 1) sont pairs.

Par définition,
P(+w/4) =

o(iio/4) =

dott
b(2w/4) = A(£w/4)

L o(x0/4) = e}
+ip(D/4) = tie L,

=0, P(+w/d) = /1+e2/c?

P(£i/4) = A(£io/2) = 0, Y(Fiw/4) = /1 + c2/e?

Le théoreme d’addition nous donne

ot £ w/4) =

=t (1) /4()
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(9.12.1)

(9.12.2)
(9.12.3)

(9.12.4)
(9.12.5)

(9.12.6)
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Bt i /4) = xie L (L) /() (9.12.7)
Il en suit que
dw/d+1t) = d(w/d—1), p(iv/d+1) = ¢(i/4 —t) (9.12.8)

En faisant u =t + w/4 (resp. u =t + i®/4) on obtient

dlu+w/2) =—p(u), ¢p(u+itw/2) =—p(u), (9.12.9)

d’ou
d(u+nw/2 +miw/2) = (—=1)™"¢(u) (m,n € Z) (9.12.10)

En particulier, ¢(t) est périodique, avec deux périodes, w et iw.
9.13. Zéros et poles. Dans le rectangle (dit ”fondamental”)

F={z=a+bi|0<a<w, 0<b<d}

(rappelons que e, ¢ sont supposés réels positifs), la fonction ¢(t) a quatre zéros
0,w/2,i0/2, (w + id) /2.

D’autre part, (9.12.6) implique que « := w/4 + i©w/4 est un pole de ¢(t), donc
on a quatre poles dans F: o, a4+ w/2, a4+ @/2 et a + (w +iw) /2.

9.14. FEzercice. Montrer que ce sont tous les zéros (resp. poles) dans F.

9.15. Courbes elliptiques. Considérons un sous-groupe abélien
LI'=Z weZ iocC
Ceci est un réseau. Soit
B = {(5,9) € C? | 4 = (1 - %2)(1 + €22%)} U {(00, )}
Alors les fonctions ¢(z), ¢’(z) fournissent un morphisme (”uniformisation”)
(¢p,¢'): C/L' — E'

Ce morphisme est surjectif, mais un point de E’ a normalement deux images in-
verses.

Pour améliorer cela, considérons une fonction p(z) = ¢(z)2. On a

p(2) = 20(2)¢' (2) = 20(2) /(1 = 2p(2)?)(1 + €2(2)?)

Donc p(z) satisfait a 1’équation différentielle

p(2)2 = 20(2)(1 - p(2)) (1 + €2p(2))

Soient
L=7 w/24+7Z- iv/2CC

E = {(z,y) € C* | y* = 20(1 - 2)(1 + ¢2)} U {(00, 0)}
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Alors on aura un morphisme
(p,p"): C/L— E

qui est une bijection.
Fonctions elliptiques de Jacobi

9.16. On commence par l'intégrale

/¢ db /Siw dt
u = —
0o V1—k2sin20 Jo V(1 —82)(1 — k2t2)

(t=sinf); 0 < k < 1.

Le sinus elliptique de Jacobi y = sn(u) = sn(u; k) est la fonction inverse a

v dt
u(y) :/0 N ERIEEE (9.16.1)

Donc

sn(0) =0

u_/sm‘ dt _
o A=) —k2)

Période:

o /”/2 d B /1 dt
o V1-k2sin20  Jo O -1 - k%)
donc sn(K; k) = 1.

Module complémentaire k', 0 < k' < 1, est défini de I’équation k% + k> = 1. On
pose

K/ B /7T/2 da
0 V1—k?sin’0

9.17. Les fonctions cn(u) = cn(u; k) et dn(u) = dn(u;k) sont définies par
équations
sn?(u) + cn?(u) = 1

k%sn?(u) + dn?(u) = 1
On a cn(0) = dn(0) = 1.

Faisons dans I'intégrale (9.16.1) un changement de variables u = /1 —¢2. On a
t? =1 —?, donc 2tdt = —2udu, i.e.

udu
1—

dt = —

N

Il en suit:

/y dt :/1 du
o VI-2)A-k) Jyice VI —u?)(E? +Eu?)
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i.e.

u—/l du _ -1 /1 du
en(w) V(1= u?)(K”? + k) enw) /(1= u?) (L + (k/K)?u?

9.18. De méme, en faisant le changement

t

Ny

donc
di— B
- (1—|—k;2u2)3/2’
on obtient
v dt y/V1=ky? du
/0 VA —2)(1—k22) /0 VA= k2u?)(1 + k2u?)’
d’ou

/sn(u)/dn(u) du
u =
0 V(1= E2u?) (1 + k2u?)

Cela détermine le passage des fonctions elliptiques de Jacobi aux celles d’Abel.



79

10. Lemniscate

10.1. Lemniscate est une courbe C' définie par la condition

C ={heR?|d(h,b1)d(h,b°) =’}

Ici by, b2 sont deux points fixés d(?7,7?) est la distance, ¢ est fixé.
Soient by = (—a,0), h2 = (a,0), a > 0; h = (z,y); r=d(h,0), O =(0,0); r; =

d(h,b;). Alors

2 2 2
r’=a® 4y

r%:(x+a)2+y2:r2+a2+2ax
s =(z—a)*+1y*> =r*+ad* —2ax

2

Donc la condition r1ry = ¢* se récrit

rt +2a%r? + ot — 4a%2? = 4
Supposons que a = ¢ et 2a®> = 1. Alors
202 =2 4t

et

2y2 :7,,2_7,,4

Nous considérons x,y comme des fonctions en r; donc
20z’ =1+ 2r3

2y’ =1 — 23

Soit s(r) la longeur de la lemniscate du point O jusqu’au point (z(r),y(r)), 0 <
r < 1. Alors

s'(r)? =a2'(r)> +y/(r)?
Donc
(2zy)*s" = (2zy)* (2 +y*) =

= yQ(r + 27"3)2 + xQ(r — 27"3)2 =

2 _ .4 2, .4
=T 2r (r2+4r4+4r6)+r tr

(r? — drt 4 4r%) = o4
D’un autre coté,
(ay)? = (2 +r)(2 = 1) = r(1 = 1Y),

d’ou
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10.2. Considérons une fonction

Tooodt
alx) = , 10.2.1
@=| 7= (10.2:1)
Elle est bien définie et monotone sur I'interval [0, 1]. On pose
1
w dt
= = 10.2.2
- | = (10.2:2)

(ceci est 'analogue de 7/2; donc w est 'analogue de 27). (NB: 'integral converge.)
On peut, suivant Legendre, exprimer cette valeur en termes de la fonction I'. En

effet,
1 1
dt
=4 w1 — )Y 2 du =
| A== -

a1y DU ST
En utilisant la relation -
Pl —2) = sin 7’
(cf. 10.2.1 ci-dessous), on déduit
T(1/4)T(3/4) = Sin”WM =2,

d’ou

w/4 =2y/2/m T(1/4)?

Donc a : [0,1] — [0,w/4]. On définit le sinus lemniscatique ¢(t) comme
inverse ¢ =a~': [0,w/4] — [0,1].

On a a(¢(t) = t, dott a'(B(1))¢/(t) = 1, i.e. ¢/(t) = a'($(1)) ™.

Donc ¢(t) est une unique fonction satisfaisant a 1’équation différentielle

¢'(t) = /1 - o(D)F = At) (10.2.3)

avec la condition initiale ¢(0) = 0.

On pose
V() = V1= 0(1)%, d(t) = V1+6(t)?

donc

10.2.1. Lemme. On a

Preuve. Par la formule d’Euler

I'a)I'(1—a)=B(a,1 —a) = /0 2 N1 —2) %dx =
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(2= u/(u+ 1))

Nous calculons la derniére intégrale par la formule de Cauchy, cf. [WW], 6.24,
Example 1. En effet, considérons intégrale
_ \a—1
I(r,R) = / ﬁdz,
crmr 211
ou C(r, R) est le contour
C(r,R)={r<z<R}U{z=Re"?, 0<60<2r}U
U{R>z>r}U{z=re? 27 >60>0}
Alors
R a—1 _ \a—1
](nlﬂzzQiﬂanﬂb[ Z%_ldu::QwiRB&:_lgzé}T—::2WL
d’out -
. . .. 1 o
I= 71_)()1’111211_)00 (2isin(am) " I(r,R) = sin(ar)
10.3. Prolongement a l’argument imaginaire. Faisons dans (10.2.3) un change-
ment de variables t = iu, et remarquons que d/dt = —id/du:
dob(i
- ¢C§Zu) = V1= ¢(iu)?

—i¢(iu) est une seule fonction qui satisfait a I’équation différentielle

¢'(u) = /1 - o(u)!

et & condition initiale ¢(u) = 0. Il en suit que

Donc, ¢(u) =

B olit) = ig(t)

Donc

Y(it) = (1), P(it) = (1), Alit) = A(t)

10.3. Théoreme d’addition.

RONORSIOING
S T OO
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10.4. Démonstration. Par définition,

¢'(t) = (1—o(t))'/? = A(t) (10.4.1)

d’ou

¢"(t) = —2¢(t)* (10.4.2)
Posons pour briévité x := ¢(t). Il en suit que

d2V+1.’B dQVx
Jpt = w@)AR); o = (@),

ol p,, g, sont des polynomes (a coéfficients entiers), et p, (—x) = —p,(x), ¢.(—z) =
().

Maintenant considérons le développement de Taylor de la fonction ¢(t + u) (ou
I'on pose y := ¢(u)):

1
qﬁ(t+u):y+ty’—|—§t2y”+...:

= u(t,y) +o(t,y)Ay),
ou u(t, —y) = —u(t,y), v(t,—y) = v(t,y). Donc

ot —u) = —u(t,y) +v(t, y) Ady)

Bt + u) + (1 — ) = 20(t, 1) Aly) = 2u(t,), (10.4.3)
ol -
Z t) y* Aly) (10.4.4)
Notre but sera trouver les coéfficients a, (t).
10.5. On a
Y =Ay) Ay) = -2 Ay)* =1—y"
Il en suit: 5
w v— v
o = Z a, {2vy? (1 - y*) — 2y*y°) =
u
= Z a, {2v09* 7 —2(v + 1)y 3} =
=3 2 vay_1+ (v + Dayyr > !
D’ici:
0w

= ST 2020+ D{—vay_1 + (v + Day1 }y™ Aly)

v
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D’un autre c6té, (10.4.3) implique que

Pw  Pw 0%a,(t) o,
a2 VAW

Il en suit que
0%ay,(t)
0%t
Ceci est une relation de recursion. En substituant v = 0 dans (10.4.3), on obtient
(en tenant compte que A(y(0)) =1):

=2Q2v+1){-vay,—1+ v +1)ay41} (10.5.1)

apg=x; a_1 =0 (10.5.2)

10.6. Pour résoudre (10.5.1), (10.5.2), rémarquons que pour chaque fonction
f(z) = f(z(1)),

Pp R (0r\' o]

otz 0z2\ ot dx Ot

Prenons f = z?v+!:

62(562”_'—1)
ot?
= 2+ 1)2vx® 11 — ) + (2 + 1)z (—223) =

= (2u+1)2vz® ! — 2+ 1)(2v + 2)2* 3

En comparant avec (9.9.1), (9.9.2), on trouve

a, = (1)’ =z . (—2?)” (10.6.1)
De 1a,
Zay QVA CL’A( )
1 + 2292
Donc 22 A(y)
raly
Ot +u) + ot —u) = T+ a2
En échangeant t avec u,
2yA(x)
ot +w) = ot =) = T

d’ou
zA(y) + yA(x)
1+ 22y2

Bt +u) =

Ceci prouve le théoreme d’addition.

10.7. Ezxercice. En déduire que:

() p(u) = o(t)p(w) () (u)
1+ ¢(t)?¢(u)

Yt +u) =
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() + g () ()
Vit +u) = 1+ 6(1)%0(u)?

Démontrons par exemple la premiere formule. On a

P(t+u)® =1-¢(t+u)* =

(B(H)A(u) + ¢(u)A(1))?
(1+¢(t)?¢(u)?)?

x {1+ 20(t)%0(u)? + ¢(t) d(u)*~

=1- = (14 6(1)°6(w)?) x

—o(t)*(1 = ¢(w)*) = o(u)*(1 — ¢(t)*) — 26t} (W) (w)(u)p (t)(1) }

D’un autre coté, le carré du membre droit sera

(L+ ¢(6)*¢(w)*) ™% x {(1 = ¢(t)*) (1 — p(u)*)+

+o(t)?d(u) (1 + ¢(t)?) (1 + ¢(u)?) — 26 (¢) v (w)h(u)d(u)ih(t)

Il est aisé a voir que les numérateurs sont égaux, d’ou I’assertion.

10.8. Périodes. Par définition,
d(fw/4) = £1; ¢(Liw/4) = +i
d’ou )
b(w/4) = Alw/4) = 0, d(dw/4) = V2
Y(Fiw/4) = A(Fiw/2) = 0, ¥(Liw/4) = V2
Le théoreme d’addition nous fournit

Gt £ w/4) = £ () /(t)
Gt =+ iw/4) = +i(t) /(t)
Il en suit que
dw/d+t) =p(w/d—1), ¢liw/4+1t) = d(iw/4—1t)

En faisant u = ¢t + w/4 (resp. u =t + iw/4) on obtient

O(u+w/2) = =¢(u), d(u+itw/2) = —¢(u),

d’ou
d(u+nw/2 + miw/2) = (=1)""¢(u) (m,n € Z)

En particulier, ¢(t) est périodique, avec deux périodes, w et iw.

10.9. Exemple.
20(t)A(t)

B0 = T oy

(10.8.1)

(10.8.2)
(10.8.3)

(10.8.4)

(10.8.5)

(10.8.6)

(10.8.7)

(10.8.8)



()2 — o(t)2P(t)?
1+ p(t)4 n

_ 1=9(t)% = 6(t)°(1 + 6(1)?)
1+ ¢(t)*

1 =2¢(t)* — o(t)*
B 1+ ¢(t)*

$(2t) =

De méme, )
D(t)? +6(8)%Y (1) _
1+ p(t)* B

_ 1429(t) — o(t)!
a 1+ o(t)4 ’

¥(2t) =

d’ou
(1—®)")?* —49()* _
(1+o(t)*)?

_ 1—=6¢(t)" + o(t)®
T+ 9(0)4)?

A(2t) =

Ensuite,
P(20)A(t) +id(t)A(2t)

O((2+i)t) = $(2t +it) = ——— 20202

Posons z := ¢(t). On aura:

s = 22T

X — .T4 .778
oA =i LTt

donc le numérateur:

P(2t)A(t) +ip(t) A(2t) =
2(1 — 28) +4(1 — 62* + 2%) 2+ i — 6izt + (=2 + i)

(1+2%) ’ (1427

Le dénominateur:

1—¢(2t)%0(t)* =1 — 2? 422 (1 — ) 1 904 4 58

(1+242 (1 +24)2
Donc A .
. 2410 —6iz* 4+ (—2+10)x
2 t) =
On a 1 -2 142
1 = 2a+5a® = 5(a + ———)(a + ——2

) )
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Par contre, les racines de 1’équation 2 + i — 6ia + (—2 + i)a? = 0 sont:

it /99— (2+i)(—2+1)
1,2 = 2 -

C3ikV—4 P42
244 5

o 1o
(30 = 2i), alz—’(:)F ) _ - g =1—2

D’ou
1—22

5)

2+i—6ia+ (—2+i)a* = (i —2)(a— 1+ 2i)(a—

Il en suit que
1—2i—2*

A2 +i)t) = —iz—— (1 — 2i)?

10.9.1. Exercice. Montrer que

3 —6¢(z) — p(x)*
—1 - 66(2)* + 3¢(x)?

¢(3z) = —¢(x)

10.10. Rappelons qu'un nombre m = a+bi € Z[i] est appelé impair s’il satisfait
aux conditions équivalentes ci-dessous:

(i) m est premier a 2;

(ii) 1 4 4 ne divise pas m;

(iii) @ + b est impair

(Exercice: montrer I’équivalence.)

Chaque nombre impair est congru & 'unique ¢, 0 < v < 3 modulo (2 + 2i). m
est appelé primaire si m =1 (mod 2 + 2i).

10.10.1. Exercice. m = a + bi est primaire ssi a = 2a’ +1, b=2V, a,/, b € Z
et a’ + b est pair.

Le théoreme suivant généralise I’exemple 10.3.

10.11. Théoréme. Soit m = a + bi impair, p = N(m) = a® +b® = 4k + 1. Alors

P(op(t)*
p(mt) = qﬁ(t)i(qb( S (10.11.1)
ou P(z),Q(z) € Z[i][z] sont des polynomes de degré k, Q(0) = 1.

10.11.1. Exercice. Vérifier le théoréme pour p = 13 = 32 + 22, m = 3 + 2i.

Reponse:

P(z) 342+ (7T—4i)z + (—11+10i)2* + 2* (1011.2)
Q(z) 1+ (—11+10i)z + (7 — 4i)22 + (3 + 2i)23 o
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10.12. Posons z := ¢(t), y = ¢(mt). Alors dz = ¢'(t)dt = V1 — z*dt, dy =

my/1 — y*dt, d’ou

_ %y, 9T
V1—yt V1=t

dy Vi—yt
@ _ NIZY
dz V1—axt

10.12.1. Ezercice. Montrer que y(x) satisfait a 1’équation différentielle

ou

(1—2)y” — 223y +2m?y> =0

(comparer avec 2.23).

On a y,—¢ = yt=0 = 0, donc (dy/dx),—o = m. Il en suit que

Ajzt + . 4 AgxtF P(x*
_ At A Pl (10.12.1)
1+ Bix* + ...+ Bra*s Q(x*)

10.13. Faisons une substitution u = y~!, v = 21, Alors du/dv = —(2?/y?) -
(dy/dz), d’ou

du\? Gt 1 —yt o1 —ut
— ] =m*— =m
dv y* 1 —at 11—t
donc

du V1—ut

ey . A

dv N
ou le signe (—1)" sera déterminé plus tard. Posons w = (—1)*u. Alors la fonction
w(v) satisfait a léquation différentielle

dw \/1—w4.

% = mim, ’lU(O) == 0,
et o
wo) = (),

D’ici
Bj=(-1)!'Ap_j, §=0,... .k (10.13.1)
Pour déterminer le signe, on utilise

10.14. Ezercice. Si a,b € 7Z,

“)

$((1 + 2a + 2bi) = (—1)at?
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Maintenant si m = 1 + 2a + 2bi, substituons dans (10.12.1) ¢t = w/4, donc
r = ¢w/d) =1, y = ¢(mw/4) = (—1)%*; en tenant compte de (10.13.1), on
obtient
at+b __ ZAJ _

-$5 -

10.16. Corollaire. Soit m = a + bi primaire, donc (cf. 10.10.1) a = 2a’ + 1, b =
20, a' b €7 et @’ + b est pair. Alors dans l'expression (10.12.1)

(-1) (-1

Azt 4+ A, gtk Ak Pzt
L U e o Ut SN S Cl9 (10.16.1)
1+ Ag 1o+ ...+ Ajz*h—4 + matk Q(x*)

y = p(mt) =

ou x = ¢(t).

10.17. Théoréme (Eisenstein) Dans les notations 10.11, 10.12, supposons que
m est premier dans Z[i]. Alors tous les coefficients A; sauf Ay sont divisibles par
m.

Démonstration. Par hypothese, m est impair. On a N(m) = a?+b? = p = 4k +1
ou p > 2 est premier. Introduisons la notation

Donc
U(x) = Aoz + A1x5 + ...+ Ak;—lxp_4 + Apa?, Ag=m

V(z) =1+ Biaz* + ...+ Bpa?™?

Par hypothese

d V1= U1V
W _ 2y — gy = VYV
dx N

JVI /4
Uv -uv' = m% =:mT(x) (10.17.1)

D’une part, le membre gauche de cette égalité appartient a Z[i|[z], donc T'(x) €
Q()[x]-

D’autre part, V4 — U* € Z[i][x] est un polynome avec (V4 — U%)(0) = 1 tel que
(VA —U*)(x) = 0siaz* =1 (cf. lafin de 10.15), donc il est divisible par 1 —z* dans
Z[i|[z]. Autrement dit, T? € Z[i][x] et T(0) = 1.

d’ou

10.17.1. Lemme. Soit R un anneau principal, K son corps des fractions, T'(z) €
K|x] un polynéme tel que T'(x)? € R[x] et T(0) = 1. Alors T'(z) € R|x].

Ezemple. T(z) =1+ az, T(z)? =1+ 2ax + a?2?%, donc a®? € R, d’olt a € R.
Ezercice. (a) Vérifier le lemme pour deg(T") = 2, 3,4. (b) Prouver le cas général.

Donc T'(z) € Z[i][x]. Donc d’apres (10.17.1) tous le coefficients de U'V — UV’
sont divisibles par m. Or:

U'x) = Ag +5A12* + ...+ (p— 4)Ap_12P7° + pApa?™?
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et
V'(z) = By +4B12® + ...,

dolt
U'V-V'U=Y" Cja* =Ag+ (541 — 34¢B1)a’ + ...
J

On a C; = (4j+1)A; +.... Donc par récurrence m | (45 + 1)A; pour j < k. Or
m est premier a 45 4+ 1 pour j < k (expliquer!), donc m | A;, cqfd.

10.18. Corollaire. Sous les hypotheses 10.17, le polynome P(z*) € Z[i][x] est
irréductible.

Grace a critere d’Eisenstein 3.5.

10.19. Théoréeme (Gauss, Eisenstein) Soit m = a + bi premier et primaire,
p=mm = (a+ bi)(a —bi) = 4k + 1. Alors

m= (—1)k (2:) (mod ) (10.19.1)

Démonstration. Posons pour briévité

I:=(-1) (2:) (10.19.2)

Nous utilisons corollaire 10.16. Considérons y dans (10.16.1) comme une série
formelle en x:

_ U=

=V =c1x+ c52° + cox” + ... = R(x) € ZJ[i][[z]]

Donc on aura U = RV. D’apres 10.17, U = 2P (mod m), V =1 (mod m), d’ou
R(z) = 2P (mod m) (10.19.3)
Il en suit que dR/dx = 0 (mod m).

Considérons la série m~'dy/dx = m~'dR/dx € Z[i][[x]]. On a

ldy  [1-R(z)*
mdr 1— 24

La congruence (10.19.3) entraine:

1—-R(x)* 1-2% (1-—azbP

1—z4  1—24 1—at

= (1 —2MP7! (mod m)

De la, on déduit que

1— 4
%;? =(1- x4)(p—1)/2 =(1- x4)2k (mod m)
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(utiliser 9.4.1). Autrement dit,

1
E% = (1 —2%)% (mod m)

4k

Le coefficient & z** = zP~1 & gauche est m~'pc, = mc, = m (mod m).

D’un autre coté, le coefficient & x%¥ & droite est (—1)" (Qkk) =TI". Il en suit que

m =T (mod m)

La congruence cherchée (10.19.1) est sa conjuguée complexe.

10.20. Corollaire (Gauss) Sous les hypotheses 10.19,
2a =T (mod p)

Exercice.
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