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L’étude de phénomeénes physiques, économiques et biologiques conduit souvent & des situa-
tions markoviennes et donc & des modélisations par des diffusions markoviennes. Des outils
trés puissants ont été développés pour décrire ces modéles notamment le calcul stochastique
d’It6. Cependant plusieurs situations laissent entrevoir les limites de ces modéles. Les expé-
riences de Harold Edwin Hurst [73] sur le niveau du Nil ont mis en évidence un phénomeéne
non-stationnaire. Hurst introduit la notion de dépendance & long terme et développe des tech-
niques de caractérisation. Mandelbrot et ses travaux en finance met, lui aussi, en évidence la
dépendance a long terme. Il propose en 1968 un modéle Gaussien & accroissements & dépendance
a long terme : le mouvement brownien fractionnaire (déja défini dans les années 40 par Kolmo-
gorov [80]) et en donne les principales propriétés [93]. Dés lors, de plus en plus de domaines,
désireux de s’affranchir de la propriété de Markov et de I'indépendance des accroissements dé-
veloppent des modéles browniens fractionnaires.

Les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire présentent aussi beaucoup d’intérét en
imagerie de synthése et en imagerie médicale par leur caractére auto-similaire [92].

Les efforts pour faire du mouvement brownien fractionnaire un modéle pratique & utiliser ont
été considérables durant ces derniéres années. Dans cette thése nous aborderons le mouvement
brownien fractionnaire sous plusieurs angles : d’abord en temps que processus, puis en terme
de modéle en télécommunications. Ensuite, nous nous intéresserons aux processus de Volterra,

généralisation du mouvement brownien fractionnaire, et définis par :

{BtK = /OtK(t,s)st : te[O,T]}

ol B est un mouvement brownien ordinaire. En nous inspirant des techniques utilisées pour
définir une notion d’intégrale anticipative pour ces processus, nous allons considérer des pro-
cessus de Poisson filtrés, processus définis par la relation ci-dessus en remplagant le mouve-
ment, brownien par un processus de Poisson marqué. Ces processus font ’objet d’un grand
intérét comme modéles dans des domaines trés variés comme en physique, en biologie (voir
[135, 96, 109] et leurs références). On peut aussi citer les applications en assurance [34] et en
finance voir [27, 123] pour un résumé des applications dans ce domaine. On peut citer aussi
les travaux de Kiihn [83] qui suggére de représenter 1’évolution du prix de capitaux par le
processus {S; = exp(B; + N¢) : t € R} avec B un mouvement brownien standard et N un
“shot-noise” (processus de Poisson filtré de filtre K (t,s) = k(t —s)). On peut également évoquer
les travaux de Benassi, Cohen, Istas [9] qui ont introduit un processus analogue en partant des

représentations harmonisable et moyenne mobile.



0.1 Exposé de base sur le mouvement brownien fraction-

naire

Le chapitre 1 recense les principales propriétés du mouvement brownien fractionnaire. On
insiste dans le chapitre 2 sur différentes maniéres de faire le lien entre mouvement brownien
fractionnaire et mouvement brownien ordinaire en termes de représentations intégrales. Ces
représentations sont des propriétés clés car elles permettent, dans certains cas, de déduire du
mouvement brownien ordinaire des propriétés sur son homologue fractionnaire. Le chapitre
3 est une présentation des travaux de Taqqu [129] et a pour objectif de mettre en évidence
le domaine d’attraction du mouvement brownien fractionnaire, c’est & dire les conditions sous
lesquelles une suite de variables aléatoires convenablement normalisées converge vers un mou-

vement brownien fractionnaire.

0.2 Modéle brownien fractionnaire en télécommunications

L’introduction du mouvement brownien en télécommunications est motivée par les mesures
faites, principalement, par des chercheurs de Bellcore sur les transferts de données dans les ré-
seaux locaux (LAN). Ils ont mis en évidence la dépendance a long terme [11, 87] et le caractére
auto-similaire avec un paramétre d’auto-similarité proche de 0.8 [55, 60, 61, 90, 87, 101, 132,
130]. Coelho et Decreusefond [29], sur des données vidéo, arrivent & des conclusions analogues
avec un paramétre d’auto-similarité inférieur 4 0.5. Ces mesures sont nombreuses, précises et
trés étendues dans le temps, elles sont donc trés fiables (voir [60, 90, 87, 88, 55] et leurs réfé-
rences). L’'impact de ces propriétés sur le comportement de la file est trés loin d’étre négligeable

[100, 54, 88]. L’approximation markovienne classique n’est donc plus envisageable.

Le modele le plus simple possédant ces propriétés est le modéle & entrée brownienne frac-
tionnaire et & taux de service constant. Ce modéle a été introduit par Norros [101, 102] en 1994
et fait 'objet du chapitre 4. Sur un tel modéle, le plus intéressant est bien str de connaitre
le comportement de la capacité de stockage et notamment le comportement de queue de sa
distribution ce qui revient & étudier le comportement asymptotique de :

u — P|sup (Bff —dt)>u (A)
teRT
Les premiéres pierres sont posées en 1994 par Norros [101] qui donne une borne inférieure de (A)
en utilisant principalement les caractéres auto-similaire et gaussien. Duffield O’Connell [49] en
1995 utilisent des techniques de Grandes Déviations pour obtenir un équivalent logarithmique.
En 1995, Massoulie et Simonian [94] affinent I’étude en donnant un encadrement de (A) et en
déduisent un équivalent logarithmique. Cette étude fait ’objet du chapitre 5. La démonstra-
tion donnée ici est différente de celle de Massoulie et Simonian puisque basée sur une référence

différente permettant une démonstration précise des deux bornes.

On peut noter aussi les travaux du physicien Narayan [97]. Dans cet article, il donne un

équivalent de (A) et estime les constantes par simulation numérique. L’idée de Narayan est
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d’approximer le mouvement brownien fractionnaire, via la représentation harmonisable et de
se placer dans le domaine de Fourier. Pour arriver & ses conclusions, il avance des arguments
géométriques en dimension finie. A. Simonian m’a transmis, & l'origine de cette thése les travaux
de Narayan afin d’affiner ses résultats et de revoir les démonstrations que Narayan lui-méme
considére comme incomplétes.

Dans lentrefaite, Piterbarg et Hiissler [74] ont donné, en utilisant les outils des processus
gaussiens un équivalent asymptotique de (A) (le méme que Narayan) dans le cadre plus général
d’une dérive en t* avec b > H. Cette étude fait 'objet du chapitre 6. La fin de ce chapitre est
consacrée & des considérations en horizon fini. La question est partiellement traitée par Duncan
et al.[52].

0.3 Mouvement brownien fractionnaire et temps d’arrét

Dans le chapitre 7, nous nous sommes intéressés au mouvement brownien fractionnaire ar-
rété. Deux questions, sont & ’origine de ces travaux : puisque que le mouvement brownien frac-
tionnaire n’est pas une martingale, quels sont les temps d’arréts T pour lesquels E[BY¥] =07
et que devient le mouvement brownien fractionnaire en échelle temps local ? Privé de la pro-
priété de Markov forte, nous n’avons pas trouvé d’alternative pour répondre & ces questions.
Seule subsiste une présentation de ’existence et de la bicontinuité du temps local introduit par
Berman [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]. C’est le principal objet de cette troisiéme partie.

0.4 Calcul stochastique anticipatif relativement a des pro-

cessus fractionnaires

Les travaux de la quatriéme partie sont le fruit d’une collaboration avec Laurent Decreuse-
fond de PENST Paris. Etant donné que le mouvement brownien fractionnaire apparait comme
un bon modeéle dés que ’on veut s’affranchir de I'indépendance des accroissements, il est impor-
tant de construire une notion de calcul intégral relativement a ce processus. Malheureusement
ceci s’est avéré particuliérement difficile & cause du peu de propriétés classiques vérifiées par le

mouvement, brownien fractionnaire (pas & variation finie, pas de semi-martingale,...).

Dans le chapitre 8 nous ferons un rapide panorama des techniques envisagées. Nous insis-
terons sur le point de vue de Nualart et al [4, 32] qui a permis d’établir une formule de Tanaka
complétant ainsi I’étude du temps local. Nous nous attarderons ensuite sur un calcul stochas-
tique relatif aux processus de Volterra [39, 40] (le principe sera similaire pour les processus de
Poisson filtrés). L’idée est d’introduire un opérateur K* et de définir I'intégrale stochastique 62 *
par rapport au processus de Volterra de noyau K noté BE au moyen de 'intégrale anticipative

0P relative au mouvement brownien ordinaire par :
67" (w) = 87 (K (w))

L’introduction d’une intégrale anticipative est motivée par le fait que K* est susceptible de

transformer un processus adapté en un processus anticipant.



La volonté d’introduire des sauts dans les modéles fractionnaires pousse & remplacer dans
I’équation ci-dessus le mouvement brownien ordinaire par un processus de Poisson marqué.
Pour définir une intégrale relative aux processus de Poisson filtrés, nous allons procéder comme
pour les Volterra & savoir construire, via un opérateur linéaire 'intégrale relative au processus &
partir d’une intégrale anticipative relative au processus sous -jacent : un mouvement brownien
ordinaire dans le cas des processus de Volterra et un processus de Poisson marqué dans le cas
du processus de Poisson filtré.

Le chapitre 9 propose une intégrale anticipative relative au processus sous jacent : un pro-
cessus Poisson marqué. La question de la construction d’une intégrale anticipative relative &
un processus de Poisson marqué a fait l’objet de nombreuses publications. L’idée est de consi-
dérer l'intégrale comme 'opérateur adjoint d’un opérateur de dérivation. Citons ’approche de
Carlen-Pardoux [24] ou l'opérateur de dérivation est défini par perturbations des instants de
saut pour des processus de Poisson standards, technique étendue par Privault [112], et lap-
proche de Nualart-Vives [107] ou l'opérateur de dérivation est défini & partir des intégrales
multiples en utilisant la décomposition chaotique. Toujours basés sur la décomposition chao-
tique, on peut évoquer les récents travaux sur les processus de Lévy de Di Nunno, @ksendal et
Proske [46], de Léon, Solé, Utzet et Vives [89], de Benth et Lokka [10] et de Oksendal et Proske
[108].

Ici, nous définissons 'intégrale anticipative comme adjoint d’un gradient stochastique construit
a partir de 'opérateur de dérivation introduit par Decreusefond [35].

Dans le chapitre 10, on introduit les processus de Poisson filtrés et on en donne les prin-
cipales propriétés. Ensuite, on utilise 'intégrale définie au chapitre précédent pour définir une
intégrale relative au processus de Poisson filtré. Le lien entre les intégrales est détaillé ainsi
qu’un résultat sur la continuité de Holder des trajectoires des processus intégrés. Enfin une
formule d’Tt6 pour des fonctionnelles cylindriques est obtenue. Les chapitres 9 et 10 font ’objet

d’une publication en préparation [42] en collaboration avec L. Decreusefond.

Le chapitre 11 énonce un théoréme de type Girsanov pour le processus de Poisson filtré.
On applique le théoréme pour proposer une réponse & un probléme d’estimation. Etant donné
un processus de Poisson filtré perturbé par une dérive linéaire de coefficient 6, on propose un
estimateur et on prouve ’absence de biais, la consistance et ’asymptotique normalité de ce
dernier. Ce probléme a déja été étudié dans le cadre brownien fractionnaire [45, 78, 79]. Ce
chapitre fait l’objet d’une publication en collaboration avec L. Decreusefond [43] soumise &
“Electronic Communications in Probability”.

Enfin le chapitre 12 propose un théoréme de convergence en loi. Il existe de nombreux ar-
ticles [110, 126] ot I’on montre que le mouvement brownien fractionnaire est limite en loi d’une
suite de processus. Le résultat de ce chapitre est inspiré de Szabados [128] ou une approximation
forte est obtenue par des moyennes mobiles d’une approximation forte du mouvement brownien
ordinaire. Ici, on garde le principe de la moyenne mobile mais on a seulement une convergence
faible puisque que I'on approxime le mouvement brownien par une suite renormalisée de pro-
cessus de Poisson.
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Plus précisément, le mouvement brownien fractionnaire de Lévy de paramétre de Hurst H €

(0,1) est défini par la représentation en moyenne mobile suivante :

1 t
BHzi/ t—s)H1/24B, . te]R*}
{t I(H +3) 0( )

ol B est un mouvement brownien ordinaire. Puisque N* = {AY2(N2 — Xs), s € Rt} on N*
est un processus de Poisson d’intensité A converge faiblement vers B quand A tend vers l'infini,
il est naturel de se demander si

1 t N
N = —— / t—s)H 124N teﬂw}
{ ! T(H+3) Jo ( ) °

converge vers BH au sens faible dans C([0,1], R). Deux situations sont & envisager : le cas
H > 1/2 ou le résultat peut s’établir en utilisant le critére de tension de Kolmogorov et le cas
H < 1/2 ou il faut envisager une autre technique. Ici, on traite les deux cas selon une méthode
unique et nouvelle.

Considérons la famille de processus indexée par A € RT :

NP N} —Xs

t
X)) :/Kt,sdj\?*,t>0} oi N} = =& =
{t 0 ( ) s - s \/X \/X

N* étant un processus de Poisson d’intensité constante A. Les techniques usuelles de convergence

de martingales sont bien stir inutilisables au premier abord puisque X* n’est pas une martingale.
Cependant, si nous fixons une variable i.e., si ’'on considére %{v" (r) = fot K(r,s)dN" pour r
fixé, on obtient un processus qui est une martingale relativement & t et X™ n’est rien d’autre
que %,{V " (t). Nous allons transformer le probléme initial en un probléme de convergence de
martingales & valeurs hilbertiennes et ensuite projeter le résultat pour obtenir la convergence
de X™. Un des problémes clé est de prouver que 2N est une martingale continue dans un espace
de Hilbert convenable. C’est pour ce faire que nous utiliserons les résultats de radonification de
Badrikian et Ustiinel [8, 125]. Le résultat est alors le suivant : les lois des processus

t
{th _ / K(t,5)dN™, t € [0, 1]}
0
dans C([0, 1]; R) convergent vers la loi de
t
{Xt = / K(t,s)dB,, t € [0, 1]}
0

Ce résultat fait ’'objet d’une publication [41] en collaboration avec L. Decreusefond soumise au

"Journal of the Bernoulli Society for Mathematical Statistics and Probability".






Premiére partie
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Introduction

Dans l'introduction, nous avons évoqué la limite des modéles classiques et ’émergence de
phénomeénes dit & dépendance & long terme et auto-similaire. Pour ces phénomeénes, le modéle
classique du mouvement brownien est inadéquat et on voit, par conséquent, la montée en puis-

sance du mouvement brownien fractionnaire, extension naturelle du mouvement brownien.

Cette premiére partie se compose de trois chapitres. Le premier est consacré aux propriétés
de base du mouvement brownien fractionnaire ainsi qu’a sa définition. Nous verrons que ce

processus est pauvre en propriétés classiques (semi-martingale, propriété de Markov,...).

Pour faciliter I’étude, on aura recours & des représentations du mouvement brownien frac-
tionnaire comme intégrale d’un noyau déterministe relativement & un mouvement brownien

ordinaire. Ce théme fera ’objet du deuxiéme chapitre.

Enfin, nous consacrerons un troisiéme chapitre & I’étude du domaine d’attraction du mou-
vement brownien fractionnaire c’est a dire aux conditions sur une suite de variables aléatoires
convenablement normalisées pour qu’elle converge en loi vers un mouvement brownien fraction-

naire.
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Chapitre 1
Définitions et Propriétés

Ce premier chapitre recense, aprés I'avoir défini, les propriétés de base du mouvement brow-
nien fractionnaire : propriétés des trajectoires (auto-similarité, continuité, non-différentiabilité)
et des propriétés plus fondamentales (propriétés des accroissements, absence de propriété de
Markov, de Martingale).

1.1 Définition et existence

1.1.1 Définition du mouvement brownien fractionnaire

Définition 1.1 Un mouvement brownien fractionnaire de paramétre H € (0,1) est un proces-
sus gaussien réel centré noté {B} : t € R} défini sur un espace probabilisé (Q,F,P) et vérifiant :
(i) B =0 P-p.s.
(ii) E[[B{]?] = [tPP" vt e R

(iii) BY a des accroissements stationnaires
1 ) o
Remarque 1.1 Le processus B2 est un mouvement brownien ordinaire.

On verra au paragraphe 1.2.1 que 'on est contraint, pour avoir de bonnes propriétés, a
considérer 0 < H < 1. Nous verrons également (propriété 1.3) les particularités des cas limites
H =0et H = 1. Pour ce qui est des trajectoires dans les cas intermédiaires on peut voir des
simulations dans I’annexe 13.3 page 187.

Définition 1.2 Le paramétre H est appelé le paramétre de Hurst.

Propriété 1.1 Le mouvement brownien fractionnaire admet la fonction Ry de R dans R
définie par

Ru(t,s) = 5 (s + [t = |t = s]*")

DN | =

comme fonction de covariance.

Démonstration :

On a:
E[[B{ - B]'’] =E[[B{'}’] + E[[B,"}’] - 2E[B,"B/']

13
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Et comme
H H L pH
Bt _Bs - Bt—s
Finalement, on a :

E[B[" B'] = S (s’ + [t — |t — s|*"")

N | =

1.1.2 Existence du mouvement brownien fractionnaire

Définition 1.3 Une fonction c : R?2 — R est semi-définie et positive si pour tout (sq,...,5m) €
R™ et tout (uy,...,um) € R™ on a :

m m
ZZC(Si:Sj)Uin >0 (1.1)
i=1 j=1

Théoréme 1.1 e Soitm :R—=Retc : R = R symétrique et semi-définie positive alors

il existe un processus gaussien réel unique & une équivalence prés de moyenne m et de
fonction de covariance c.

e Deux processus gaussiens réels de méme moyenne et de méme fonction de covariance sont
équivalents.

e Deux processus gaussiens réels de méme moyenne et de méme fonction de covariance a
trajectoires P-p.s. continue a droite sont indistinguables.

Ce théoréme découle du théoréme d’extension de Kolmogorov (théoréme 1 page 244 de
Shiryaev [127]) et du fait qu’un vecteur gaussien est entiérement défini par sa moyenne et sa
matrice de covariance (voir Shiryaev [127] page 304).

Propriété 1.2 La fonction Ry est symétrique, semi définie positive et continue.

Démonstration :

La continuité et la symétrie sont immédiates & démontrer.

Soient (81, ..., 8m) € R™ et (u1, ..., uy) € R™ il s’agit de montrer (1.1). Pour cela nous allons
utiliser le fait que la fonction s — ¢(s) = exp(—c|s|>) est la fonction caractéristique d’une
variable aléatoire SaS sous-gaussienne (Proposition 2.5.5 de Samorodnitsky-Taqqu [124]). De

ce fait c’est une fonction semi-définie positive en s et donc :

m m
4
V(i ug, .8 €RY DN dlsi — sj)uiu; > 0 (1.2)
i=0 j=0
Pour cela, considérons une masse & l'origine (so) égale & ug = — >~ u;, on a alors :

(11) = = D> s — s uiuy (1.3)

i=0 j=0
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En effet, on a :

m

m m m
SO IsilPPuiuy = > [sil?ui Y uy
i=1 j=1 i=1 j=1

m
= — Z |si|2Huiu0
i=1

m
= =) lsi — sol*Muiuo
i=0

De méme on a :

m m m
2H 2H
E E |s;|“" wju; = — E |si — sol*" uiug
i=1 j=1 =0
ce qui montre (1.3). Considérons ¢ > 0 suffisamment petit, comme ;" E;nzo uiu; = 0, on

a

m m
Z Zexp(—c|si —s5i* ) uju; = (exp(—c|s; — s;|*H) = 1) u; u;

i=0 j=0

|
M
NE

-
Il
<)

<.
Il
<)

= —C

INgE

2

m
D lsi— s uiug + o (o)
j=0

Le résultat est démontré en utilisant (1.2).

1.2 Principales propriétés des trajectoires du processus

1.2.1 Awuto-similarité

Définition 1.4 Un processus {X; :t € R} est dit auto-similaire d’ordre 5 > 0 s’il existe 8 > 0
tel que, pour tout a > 0, les processus :
{Xat : teER} et {a?.X; : teR}
aient méme loi.
Théoréme 1.2 Le mouvement brownien fractionnaire {BY :t € R} de parameétre H est
auto-similaire d’ordre H.
Démonstration :
Fixons a > 0. Il est évident que {BZ :t € R} et {aBF :t € R} sont deux processus

gaussiens centrés. Il suffit donc de montrer qu’ils ont la méme fonction de covariance.

E[Bﬁ ng] = % (|as|2H + |t — |at — as|2H)
_ %QQH (|5|2H + |t|2H —t- S|2H)
E[a”Bff o BY] = %aQHIE (B BE]
_ %QQH (|5|2H + |t|2H —t- S|2H)
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|

La propriété suivante montre que parmi les processus gaussiens, les caractéres accroissements
stationnaires et auto-similarité sont caractéristiques du mouvement brownien fractionnaire. Elle
fournit également la description des “cas limites” H =0 et H = 1.

Propriété 1.3 Soit {X; : t € R} un processus non-dégénéré auto-similaire d’ordre H, a
accroissements stationnaires et 4 variance finie. Alors :

e Xo =0 P-p.s.

e 0<HKI1

o Pour toutt € R et s € R,

Var(X
Con(X, , X)) = LX) gyt s e o)

Pour tout t € R, pour tout 0 < H < 1,

E[X,] = 0

Pour toutt € R, pour H =1, X; = tX; P-p.s.

Si de plus X est gaussien alors il est indistinguable d’un mouvement brownien fraction-

naire.

Démonstration :

e Pour tout a > 0 on a :

[

aX(0)

[

Donc X (0) =0 P-p.s.
e Par stationnarité on a pour tout s > 0 et tout ¢ > s :
1
BX.X) = }[E[X7] + B[X?] - E[(X; - X.)7]

[E[X7] + E[X]] - E[X2]]

N | = N

Par auto-similarité on a alors :
1

BIXX,) = 3 [PPE[XD] + 7E[X]] — (t- 9" E[X]]

%RH(t, s)E[X7]

e Soient s > 0, t; > 0 et ty > 0. Par Minkowski on a :

s
@
o
f
M
|
s
+
=
+
=
s
+
|
&
=
[NIE

Par conséquent on a H < 1. De plus, la variance finie implique H > 0.

1L designe D’égalité en loi
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e Soit 0< H<1l,ona:
E[X1]=E[X; — Xi] = (2% — 1)E[X/]
Par conséquent, on a E[X;] = 0 par auto-similarité il en est de méme pour tout ¢ > 0 et
comme E[X_ 1] =E[X; 3] =E[X;] — E[X3] = 0 le résultat est vrai, par auto-similarité,

pour tout £t € R.
e Soient t >0et s >0 comme H=1 ona:

E[X:X,] = E[X7] t.s
E[X, —tX1] = E[X]] - 2.tE[ X, X1] + *E[X{]
E[X, —tXi] = (£* -2t +*)E[X]]
=0

Donc X; = tX; P-p.s. pour tout ¢ par continuité des trajectoires on en conclut que pour
tout t, X; = tX; P-p.s.

e On applique le théoréme 1.1, ce sont deux processus gaussiens centrés ayant la méme
fonction de covariance ils sont donc indistinguables.

1.2.2 Continuité de Holder

Théoréme 1.3 Tout mouvement brownien fractionnaire admet une modification dont les tra-

Jjectoires ont une continuité de Holder d’ordre v < H sur tout intervalle [0, p] avec p > 0.

Démonstration :
Il suffit de montrer que, pour tout a > 0 il existe une constante C, telle que, pour tout
(s,8) € [0, ]2 :

E[|Bf — BY|"] < Cult — 8" (1.4)

En effet, la condition (1.4) assure, par le théoréme de régularité de Kolmogorov (Revuz et Yor

[116] théoréme 2.1 page 25) que {B} : t € [0,p]} admet une modification dont les trajectoires
aH—1

sont Holder continues d’ordre vy € [0, [ pour tout @ > 0 ce qui montre le résultat. La

condition (1.4) découle de la stationnarité des accroissements et de ’auto-similarité :
E[|B - B|"] =E[|BZ,]"]
= |t —s|*" E[|B{']"]
d’ott le résultat avec Co = E [|BH|*] < +o0.
<

Remarque 1.2 Dans la suite, on ne considérera que des versions continues du mouvement

brownien fractionnaire.

Une application de la loi du logarithme itéré prouvée dans I’article de Arcones [7] permet
d’obtenir la relation suivante :
BH
P [lim sup C =1 =1
u—ot  uf\/log log(u—1)

Ce qui démontre le résultat suivant :
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Théoréme 1.4 Les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire n'ont P — p.s. pas de

continuité de Holder d’ordre supérieur & H sur tout intervalle borné.

1.2.3 Non-différentiabilité

Théoréme 1.5 Soit ty € R.

Les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire sont P — p.s. non différentiables en tg.

Démonstration :
BF—Bg

On veut montrer que Vtp € R, P [lim SUP; gy |~ ™

= +oo} =1
On se raméne au cas top = 0 grace a la stationnarité.

H
On va donc étudier le comportement de ‘BT“ quand t tend vers tg

En fait on va démontrer la non-différentiabilité & droite :

On pose Ap(t) = [ sup ‘% > M} avec M > 0.
0<s<t
BH
P[Apm(t)] > P { Tt > M]
th o N
>P T|B1 | > M par auto-similarité

> P[|Bf| > M.t H] =P [1Bff| > 0]

Ainsi on a pour tout M, P[Ap(t)] — 1

t—0+

_yBF
limsup |— | =+4+o00 P —p.s.
t—0t t
BH
lim sup ‘—t =+ P—p.s.
t—0t

D’ou le théoréme.

1.2.4 La variation d’ordre p

Théoréme 1.6 Considérons la variation d’ordre p du mouvement brownien fractionnaire défini

par :
Vp = P-1limV,,
n— o0
avec
o
Vap = > IBY(j27") =B (G- 1.2 )]
j=1
Alors on a :
0 si pH > 1,
Vo =< +00 sipH < 1,

]E[|Bfl|p] si pH = 1.
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Démonstration :
Soit p € R™, considérons les suites de variables aléatoires suivantes :

on
Yap = R Y IBH(G2 ) - BH((-1).2 )P neN
j=1
et
~ 2"
Yap = 27" > |BYG) =BG -1))P : neN
=1

L auto-similarité assure que B (j.27) £ 2—"H BH(j). Par conséquent, il est clair que pour
tout n € N*, Yy, £ YV, ,. Il suffit maintenant de remarquer que la suite {B¥(j) — BH (j —
1) : j € Z} est stationnaire et ergodique (comme toute suite issue d’un processus gaussien a

mesure spectrale continue (voir Cornfeld et al. [30, théoréme 14.2.1])). Comme on a
E [f’n,p] = E[|B{]"] = cpm pour tout n € N* (1.5)

le théoréme ergodique nous dit que 'on a :

~ 1 ~ ~

5. L
Yop = CpH et Voo 23 cpm donc Y., = cm (1.6)

)

Pour démontrer (1.5), il suffit d’évoquer la stationnarité :

E|Vas| = 27" 3 E[IB"() - B"( ~ )]

on

= 27" Y E[|BT(1)]]

= 27" 2" E[|B"(1)]]

Y L
On a (1.6) et comme Y, , = Y,, onadoncY,, — cpm comme c,m est une constante
) - S P _ _ P C oo
déterministe, ceci implique que Y, , — c¢p.m. Donc [27*PH=-LV, , — ¢, g ce qui démontre

le résultat.

|

Corollaire 1.1 Le mouvement brownien fractionnaire est P-p.s. a variations non bornées sur

tout compact de R.

Démonstration :

Par auto-similarité et par stationnarité des accroissements, il suffit de considérer le compact
[0,1]. En considérant la subdivision particuliére de [0,1] : {0,27™,...,5.27",...,1}, pour avoir
la propriété de variation bornée (par b) il faut que V,, 1 njoo b P-p.s. avec b < co. Or ce n’est
pas possible car le théoréme 1.6 nous fournit une sous-suite qui tend presque sirement vers
Pinfini (p=1,H < 1).

2L .. .
— désigne la convergence en loi
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1.3 Principales propriétés du processus

1.3.1 Les accroissements du mouvement brownien fractionnaire

On rappelle que les accroissements du mouvement, brownien fractionnaire sont stationnaires,
que l'on considére des versions continues de ce dernier et que H € (0,1).

Définition 1.5 Etant donné un processus stochastique stationnaire {X: : t € R}, la suite

{r(n) = E[X,+sXs] : n € N} ne dépend pas de s. On dit alors que X est o dépendance

Z r(n) = +oo

neN*

long terme si

Propriété 1.4 Les accroissements de BH sont a dépendance a long terme si et seulement si
H> 3.
Démonstration :

Pour tout n € N* on a :

r(n) = E[B(B;}, — B,)]

- % [(n+ 1) — 22" 4 (n —1)2H] (1.7)
= 2H2H - 1)n*"2 + o (n*7?) (1.8)

Par (1.8), on voit que r(n) est le terme général d’une série divergente si et seulement si
2H — 2 > —1 c’est a dire si et seulement si H > %

|

Propriété 1.5 Les accroissements du mouwvement brownien fractionnaire sont positivement
corrélés si % < H < 1, négativement corrélés si 0 < H < % (on parle d’anti-persistance) et

indépendants si H = %

Démonstration :

A partir de (1.7) on voit que, si H = %, r(n) = 0 pour tout n € N* et donc les accroissements
sont indépendants. D’autre part, par (1.8) on voit aussi, au moins pour n grand que r(n) < 0
deés que 2H(2H — 1) < 0 c’est a dire H < % Le caractére anti-persistant peut également étre
mis en évidence par le graphique 1.1 page 21 qui représente r(n) en fonction de n et H.

|

1.3.2 Un processus non-markovien

Théoréme 1.7 (Revuz et Yor [116] page 81) Soit {X; : t € R} un processus gaussien
centré. Si X est un processus de Markov, alors ¥V s <t < u avec I'(t,t) > 0,

D(s,u)T(t,t) = T(s,t)T (¢, u) (1.9)

ou ' est la fonction de covariance de X. De plus, si I'(t,t) = 0 alors {X; : s < t} et
{Xs : s>t} sont indépendants.

Corollaire 1.2 Soit 0 < H <1 et H # %
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Fia. 1.1 — Représentation graphique de (H,n) — r(n)

1. Le mouvement brownien fractionnaire {Bff : t € R} n’est pas markovien.

2. Le mouvement brownien fractionnaire {BF : t € Rt} n'est pas markovien.

Démonstration :

1. Sl était markovien, comme on a Ry (0,0) = 0, les processus {B : t e R }et {BH : t €
R~} seraient indépendants, ce qui est absurde.

2. S'il était markovien, sa fonction de covariance vérifierait (1.9) et en particulier, comme
1 <2 < 3, on aurait :

Ru(1,3)Ri(2,2) = Ry (1,2)Ru(2,3)

1 1
(14327 = 22H) 22 = (14 22 = 1). (227 4+ 327 - 1)

DN | =

3+ 32H _39%2H —

Aprés I'étude de la fonction H — 3 + 327 — 3.22H on voit que cette fonction ne s’annule

que pour H = % et pour H = 1 (cas exclu par définition). Le seul cas possible (H = %)

correspond & celui du mouvement brownien ordinaire qui est markovien.

1.3.3 Variation quadratique et semi-martingale

Définition 1.6 Un processus X est a variation quadratique finie s’il existe un processus noté
< X > tel que, pour tout t et toute suite de subdivisions A,, de [0,t] telle que le pas |A,| — 0
on ait :

P—lim Y (Xp,, —Xi)? = <X >

n—oo ¢
(titit1)EA,
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Théoréme 1.8 Soit {BH, t € R} un mouvement brownien fractionnaire de paramétre H. On

a:
<BH >, =0, VteR pour H > —
<Bz>; =t VteR
H " 1
<B" > =400, VteR pourH<§
Démonstration :

Soit t € R que I'on suppose strictement positif pour fixer les idées.
Soit {A, : 0=ty <t <---<t,=t, né&N} une suite de subdivisions de [0,¢] dont le pas
|Ap| tend vers 0.

1 An _ 1 )
Considérons T/ = 3370 (Bff, | — Bfl)?. ler cas : H > §
Nous allons donc montrer la convergence dans L' de TtA" vers 0.

Par stationnarité des accroissements, on a :

E[7] = ZE[ o = BIY]
= Z lter — e
k=0

n—1
<D Mt = telltirn =t
k=0
n—1
<A, Z trt1 — til
k=0
S |An|2H_1t
2H-1

Comme 2H — 1> 0, on a donc limy,_, |Ay] t = 0 et le résultat en découle.
2éme cas : H < £
Montrons la divergence de T/*" vers l'infini.

Appelons A I’ensemble des subdivisions de [0, t] dont le pas tend vers 0 et considérons :

Z Btk+1 - Btk
k=0

Ceci est donc minoré par la subdivision 7; = 2’—2 on a donc :

n—1
Z (Bg - BHTi1)2]

i=0

> (2 4+ 1) (%)M

1 1
2H
- (t )'(Qn(2H—1) + 2(2nH))

E>E

Comme on a2H —1<0et 2H >0, on a donc :
1 1

A e e i sy =0



1.3. PRINCIPALES PROPRIETES DU PROCESSUS 23

Ce qui conduit au résultat escompté.

Comme corollaire on a le résultat suivant :

Théoréme 1.9 Le mouvement brownien fractionnaire n’est pas une semi-martingale relative-

ment a sa filtration naturelle.

Démonstration :
Supposons que ce soit une semi-martingale.
Elle est donc continue et nulle en 0. B¥ s’¢crit donc, de maniére unique, sous la forme BH =
M +V ou M est une martingale locale continue, nulle en 0 et V un processus continu & variation
finie nul en 0.
ler cas : H > %
Ona<M >=<Bf >=0 VteR
Donc en vertu de la décomposition de Doob-Meyer, M2— < M > est une martingale locale
continue nulle en 0, c’est & dire qu’il existe une suite {T,, : n € N} croissante de temps d’arrét
telle que

lim T, = +o0 P — p.s.

n— 00
et
Vn, Vt, E[M}s ] =E[Mj\7]=0.
vn, Vt, My =0 P—p.s.

Comme T;, tend en croissant vers +oo0 P-p.s., on a :
Vt, M} =0 P—p.s.

Donc M? est indistinguable du processus nul.

Finalement, V¢ B =V; P—p.s. et donc B est P—p.s. a variation quadratique finie... Absurde.
2éme cas : H < %

La variation quadratique de M ne serait définie qu’en 0 ce qui contredit ’hypothése de conti-

nuité... Absurde.

<

La conséquence directe de ce théoréme est 'impossibilité de définir directement une intégrale

de type It6 pour le mouvement brownien fractionnaire.

Propriété et Définition 1.1 (Féllmer [59]) On appelle processus de Dirichlet X un proces-

sus qui se décompose de la maniére suivante :
X =M+ A

avec M une martingale de carré intégrable et A un processus & variation quadratique nulle.

Propriété 1.6 Le mouvement brownien fractionnaire de paramétre H > % est un processus de
Dirichlet.
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Chapitre 2

Quelques représentations du

mouvement brownien fractionnaire

On se propose maintenant de montrer I’existence de représentations intégrales par rapport
4 un mouvement brownien ordinaire ou & une mesure gaussienne du mouvement brownien frac-
tionnaire. Ces représentations sont centrales dans I’étude du mouvement brownien fractionnaire
car elles font le lien entre le mouvement brownien ordinaire riche en propriétés (accroissements
indépendants, intégrale d’Itd, de Skohorod,...) et le mouvement brownien fractionnaire beau-

coup plus pauvre.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons a la notion de mesure aléatoire gaussienne
puis nous présenterons trois représentations : la présentation moyenne mobile [93], la représen-
tation harmonisable [124] qui nous servira dans I’étude du temps local de la partie III et enfin
la représentation Lévy-Hida [45] qui sera a la base de 1’étude de la partie IV.

Dans ce chapitre on se place dans un espace (€2, §, P) sur lequel vit un mouvement brownien

ordinaire.

2.1 Préliminaires : mesures aléatoires gaussiennes

Cette présentation est issue de Samorodnitsky and Taqqu [124] pages 118 et 325.

2.1.1 Mesure aléatoire gaussienne réelle

Définition 2.1 Considérons & = {A € B(R") : AA) < oo} ou X désigne la mesure de

Lebesgue. Une mesure aléatoire gaussienne de mesure de controle A est une fonction o-additive :
M : ((:0 — LZ (Q)
telle que :

25
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M(A) ~N(0, A(4))
e Pour tout k € N*, si Ay, ..., Ay, sont des boréliens disjoints de Ey alors M (A1), ..., M(Ayg)
sont indépendantes.

On peut alors introduire une notion d’intégrale (voir [124] chapitre 3.4 et 3.5 pour plus de
détails) :
Propriété 2.1 Pour tout f tel que :

FAHNdt) < oo
R+

on peut définir fRJr Ff&)M(dt) et on a, en plus de la linéarité,

/Rf(t)M(dt) ~ N(O, f2(t)/\(dt)>

R+

2.1.2 Mesure aléatoire gaussienne complexe

Définition 2.2 On dit que M est une mesure aléatoire compleze si l'on peut écrire M =
M + iMsy avec My et My deuz mesures gaussiennes réelles indépendantes définies sur RT, de

mesure de controle A/2, et telles que :
My (A) = My(—A)
M>(A) = —M>(—A)

pour tout ensemble borélien A.

L’objectif est de poser des hypothéses sur 'intégrand f de sorte que, sous ces hypothéses,
fj;o F(O)M(dC) soient a valeurs réelles.

Hypothése 2.1 Considérons f = fO +if? telle que

FO=F=0

+o0 +oo
[ SO < oo et / FORQdC < oo

oo

Pour de telles fonctions, on peut définir [*_f ()M (d¢) par :

/ " RO @0 | o + / " O (o)

/0 T O Q) — if D)) (M (dC) — iMa(d0))
+ /0 T D) + i) (M (dC) + iMa(do))
= 2( /0 " FOM c) - /0 ) F2(QMa(d0))

/_ h FOQOM(dC) - /_ N FAQ)Ma(dC).
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Qui est bien & valeurs réelles.

Propriété 2.2 Considérons {f; : t € R"} une famille de fonctions réelles de la variable réelle

telles que, pour tout t € RT on ait :
400
| 1nopa <
—00

Alors sa transformée de Fourier f vérifie 'hypothése 2.1.

Démonstration :
Conséquence des propriétés de la transformée de Fourier d’une fonction & valeurs réelles et de

I’égalité de Parseval.

Le résultat essentiel est le suivant :

Propriété 2.3 Considérons une famille de fonctions réelles de la variable réelle {f; : t € R"}

satisfaisant les hypothéses de la propriété précédente. Alors on a pour tout (ty,ts) € (RT)?

E[ / O:O fut o) [ Z fZZ(C)M(dC)] -/ O:O Fon @) fon (@)

Et par conséquent :

{/ Fi(w) M(dz) - te]R} é{/_iﬂ(()ﬁ(d() : te]R} (2.1)

Démonstration :

E [( / Z ﬁ(oM(do)T

of [0+ [P o)
2 [ 17or

[ tiorac

_ /fo(x)dx

ou la derniére égalité n’est autre que l’identité de Parseval. La seconde partie de la propriété

en découle par polarisation.

Pour démontrer le second point, il suffit d’appliquer le théoréme 1.1 en précisant que chacun
des membres de ’égalité en loi sont des processus gaussiens centrés et qu’ils ont la méme fonction

de covariance. Ils sont donc indistinguables.



28 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS DU MBF

2.2 Représentation moyenne mobile

Théoréme 2.1 Soit 0 < H < 1, M une mesure aléatoire gaussienne de mesure de controle la
mesure de Lebesque et B un mouvement brownien ordinaire.
Les processus définis par :

{am |-~ ot < reme ) 22)

— 00

{Cl(lH) /_0 [(t—5)"=> — (—9)"~2]dB, + /Ot(t—s)H—%st : teﬂv} (2.3)

avec

Ci(H) = \/ / O:O (104 )17~ [(=s),114] s

sont des mouvements browniens fractionnaires d’indice H.

Bien que formellement équivalents (en considérant M (ds) = dB;) ces deux processus ne sont
pas définis de la méme facon. L’intégrale définissant (2.2) (issue de Samorodnitsky et Taqqu
[124]) est a comprendre au sens introduit au paragraphe précédent alors que 'intégrale (2.3)
(issue de Mandelbrot et Van Ness [93]) est & comprendre au sens “w par w” par des intégrales
fractionnaires au sens de Weyl (voir [137] chapitre 12).

Démonstration :

L’existence des intégrales sont montrées dans [124] pour (2.2) et dans [93] pour (2.3).

Les processus définis par (2.3) et (2.2) sont gaussiens et centrés. Il suffit donc en vertu du
théoréme 1.1 de montrer qu’ils ont Ry comme fonction de covariance.

Soient (s,t) € (RT)?, on a:

B =B = oo [ [l w0~ (s = w7 )

1(H) J o
BIB ~BIF] = gy [ [ =) = (s = w7 ]

On effectue le changement de variable u = |t — s|v + s on obtient :

BB - BI) = o [ (0=l = )7 = [l = sl0) 174 e = slao

— 00

oo

v LA A (LR I (O I

= |t—s*H

Ce qui est suffisant pour montrer le résultat par polarisation.

2.3 Représentation harmonisable

Théoréme 2.2 Soit 0 < H < 1, M une mesure aléatoire gaussienne compleze de mesure de

A7 A - .
controle 5-. Le processus défini par

1 o eitt 1 —
{Xt = Co(H) /_OO z’C|§|H71/2M(dC) : teR+} (2.4)
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avec

mH(1—-2H)

est un mouvement brownien fractionnaire d’indice H.

ColH) = J (2 — 2H) cos(rH)

Démonstration :
Moralement, cette représentation est fournie par la relation (2.1) de la propriété 2.3 dans le

sens oul ’on peut voir
2 et —1

¢ C2(H) W

comme la transformée de Fourier de :
1 H-1 H-1
= —([(t—= 2 — (- 2
e (= 0" E — ()7 h)

Bien que cette idée soit tout a fait justifiable, il est bien plus facile de montrer que le processus
défini par 2.4 est & accroissements stationnaires et auto-similaire. Ceci est suffisant en vertu de
la propriété 1.3.

Soient s e R, t e Ret a >0, 0n a:

Kot~ Xor = g [ (o =1 = eor - ) S g
Co(H) J oo iC
E[[Xat — Xas’] = CQQEH) /Z eicas (gitalt=s) _ 1)‘2 |g|*2H*1%
= oy [ ey
On pose n =a et l'on a :
1

pin(t—s) _ 1‘2 |C|—2H—1;i_77
T

_ aQH *
= am” /.
= E[[a” X _4))’]

En prenant @ = 1 on montre donc que X; — X et X;_; sont deux variables aléatoires gaussiennes
centrées de méme variance, d’ou la stationnarité des accroissements. Pour a > 0 on montre par
polarisation que {X,; : t € R} et {afX; : t € R} sont deux processus gaussiens centrés de
meéme fonction de covariances. Par le théoréme 1.1 ils sont indistinguables.

Il reste & montrer que :

2

1 | et —1 d¢
E[(Bf)?] = / = =1
BT = e e o
Il est connu [53, relation 319(15)] que 'on a :
D) cos(%)

oo
u—1 .2 _
T sin®(ax)dr =
/0 () 20t gk
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dés que a > 0 et que —2 < Re(u) < 0. Or,
/°° e —1 |7 d¢
— 00

iClCI 12| 2m

= 2 [T (os(0) — 12 s () e

& d
8 [ 1 st () 5
8 I'(—2H) cos(—mH)
~ 9. 2H

2 9-2H+1 (%) -

Orona:
—2HT(-2H) = I'(1-2H) = T 2HI‘(2 —2H)
donc } 5
/00 et —1 d¢ _ 8 T(2—2H)cos(mH)
2| 2 T 27 22H (1 - 2H)

D’ou le résultat.

2.4 Représentation Lévy-Hida [45]

Dans ce paragraphe, on considére un mouvement, brownien fractionnaire sur un horizon fini
([0, 1] par exemple).

2.4.1 Enoncé du théoréme

Théoréme 2.3 Le processus défini par :

{szH) /Ot K™ (t,s)dB, : tE[O,l]}

avec K est un noyau déterministe o définir est indistinguable d’un mouvement brownien frac-

tionnaire.

2.4.2 Le noyau K"

Certaines notations relatives au calcul fractionnaire déterministe sont consignées dans ’an-
nexe 13.2 page 186.

Définition 2.3 On considére la fonction hypergéométrique de Gauss F(a,b,c, z) définie pour
tout a, tout b, tout z tel que |z| < 1 et tout ¢ € Z — N* par :

+o00
F(a,bc,z) = > 7(2;“ (Z)Ik zF
k=0 ks
avec (a) le symbole de Pochhammer :
(a)o =1
L(a+ k)
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On définit dans un premier temps pour tout H € (0, 1) 'opérateur suivant :

11 1 t

1 t 1
K2 .5 5 F(T—I—%)/g(t_S)H 2 [H—i,i—H,H+§,1—g] f(s)ds (2.5)

On a alors le théoréme suivant :
1
Théoréme 2.4 1. K est un isomorphisme de £2([0,1]) dans I£+2 (£2([0,1])).

2. K" est un opérateur de Hilbert-Schmidt, on notera encore K™ son noyau qui s’écrit :

11 1 t
K" @ (t,s) » (t—-s)F *F|H- =, =—HH+-,1—- 2.6
(t,5) = (t5) Sy HH A1 (26)
3. En termes d’opérateurs on a :
RH — CQ(H)_Q KH[KH]*
ce qui s’écrit en termes de noyouzr :

1
RE(Ls) = Co(H)™2 / KA () K (s,u)du V(s,t) € R (2.7)

0

Démonstration :
1. [121] page 187, 2. découle de la définition de K comme opérateur & noyau et 3. [45] lemme
3.1 page 182.

<

Remarque 2.1 L’introduction de la constante C5(H) en dehors du noyau permet de définir ce

dernier exactement de la méme maniére que Samko, Kilbas et Marichev dans [121].

Propriété 2.4 (Decreusefond-Ustiinel [45] page 183) Pour tout 0 < H < 1 et pour tout
(s,t) € [0,1]* on peut écrire :

H

1
KT (t,s) = 57173l (t — )72 LT (t, 5)

avec LT une fonction continue sur [0,1] x [0, 1]

Remarque 2.2 Cette propriété est essentielle car elle illustre le fait que, plus H est proche de
1, plus la singularité du noyau K™ est importante (voir figure 2.1 page 32) alors que ’opérateur
associé lui est de plus en plus régqulier, ce qui est en accord avec les trajectoires du mouvement
brownien fractionnaire (des simulations de trajectoires sont présentées dans 'anneze 13.3 page
187). Cette remarque nous pousse a travailler plutdt avec des opérateurs qu’avec leurs noyaux.

C’est cette remarque qui dirigera toute [’étude faite a la partie IV.

2.4.3 Démonstration du théoréme 2.3

Démonstration :
En conséquence du 3/ du théoréme 2.4, nous avons deux processus gaussiens centrés qui ont la

méme fonction de covariance ; ils sont donc indistinguables en vertu du théoréme 1.1.
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Fic. 2.1 — Représentations graphiques de K (1,.) et L¥(1,.) (continue sur [0,1]) pour H = 0.2
a gauche et H = 0.8 & droite.



Chapitre 3

A propos du domaine d’attraction
du mouvement brownien

fractionnaire

On désigne par X = {X; : i € N*} une suite stationnaire de variables aléatoires gaussiennes
centrées réduites. L’objet de cette étude est le comportement limite - au sens de la convergence
faible dans D([0, 1]) - espace des fonctions de [0, 1] dans R cadlag - du processus a valeurs réelles
défini pour tout n € N* par :

[nt]
1

Zn(t) = — Y G(X) = te[01]
" oi=1

ou @ est une fonction de R dans R telle que E[G(X;)] = 0 et E[[G(X;)?]] < 00 et (dp)nen-
une suite de réels non nuls.
Nous allons voir les hypothéses que doit vérifier G, la suite X et les coefficients de normalisation

(dn)nen+ pour que ce processus converge faiblement vers un mouvement brownien fractionnaire.

On peut citer le cas particulier bien connu, le théoréme de Donsker :

Théoréme 3.1 (Revuz et Yor [116] page 485) Dans le cas ou les variables G(X;) sont
indépendantes, alors avec d,, = \/n on a une convergence faible de (Z,)nen+ vers un mouvement

brownien ordinaire.

3.1 Préliminaires : un lemme de tension

Pour avoir une convergence faible dans D(]0, 1]) (2)) il suffit d’avoir la convergence finie-
. . D . . S
dimensionnelle (—{) et une suite tendue. Le lemme suivant nous donne une caractérisation de

la tension.

Définition 3.1 On dit qu’une fonction L de R dans R est a variations lentes & 'infini si

L(bn) ~ L(n) ¥b>0

n—oo

33
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On notera H ’ensemble de ces fonctions.

Lemme 3.1 Considérons une suite (Z,)nen= de processus de D([0,1]) définie pour tout n € N*

par :

S
L] vt € [0,1] avec d2  ~ n*"L(n)

d, n—00

avec0< H<1,LEH etS, = 2?21 X; ou X est une suite stationnaire de variables aléatoires

Zn(t) =

centrées de variances finies vérifiant :

E[S2]= O (n*L(n)) (3.1)
a a ]'
E[S.[*] = O E[IS.]") Vo> (3.2)
Cette suite est tendue dans D([0,1]).
Démonstration :
Soient 0 <ty <t <ty <leta> 5.
Posons

In(a,t1,t,t9) = B[ Zn(t2) = Zn ()| Z0n(t) = Zn(t1)]"]

En vertu du théoréme de Schwartz , on a :

1
2

=

1
Tnla,ty,t:t5) < =2 (]E[|5[nt2] = Snt)]**]” E[IStne = Sne1)*]

)

et de la stationnarité de X et donc de S :
1 1 1
Jn(at,tt2) < = (B[St onl*] * E [1Spuny-gor,) ]
n

Posons a,,(ta2,t1) = % et U(x) = 2?7 L5 (2).

En vertu des hypothéses (3.1) et (3.2) on a :

Il existe une constante K et un entier Ny tel que Vn > Ny,
U(n.ap(ta, t) U(n.an(t, t1))
d, ds,

Jn(a,tl,t,tQ) S Kl.

D’autre part, comme on a d2, v n*H L(n), on a l'existence d’une constante K> et d’un entier
Ny > Nj tels que Vn > Ny
U(n.ap(ta, t) U(n.an(t, t1))
U(n) U(n)
Comme Ha > 0 et comme U est bornée sur les intervalles finis, on a :

. U(n.ap(ta,t))
A Ko ==y

Uniformément pour 0 < a,, < 1 (voir de Haan [66] p.21).

Jn(a,tl,t,tQ) S KQ.

— (t2 _ t)Ha

Finalement, on a ’existence d’un entier N3 > Ny et une constante C' > 0 telle que :

Jala,ty,t ty) < C*H (ty — ) H (1 — )21
< (Cty — Cty) 2l

Comme aH > 3 (a > 35), en vertu des théorémes 15.4 et 15.6 de Billingsley [22] la suite
(Zn)n>nN, est tendue et donc la suite (Z,)nen+ est tendue.
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3.2 Le coefficient de normalisation

3.2.1 Enoncé du résultat

Le résultat développé dans cette partie affirme que nous n’avons pas le choix du coefficient
de normalisation. Ceci est une conséquence de ’auto-similarité développée au paragraphe 1.2.1

et du théoréme 3.2 ci-dessous.

3.2.2 Le résultat de Lamperti [85]

Définition 3.2 Un processus Z est dit propre si pour tout t réel, Z; a une distribution non
dégénérée.

Théoréme 3.2 Considérons un processus {X; : t € R} et une fonction f telle que :

Xg* Df
G Ejo Zy (3.3)

ol Z est un processus propre G trajectoires continues.

Pour que Z soit auto-similaire d’ordre v, il faut et il suffit que l'on ait :
FO=€LE) avee LeH (3.4)

Lemme 3.2 (Karamata [77]) Etant donnée une fonction q définie sur (0,00) et telle que
q(z) > 0 pour tout x > 0. Si l’on a :

q(tz)
1)« T ht) Vt>0

alors q s’écrit pour tout t € (0,4+00) de la maniére suivante :

q(t) =t*L(¢) avec LeH et a €R
sauf s’il existe to tel que h(ty) = 0 (respectivement h(to) = o0). Dans ces cas h(t) = 0 (respec-
tivement = oo) pour tout t > 0.

Lemme 3.3 Supposons lezistence de quatre suites (an)nen , (Qn)nen+; (bn)nens €t (Bn)nens
de réels positifs, d’une suite (Gp)nen- de fonctions de répartition et de deux fonctions de ré-

partition Fy et Fy non dégénérées telles que, pour tout x € R :
Gnlanz +by) = Fi(x) et Gun(anz + B,) = Fy(z)
alors on a :

lim bn = B

n—0co Gy

.a
0< lim =2 < et
n—00 iy,

< 0

et ces limites existent.

Idée de la démonstration :

Etape 1 : cas ot F; = F» Voir Kolmogorov-Gnedenko [65] théoréme 2 page 42.

Etape 2 : lien entre F et G
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Lemme 3.4 (Kolmogorov-Gnedenko [65] théoréme 1 page 40) Si la suite de fonctions
de répartition (F,)nen+ converge vers la fonction de répartition F propre, alors pour que la
suite (Fy(an. + by))nen+ converge vers une fonction de répartition G propre il faut qu’il existe
p>0 et q€R tels que F(.) = G(p. + q).

Etape 3 : Démonstration du lemme 3.3

Par la seconde étape, F7 et F5 sont liées par la relation

Fy(z) = Fi(pz + q) avecq €ER, pe R*

Comme

Gplanx + Bn) — Fr(x) on a donc

Gn(anu —4, Br) — Fi(u) et comme
p
Gnlanz +b) — Fi(x)

La premiére étape nous dit qu’alors on a :

bn — (Bn — B
lim &7 —1 ot 1imwzo
n—00 Py, n—00 Qn

et donc le résultat escompté :

.. Qp .
lim — =p et lim —— = =
n—00 Ay, n—oo Qp

d’ou le lemme.
Démonstration du théoréme 3.2 :
Etape 1 : Si l’on a (3.3)

Soit (&, )nen+ une suite croissante de RT telle que lim &, = +oo.
n— 00

En prenant t = 1 dans (3.3) on a pour tout z € R :
P[Xe < f(&)2] — P[Z1 < a] (3.5)
11— 00

Avec t # 0 quelconque, (3.3) donne pour tout z € R :

P[Xe: < f(&)x] 2 P[Z: < z] on pose (; =&t
P [Xgi < f(%)a:} 2 P[Z, < z] prenons t' = %
P[X, < f(Gt)0)] — P[Z, <a (3.6)

En vertu des hypothéses sur le processus Z on peut appliquer le résultat du lemme 3.3 aux
relations (3.5) et (3.6) ce qui nous donne pour tout ¢’ € (0, 00) :

f(Gt")
F(G) i

Nous sommes alors dans les conditions du lemme 3.2 qui nous donne la conclusion souhaitée
sur le comportement de f.

b(t")
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Etape 2 : Si lon a (3.3) et (3.4)

On notera par commodité d’écriture
{Xi <z} pour (Xy <zyp,...,X4, <xp)

Pour a > 0 donné, (3.3) nous donne les deux relations suivantes :

s ({26 <ol| —p((z <o) (3.7)
ber[[58 <] iz

Comme on a ’hypothése (3.4), c’est & dire f(x) = 2*L(x), on a donc

f(a) _ o Liag)

f(&) L(¢&)
Comme L € H, il existe une fonction u telle que lim u(z) =1 et telle que
Tr—r00
flag) _ o
=a"u(z
Flo

On obtient alors

i P |{ 220 <2} | = P{Z0 < 0}

¢=oo || f(ad)
Jim P H ﬁ;?) u(€) < aiH =P[{Zu < x}] (3.8)

Comme a > 0 on a lim a{ = 400 et comme lim u(z) = 1, on a donc en vertu de (3.7) la
£—o00 T—00

limite suivante vraie en chaque point de continuité du processus X :

i P [{ F2u(e) < 2| = [12 < 2] (3.9)

Des équations (3.8) et (3.9), on déduit 1’égalité suivante :
P{a” Z <a}] = P[{Zu < o}]

Qui signifie précisément que le processus Z est auto-similaire d’ordre a.

3.3 Hypothéses sur GG

Soit X ~ N(0,1).

On définit
G={G : R>R|E[G(X)]=0 et E[G(X)?] < o0}

On a
—+o0

GcL’n)={G : R>R| G*(z) n(dr) < oo}

— 00



38 CHAPITRE 3. DOMAINE D’ATTRACTION DU MBF

2

avec n(dz) = \/% exp(=—) dz.

Comme les polynémes de Hermite

z2. dd —z?
2) (e

Hy(x) = (—=1)" exp( )) ¢€N
forment un systéme orthogonal de fonctions de £2 (n) satisfaisant
E[H;(X).Hy(X)] = d14.9!

on a, pour tout G € G, le résultat suivant :

Propriété 3.1 On pose J(q) =E[G(X).Hy(X)]. On a alors :

> 20, x0) 29 6x)

!
q=0 &

On définit m = min(q € N | J(g) # 0) et on 'appelle rang de Hermite de G.
On notera G; = {G € G | m =1}.

Nous allons nous intéresser aux fonctions G de G; c’est & dire les fonctions G de G vérifiant

J(1) =E[X G(X)] £ 0

Nous allons voir que sous de bonnes hypothéses, sur X, on a pour tout G € Gy, la convergence

de (Z,)nen+ vers un mouvement brownien fractionnaire.

3.4 Hypothéses sur X

Etant donnée une suite stationnaire X de variables aléatoires gaussiennes, on notera r(i —
J) =E[X;X;].

3.4.1 Hypothéses (H1)(H,L)

On dira que la suite X satisfait les hypothéses (H1)(H,L) si on a :

i

Jim r(k) =0 (3.10)
ZZ”—J ~ 1?1 L(n) (3.11)
S Iri=pl = 0 (M Lm) (3.12)

avec%<H<1etL€’H.
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3.4.2 Hypothéses (H2)(D,L)

On dira que la suite X satisfait les hypothéses (H2)(D,L) sion a :

r(k) ~ EPL(k)

k—o0

avecO0< D <let L€EH.

3.4.3 Liens entre ces hypothéses
Propriété 3.2 (Taqqu [129] lemme 3.1 p 293.) On a :

. e e H 2L
Si X satisfait (H1)(H,L) alors X satisfait (H2) (1—5,m>

et dans le cas r(k) monotone décroissante pour k grand, on a :

Si X satisfait (H2)(D,L) alors X satisfait (H1)(2—2D,D(2D — 1)L)

3.4.4 Caractéristique de ces hypothéses

Le théoréme suivant va motiver le choix de ’hypothése (H1)(H,L) comme hypothése d’étude :

Théoréme 3.3 Soit G € Gy et soit X satisfaisant (H1)(H,L).

On a alors :

n—oo

- 1
Var <E G(Xi)> ~ J21).n*" L(n) avec <H<1
i=1

Démonstration :

En vertu des propriétés des polyndémes de Hermite, on a la relation suivante :

J*(q)
q!

E[G(X)G(X)] = (i =)

Voir Rozanov [118] p.182.

Posons G*(X;) = G(X;) — J(1)X;, on a alors :

E

ZG(Xz’)
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avec les définitions suivantes :

n

S$i) = T D r(i—J)

O n*fL(n) par (3.11)

n— o0
n

Sa(n) = Y BIG™(Xi)G(X;)]

i=1 j=1

n n

Sa(n) = D JME[X,G*(X))] +E[G"(X) X))

i=1 j=1
=0 (3.13)

(3.13) tient au fait que les polynomes de Hermite forment une base orthogonale et que G*(X;)
n’a pas de composante en "X;".

En conclusion de ces remarques, il ne reste plus qu’a montrer que :

Sa(n) = o (n*"L(n)) (3.14)

n—o0

De ’hypothése (3.10) et du fait que, X étant normalisée, |r(i — j)| < 1, on a donc |rf(i — j)| <
|72(i — j)] Vg > 2 et donc :

)P ILEIIHEAIED 3 ) DE=LIRICE))
SN EEHHIEEC
<Y Y- )

avec C' = 3" T E[G*(X;)?] < .

=2 q!
L’hypotheése (3.10) nous assure que :
Ve>0, 36>0, [i—jl>d0=1r(i—j)| <e

Donc en majorant |r(i — j)| par 1, on obtient :

DI ) S Ul R )| R S (a Rl

i=1 j=1 li—j|>6 li—j|<é
<e Y -+ Y1
li—j|>0 li—j|<d
N
<e Y Iri—jl+Cln (3.15)
i,j=1

Comme H > % on a
Cleln= o (n*"L(n)) (3.16)

n—oo
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et par ’hypothese (3.12) ona 37 327 [r(i—j)| = O (n*"L(n)) mais ¢ étant arbitrairement
n— o0
petit, on obtient :

e Y D lri=pl= o L) (3.17)

i=1 j=1

Les relations (3.15), (3.16) et (3.17) nous donnent le résultat voulu.

3.5 Convergence vers le mouvement brownien fractionnaire

3.5.1 Enoncé du théoréme principal

Théoréme 3.4 Supposons que G € G et que X satisfasse (H1)(H,L).

Posons

1 [nt]

Zn(t) = a > G(Xy) (3.18)
k=1
avec d,® ~ 0P L(n).
n—oo
Alors on a
Z, 2 J(1)BH
n—oo

avec J(1) = E[X G(X)] et B¥ un mouvement brownien fractionnaire de paramétre H > %.

Corollaire 3.1 Le méme résultat est obtenu quand X satisfait ’hypothése (H2)(D,L) et quand

2 2 2-D
dy, n:oo apye=p) " L(n)
Démonstration :

Ceci est une conséquence de la propriété 3.2 spécifiant une équivalence entre les hypothéses
(H1) et (H2).

3.5.2 Enoncé du théoréme de réduction

La démonstration du théoréme 3.4 découle du théoréme de réduction suivant :

Théoréme 3.5 Soit G € Gy et soit X satisfaisant (H1)(H,L).
Définissons Z,1 par :

Zna(t) = T Z Xy  Vtelo,1] (3.19)
et rappelons que Z,, est défini par (3.18).
Si les distributions finies-dimensionnelles de Z, ;1 convergent, alors Z, converge faiblement
dans D([0,1]) vers un processus J(1)Z(t) ou les distributions finies-dimensionnelles de Z sont

les distributions limites que celles de Z,, 1 quand n — oo.

Ce théoréme affirme que si on arrive & montrer le théoréme 12.2 dans le cas particulier o
G(z) = z alors grace a ce résultat, il sera montré pour tout G € Gj.
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3.5.3 Démonstration du théoréme 3.4

FEtape 1 : G est l’identité
Convergence des lois finies-dimensionnelles
Soient p € N* et (t1,...,tp) € [0,1]P.

Comme le vecteur (Xy,, ..., X;,) est gaussien, il en est de méme du vecteur (Zy 1(t1), - - -, Zn,1(tp))-
Posons Cy,(ti,t;) = E[Z,,1(ti).Zn,1(t5)] et C(ts,t5) = limy, 00 Ci(ts, t5).
Quand n — oo, la fonction caractéristique de (Z,,1(t1),. .., Zn,1(tp)) converge vers celle d’un
vecteur gaussien centré de matrice de covariance (C'(t;,t; ))Z j—1- Notons (Zty,- .-, Zy,) ce vec-
teur.
Posons
t:
n] Sinti
S[nt]—ZX (Zna=—77)
n
Comme

Culti, ty) = %TlL(n) ( [S[nt ]] +E [SW ]] [Sﬁnti]—[ntj]l])

En vertu de ’hypothése (3.12), on a :

[nt;] [nt;]
[ (nt; ]] Z Z r(u —v)
u=1 v=1
~ Kt L(nt)
: K.TL2HL([TLti])ti2H
1 2 K.L([nti]) 2H
2n2HL(n)E [S[nt ]] n—oo  2.L(n) b

On a donc d’une part :

K
Ch(tiytj) — 5 — (2 2 g — 1P

n—oo

Et d’autre part :
Cn(ti, t]‘) n—_>)oo C(ti, tj)

donc on a :

K
C(t;,t;) = 5“’21{ + 27 4 |t — 57

On a donc le résultat voulu & savoir :
2l JKBH

Tension de (Z,,1)nen+

Vérifions que (Z,,1)nen+ satisfait les hypothéses du lemme 3.1 :

e Comme { < H <1, 0n adonc 557 < 1 et donc on a I’hypothése (3.2) qui est trivialement
vérifiée avec k = 1.

e La suite X est stationnaire par hypothése.
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e Montrons que ’hypothése (3.1) est satisfaite :
On a:

E[S.’] =E <§:Xi>2
= zn:zn:]E[Xi Xjl

i=1 j=1

n n
=22 =)

i=1 j=1

~ n?*HL(n) (3.20)

n—o0

Ou (3.20) découle de (3.11). L’hypothése (3.1) est donc vérifiée.

Le lemme 3.1 est donc applicable ce qui prouve la tension de la suite (Z,1)nen-.

Conclusion
On a donc la convergence finie-dimensionnelle et la tension de la suite donc en vertu du théo-

réme de Prohorov (Billingsley [22, théoréme 6.1]) on a la convergence faible dans D([0, 1]).

Etape 2 : cas général
Conséquence du théoréme de réduction.

3.5.4 Démonstration du théoréme 3.5 de réduction

Convergence des lois finies-dimensionnelles
Soient p € N* et (a1,...,ap) € RP.
Comme les distributions finies-dimensionnelles de Z,, ; convergent disons vers celles de Z,on a

donc :
p p

Wn,l(p) = Z auZn,l(tu) nf)oo J(]-) Z auZ(tu) = Wl (p)

Comme on a :
Wa(p) = J(1)Waa(p) + (Wa(p) — J (1)W1 (p))
Pour avoir la convergence finie-dimensionnelle de Z,, vers J(1)Z, c’est a dire

p

5 T auZ(ty) = Wi(p)

—00

Wy(p) = Z ay Zn () .

u=1

il est suffisant, en vertu du théoréme 4.1 de Billingsley [22], de montrer que :
Wa(p) = J()Wai(p) — 0 (3.21)

Mais comme on a :

E[Wa(p) = JOWan @) <> Iauavldi2 YD E[GH(X)G(X;)]]

u=1v=1 n =1 j=1
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Avec G*(X) = G(X) — J(1)X.
Donc en conséquence de (3.14) on a :

E[Wa(p) = J()Wai(@)]’ = o (1)

n— o0

La convergence en probabilité (3.21) en résulte via l'inégalité de Tchebycheff.

Tension de (Z,)nen-

Veérifions que (Z,)nen+ satisfait les hypothéses du lemme 3.1 :

e Comme % < H < 1, on a donc ﬁ < 1 et donc on a I’hypothése (3.2) qui est trivialement

vérifiée avec k = 1.
e La suite G(X) est stationnaire G étant mesurable et X étant stationnaire par hypothéses.

e Montrons que ’hypothése (3.1) est satisfaite :

Comme nous I’a montré le théoréme 3.3, on a :

L’hypotheése (3.1) est donc vérifiée.

Le lemme 3.1 est donc applicable ce qui prouve la tension de la suite (Z,)nen+- On a donc la
convergence finie-dimensionnelle et la tension de la suite donc en vertu du théoréme de Prohorov

(Billingsley [22, théoréme 6.1]) on a la convergence faible dans D([0, 1]).



Deuxiéme partie

Capacité de stockage d’une file a
entrée brownienne fractionnaire

avec dérive
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Introduction

Dans cette deuxiéme partie, nous allons nous développer I’étude d’un modéle fractionnaire en
télécommunications. Dans l'introduction nous avons évoqué le fait que les modéles markoviens
classiques ne suffisent pas pour décrire les données réelles. Le modéle le plus simple introduisant
le mouvement brownien fractionnaire est le modéle d’une file & entrée brownienne fractionnaire
et & taux de service constant. Ce modele a été introduit par Norros [101, 102] en 1994. Sur
un tel modeéle, le plus intéressant est bien sir de connaitre le comportement de la capacité de
stockage et notamment le comportement de queue de sa distribution ce qui revient & étudier le
comportement asymptotique de :

u — P|sup (Bf —dt)>u (A)
teR+
Les premiéres pierres sont posées par Norros [101] en 1994. Les principaux résultats font
I’objet du chapitre 4.

Le chapitre suivant présente les travaux de Massoulie et Simonian [94] de 1999. La démons-
tration donnée ici est différente de ’article originel afin de permettre une démonstration précise
des deux bornes.

Le chapitre 6 présente les travaux de Piterbarg et Hiissler [74] qui ont donné, en utilisant les
outils des processus gaussiens un équivalent asymptotique de (A) (le méme que Narayan) dans
un cadre plus général, celui d’une dérive en t® avec b > H. La fin de ce chapitre est consacrée &
des considérations en horizon fini. La question est partiellement traitée par Duncan et al. [52].
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Chapitre 4

Résultats préliminaires sur la

capacité de stockage

4.1 Modéle proposé par Norros (1994)

4.1.1 Processus d’entrée et de service

Le modéle introduit par Norros est le suivant :
e Processus d’entrée : Le processus d’entrée est donc défini pour tout ¢t > 0 par :

A(t) = mt+amBF et A(0) = 0 P—p.s.

avec
— a > 0 coefficient de variance.
— m > 0 taux moyen d’entrée.
— BY un mouvement brownien fractionnaire avec H > %
Remarque 4.1 Les simulations de Bellcore donnent pour ce paramétre une valeur voisine
de 0,8.

e Processus de service : le service est constant, on notera ¢ > 0 le taux moyen de service.

4.1.2 Processus de stockage

Définition 4.1 Le modéle brownien de stockage & entrée brownienne fractionnaire est le pro-
cessus V défini pour tout t € R* par :
Vi = sup (As — As —c(t — 5)) (4.1)

sER
s<t

= sup (Vam(BJ' - BF) — (c—m)(t - %)) (4.2)

sER
s<t

Remarque 4.2 La stationnarité des accroissements du mouvement brownien fractionnaire en-
traine la stationnarité du processus de stockage et de ce fait il suffit de s’intéresser a la variable

V =V (0) en régime stationnaire.

Remarque 4.3 Pour assurer la stabilité du systéme, on impose ¢ > m.
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4.2 Premier résultat sur la capacité de stockage

Pour donner des propriétés sur la capacité de stockage, il parait naturel de copier ce qui
a été fait pour le mouvement brownien ordinaire. Dans ce cas, une application du théoréme
de Girsanov nous fait passer d’'un processus avec dérive & un processus sans dérive via un
changement de probabilité absolument continu. La question est alors close puisque le sup du
mouvement brownien ordinaire est parfaitement connu et découle de la propriété de Markov
Fort. Bien qu’une version fractionnaire du théoréme de Girsanov existe (voir Norros [103, 104]),
ceci ne nous rend pas beaucoup de service puisque le supremum du mouvement brownien

fractionnaire est encore peu connu (on n’a pas la propriété de Markov forte).

4.2.1 Une relation frontiére sur les paramétres

Une condition habituelle dans les applications aux télécommunications est que la probabi-
lité que la charge de travail dans le systéme dépasse un certain niveau = appelé condition de
stockage est nécessairement au plus égale & un paramétre € appelé qualité de service. x est le
substitut de la capacité de stockage dans notre modéle & capacité infinie.

La relation suivante a donc lieu au maximum de charge permise :
PV >zl=e¢ (4.3)

Elle donne une relation entre les paramétres du systéme séparant les combinaisons de paramétres

admissibles des autres :

Théoréme 4.1 Supposons que (4.3) soit vérifiée. Posons p=". On a la relation suivante :

e cH 3 H = cste (4.4)

ot la constante ne dépend que des parameétres H et €.

Lemme 4.1

V £ sup (A(t) — ct)
t>0

Démonstration du lemme
En effet, de (4.2) on a :

V =sup (m (—BH(S)) - (C - m)(—s))

s<0

Or les processus {—BX : s € R} et {BY, : s € R} sont gaussiens centrés de méme fonction
de covariance donc indistinguables. Par conséquent on a :

v £ sup (vam BY(=s) ~ (e~ m)(~s))
é sup (\/(% BH(S) - (c—m)S)
§>0
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Démonstration du théoréme :
Soit £ > 0. On a :

PV >a] = ]P’{sup [@BH(t)—c_mt] >1]

t>0 T T

L’auto-similarité du mouvement brownien fractionnaire nous assure que :

{@BH(t) : te]R} {BH([@]%& : tER}

[

T T

T~

On pose maintenant s = [V ‘;m] tetona:

PV >z2] = ]P’lsup

Avec f(y) = P |sup [Bf —yt] > 1]. Cette fonction est strictement décroissante et on a f(0) =
>0
1 et f(co) = 0. On peut donc écrire les relations suivantes :

(c—m) %1>

e =P[V>z = f(Wx

donc

[ = et
En substituant p = “*, on obtient I’équation voulue & savoir :

1—p _1 _ -
m_C(H BI/H G(=H)/H _ 1/(H) =1 ()

Par définition de la fonction f, celle ci ne dépend que de H et de €, d’ou le résultat énoncé.

Dans le cas brownien Dans le cas particulier du mouvement brownien ordinaire, H = %,

la formule (4.4) se réduit a :

1—
pm:cste

Cette relation est bien connue et correspond & I"approximation heavy-traffic d’une file M/D/1.

Dans le cas brownien fractionnaire Dansle cas H > %, la situation est tout autre. Fixons

¢ le taux de service, on peut alors exprimer = en fonction de p :

T = cste.p2(11H) (11— p)_lfH

On voit que quand H est grand une augmentation conséquente dans l'utilisation de p (par

exemple en divisant par deux la capacité libre 1 — p) nécessite une énorme augmentation de la
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place du stockage. Ceci conforte 1'idée que dans un réseau par paquets, le facteur d’utilisation
du trafic puisse étre amélioré en augmentant la taille du buffer. Maintenant, en fixant z, on
obtient :

__H_
AT

1
C = cste.p?a=1 (1 — p) 2
La conséquence de cette expression est que les liens de transmission avec grandes capacités
peuvent étre intensément utilisés sans augmenter le buffer.
4.2.2 Borne inférieure de la capacité

Théoréme 4.2 On a :

P[V>x]2$<\/i_m.<c;lm>H<lj?H>lH) (4.5)

o ®(y) =P [BlH > y] est la fonction de répartition résiduelle d’une distribution normale stan-
dard.

Démonstration :
On a par définition de la stationnarité de V :

PV (t) >z =P[V > 1] (4.6)
> sup P [(m - ¢)y + VamB])' > ]
> st;po P {B{{ > %] (4.7)
—[x+ (c—m)y
= ? { Vamy ]

Ou (4.7) découle de I’auto-similarité de BY. La dérivée de :

t— @ {7274:/20_”;?)1

est donnée par :

ts ((c—m)\/%t—\/%H(H(c—m)t)) 5 {x-l—(c—m)t]

tH+L /am VamtH

Comme @ est le complémentaire d’une fonction de répartition, elle est donc décroissante et
donc @'(y) est négatif pour tout y. Le maximum est donc atteint pour une valeur t* telle que :

(c —m)yamt* — JamH (z + (c—m)t*) = 0
Hz
(1—H)(c—m)

o] (o (5 ()

Ce qui donne le résultat voulu.

t* =

Donc on a le résultat :

PV(t)>a]>®
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|

Remarque 4.4 En utilisant Uapprozvimation de ®(y) par exp(—y;), on obtient l’expression
suivante :

Le comportement de queue du niveau de stockage pour un modéle brownien fractionnaire est

donc dans le meilleur des cas weibullien c’est a dire du type exp(yz®) avec B < 1. Cette
approximation montre toute l'importance de la valeur du paramétre d’auto-similarité H pour la
capacité de stockage ce qui dessine la frontiére entre le modéle traditionnel et le modéle de trafic
avec entrée auto-similaire. Dans le cas brownien, 'expression (4.8) se réduit o une distribution

exponentielle ce qui est bien connu dans le cadre des approzimations de file M/D/1.
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Chapitre 5

Le résultat de Massoulie et

Simonian

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence 'importance de la variable V' =
V(0) :

v

sup (Ao — As — (0 —s))
SsER
s<0

sup (vamB — (c —m)s)

§>0

Pour simplifier les écritures, nous allons, dans la suite de cette partie, considérer /am = 1
et C = c—m > 0. On se raméne donc & I’étude du supremum, sur un horizon infini, d’un
mouvement brownien fractionnaire avec une dérive négative. L’objectif de cette partie est de

raffiner le théoréme 4.2.

Théoréme 5.1 Pour x suffisamment grand, il existe des constantes K et k telles que ['on ait :
1 _

PV > z]> E.w(l_H)2/H.(ln(m))_1/2H.CI’(/W:I_H) (5.1)

< KgU=M*/H (g —H) (5.2)

Ce résultat a été montré par Massoulie et Simonian [94] en utilisant un résultat de Adler
[2]. Cependant, les outils utilisés par Massoulie et Simonian pour démontrer la borne inférieure
ne sont pas démontrés dans [2]. La preuve de la borne inférieure est donc incompléte. Dans ce
chapitre, nous complétons cette démonstration en nous basant sur ’article de Samorodnitsky
[122] plutdt que sur [2].

5.1 Préliminaires

5.1.1 Introduction du processus {G; : t € R"}

Considérons le processus {G; : t € RT} défini pour tout £ € RT par :
Byt

a, =
R

35
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Remarque 5.1 Le processus {Gy : t € RT} est gaussien et centré. La condition de stabilité
de la file C > 0 assure que le supremum définissant Vy est fini presque sirement et donc que
les trajectoires de G sont bornées presque sirement (Voir Norros [101]).

Propriété 5.1
H

PV >z]| =P |sup G; >
[ ] t>g b7 gH-1
Démonstration :

Par définition de V' on a les équivalences suivantes :

V>z & 3t>0 B -Ct>z

& >0, B >z +Ct
Bf

1
a:+C’t>

& 3t >0,

Donc on a en posant ¢t = xs :

Bf! BY
PV =P 1{ =P ¢ 1
[ >$] Egg z+ Ct > ] i‘i‘é xr+xs >

On utilise maintenant ’auto-similarité pour écrire :

mel BH
PV =P - 1
V>l E&% o 1+s>}

CH
=P Et;}(;)) Gs > wH—_l} (5.3)

ou la validité de (5.3) découle du fait que C' > 0 et que z > 0.

<
Posons maintenant pour tout ¢t € Rt :
C’H ) t2H
= —— et r*(t) = E[G?] =
€ Z‘H71 ( ) [ t] (1+t)2
Propriété 5.2 La fonction r atteint son mazimum en un point t = % La valeur de r(f) =

HY(1 — H)OH) sera notée 7.

Cette propriété est la principale motivation de I'introduction du processus G. En effet, on
est en présence d’un processus qui, contrairement au mouvement brownien fractionnaire, a un
moment d’ordre 2 qui atteint son maximum sur [0, +oo[ (en #). C’est une propriété clé pour
appliquer les résultats classiques sur les processus gaussiens. Certains de ces résultats sont

consignés dans I’annexe 13.1 page 185.

5.1.2 Localisation du probléme

Etant donné que t — E [Gf] atteint son maximum en un point # et que 'on a

PV >z =P [sup Gy >£}
>0
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on peut, pour un voisinage 1" de ¢ borné, écrire :

P {sup Gy > E] < P {sup G > E]

teT >0
< P{sup Gt>£] +P{sup Gt>§}
teT t¢T

Une application du théoréme de Borell 13.2 nous donne :

(€ — Mrp)?
P oup 61> <2.om (550 )

ot My =E [sup Gt} et Q% =E {sup Gf] <72
t¢T t¢T

On a donc

P {sup G > f} = o <]P> [sup G > fD (5.4)

t¢T §—ro0 teT
Cette remarque nous permet de localiser le probléme sur un voisinage 7' borné de ¢ quel-

conque.

5.1.3 La distance canonique et les d-boules

Les propriétés locales d’'un processus gaussien peuvent étre analysées en utilisant un outil

propre au processus étudié : la distance canonique.

Définition 5.1 Etant donné un processus gaussien centré {G; : t € RT}, sa distance cano-
nique d est définie par :
d*(s,t) = E[(Gy —Gy)?] s,t>0

H
Lemme 5.1 (Massoulie et Simonian [94]) Posons pour tout t > 0, G, = f—+‘t. La distance

canonique associée prend la forme suivante :

st = — 1 [ — s — (t—s) ( e )] (5.5)
’ (1+s)(1+1) 1+t 1+s
Dans la suite, nous noterons ¢ la fonction définie par :
P2H
q(t) = 51 Vt>0 (5.6)

Etant donnés T C [0,400[ et € > 0, on notera Ny(T,¢) le nombre de d-boules de rayon e
nécessaire pour recouvrir 7. De la méme maniére, on notera N} |(T',¢) le nombre de boules de

rayon € au sens de la norme euclidienne nécessaire pour recouvrir 7.

Remarque 5.2 Ny(T,e) =1 dés que e > 7.
Nous noterons ||t|]| = [|Gi|]2 = /E[G7]. On utilisera les ensembles suivants :
+
Ty ={teT, il > n}
T, ={teT, |t < n}
N7 (n,e) = N(T ,e)
N~ (n,e) =N(T, )
N(nlan275) :N(Ta;q r\lTn;aE)
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5.2 La borne inférieure

5.2.1 Quelques lemmes préliminaires

Lemme 5.2 (Feller [56]) Soit X ~ N (0,1), alors on a pour tout A >0 :

1 -1 -3 Lo Lo Lo
N — . < < — .
\/2_()\ A7) exp( 2)\ ) PX > A \/2_>\ exp( 2)\ )

Lemme 5.3 Soient (X1, X2) un vecteur gaussien centré de matrice de corrélation

1
( p) avec —1<p<l.
p 1

Soient Ay et Ay non négatifs. On a alors :

(a) Sip<0,

]P’[Xl > /\1,X2 > /\2]

_ 2)3/2
c1=p)
- 27

A2 + )\2 — 2p)\1A2
—1 1 2
(A = pA2) (A2 = pAr)] " exp <— 51— ) )

(b)Sip>Oetp<§—;<%,

1 A + A2 —2p>\1>\2
P[X X < —\7! -4
[ 1> A1, Xo >>\2]_ \/ﬁkl exp( 2(1_p2) )

(c) Dans le cas particulier ot A\; = A2 = XA > 1, on a, sans condition sur p, l’existence d’une
constante M telle que :

2
]P[Xl > )\,XQ > )\] S M )\_1 exp (-ﬁ)

Démonstration :
(a) et (b) sont démontrées dans Samorodnitsky [122] lemme 2.2. p.57.
Pour (c), on distingue deux cas, ou bien p > 0 on peut alors appliquer (b) car il =1leton

a directement :

/\2
P[X X <M X! -
[X1>AXe> )] < A exp( 1+p>

ou bien p <0 et alors on a par (a) :

L=p)* \?
P[X1 >\ Xz > A < o = exp<—1+p>
(

L 27r()1( _+)p))3/2/\ 1 exp <—1A+2p> (5.7)
< (l—p)”;jr( +p)*? oxp <_1fp>
<M AT exp <—1fp> (5.8)

Ou (5.7) vient du fait que A > 1 donc A2 < A~ ! et (5.8) découle directement du signe de p.
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<
Lemme 5.4 Supposons qu’il eziste oy tel que pour tout § < §g on ait :
Ve >0, axd™e F < NT(F—06,e) <aie ™ 4+ N (5.9)
avec k1 > k> 2m > 0 et ay, a2, Ny des constantes positives.
Alors, pour tout \ assez grand, on a :
2
P [sup G > )\] > M AF2mol (In(n)) k2 e e
teT
o M est une constante positive.
Démonstration :
Pour tout ¢ et tout 4, il existe n = A" (F — 4, ¢) points @1, ..., z, de T vérifiant les hypothéses :
1|zl >7—0
2 ||z; — zj|| > € pour tout i, j.
Soit A > 1,on a:
P {sup G > /\] >P [max Gy, > )\]
teT
n
> PG > A - Z > P[Gai > A, Gy > )] (5.10)
\z:l P i=1 i<j
(4) (B)

Ou (5.10) découle de la formule d’inclusion-exclusion.

Le principe de la démonstration va étre de donner des valeurs & § et a € de sorte que (B)
devienne négligeable devant (4A) quand A\ devient grand.

2 _ 1~ 1 2 _
On pose A —2r50,)\ =

poser p = W On remarqu

: % de sorte que A > \g implique § < . On va également
e

,,’;’

que
Sy R R (5.11)
T =T 2A2 .

Etape 1 : Minoration de (A) :
Pour tout 1 < i < n, 'hypothése H1 assure que la variance de (G, est majorée par # — J. On
applique alors le lemme 5.2 pour écrire :

(A) > My n A7 exp(=A*/[2(7 — 6)%])

> My n At exp(—A\?/[27%(1 — %)\*2)]) (5.12)
> M; A7 exp(=A%(1 4+ A72)/[272]).6m ek (5.13)
> My N2 exp(=X2/[272]).p%.(In(X)) ~*/2 (5.14)

(5.12) vient de (5.11), (5.13) se vérifie & la main et est vraie dés que A\? > 1/2 on utilise éga-

lement la minoration de n donnée en (5.9). Enfin (5.14) est obtenue en remplacant 0 et € par
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leurs valeurs en fonction de .

Etape 2 : Majoration de (B) :
Une application directe du lemme (5.3) - aprés réduction des variables - nous donne pour tout
i et tout j :

)\2
PGy, >\ Gy, >A] <M A — 5.15

Pour majorer la double somme, nous allons majorer chacun de ses termes en minorant le
coeflicient de corrélation p; ;.
i = X (Hﬂfill2 + 2517 — [l —l‘jll2>
i, —
T2 (ERIRIEA

Or on sait que par définition de 7 et par ’hypothése H1, 7 — § < ||z;|| < 7, et par ’hypothése

H2 ||z; — ;|| > €. Donc en appliquant les définitions de € et de d on a :
_2-e 1 Z A2 In())
PLi = 9 —op2 = -2
En utilisant (5.16) (5.15) devient :

(5.16)

-1 A(1-A"?)
P [Gzi > NGy > /\] < M3 A" exp Tom 2 Ll
72(1— 45~ — 3P n(A))
A2 (1—)272)
< M3 27! - 5.17
=0 eXp( 2772(1—ip2)\21n()\))> (5.17)
M1 =21+ 1p*A2In(A
< Ms ' exp (- ( I 2;’241’ l ))> (5.18)
A2 1 p’In())  A2In())
< -1 AT
S My A7 exp ( 272 272 g2 82 )
A2 p?In())
~1
< My X" exp <_ﬁ> exp (— 52 > (5.19)
p2 )\2
S M5 )\_1_8772 exp (—2—7:2>

(5.18) est vraie pour A grand en effectuant un développement limité. (5.19) est valide puisque
A2 In()\)

5= sont négligeables devant les deux autres.

pour A grand, les termes 5k et

En utilisant I’hypothése du lemme on obtient :

»? A2
(B) < n? Ms A\ 1752 exp <—2~2>
< M; /\7178%22 exp ( ) (No + aze*1)2
< M; Alde exp ( ) (No + ay.#=F p=F (In(\))7F1/2 \k)2
< Ms Alde exp ( ) p7 2R (In(X)) 7R N2k (5.20)

2
< My p~ 2k N2 g (In(x))~k exp( ;;2) (5.21)
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(5.20) vient du fait que, pour A grand, Ny ést négligeable devant les autres termes .

En comparant les relations (5.14) et (5.21), on voit qu’en prenant p assez grand, ce dernier
est négligeable devant le premier ce qui démontre le lemme.

<

5.2.2 Démonstration de la borne inférieure (5.1)

le processus G vérifie un encadrement de type (5.9) Ce résultat est suffisant pour

montrer la borne inférieure.

Lemme 5.5 Il existe A <7 tel que pour tout 6 < A on ait :
Ve>0  k(T,HWée # < N*(7F—6,e) <K(T,H)e # + N(T)

ot k,k', N ne dépendent que de H et T.

On remarque que comme H < 1, on a 2.% < %
Démonstration :
FEtape 1 : la borne supérieure
Partant du principe qu’il faut d’autant plus de boules pour recouvrir un espace d’autant plus

grand, il nous suffit de montrer que, puisque T+ (¥ —§) C T, l'on a :

T~

Nt(F—6,6) < N(T,e) < K'(T,H)e™ 7 + N(T)
Considérons A = {n € N | [n,n + 1[NT # @}. T est borné donc A est fini et on a :
N(Tye) < Y N(n,n+1[e)
A
D’autre part, la fonction ¢ définie en (5.6) page 57 est croissante sur R™ par conséquent le

terme (t—s)(q(t) —q(s)) de (5.5) est positif et on a pour tout entier n et tout (s,t) € [n,n+1[:

d(s,t)2 < |t_s|2H |t_5|2H
1+t +s) — (n+1)2

Si|t—s| < (¢ (n+1))% alors d(s,t) < e. Par conséquent on a :

Na(ln,n+1[e) < N (([n,n+1[, (e (n +1)7)

IN

1
{2(5 (n+1))%)w 1 (5.22)
1

e E)

€1
2r

recouvrir un intervalle de longueur 1 . En sommant sur A on obtient :

1
N(T,E)S Z m'i'z 1

A A
E(T,H) e % + N(T)

[ | désigne la partie entiére, (5.22) vient du fait qu’il faut [5-] 4+ 1 boules de rayon r pour

IA
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FEtape 2 : la borne inférieure

Par un développement limité & I’ordre 2 de r au voisinage de # on montre que :

2 1—-H H—4
r(t+h) = r(f)—h—Q-i— o (h?) avec Cy =V2H = (1—H) =® (5.23)
01 h—0
Rappelons que N7 (7 — §,e) = N(Ti ;,¢) avec :
TS s = {teT|r(t)>7—6}
Soit x = £ + h,
el s=r{t+h)>F-9§
h? 9
<:>r—c—12+hgo(h)>r—5
< h?’+ o (B*)<CPs
h—0
(5.24)

On peut trouver &y suffisamment petit pour que quelque soit h tel que |h| < C; V¢ et donc
z € T 5. en d’autres termes,

%, V6 < b , T, =1i—k Vo, i+k Ve (5.25)

La fonction q est croissante, sa dérivée est continue sur Rt et vérifie lim;_, . ¢'(t) = 0 = ¢'(0)
donc il existe une constante C telle que ¢'(¢t) < C' V¢ > 0. La formule de Mac-Laurin appliquée
a q assure l'existence de u € (s,t) telle que :

0 < (t=9)(a(t) —q(s)) = (t=5)(w) < Ct—s)

Or 2 —2H > 0 donc
(t—s)°
|t —s]PH jt—s| =0
Donc pour tout 1 > 0 il existe §; > 0 tel que pour tout § > d; et tout (s,t) € [RT]?, [t —s| < &
on ait :
|t _ S|2H

A" 2 a5

(1 -n (5.26)
D’autre part, pour tout (s,t) €]t — Cy V3,t+ Cy V5[, on a :
(L+5)(1+1) < (1+I+C1V5)? — (1+1)
On peut donc choisir d > 0 tel que pour tout § < d2 on ait :
(I+s)(1+t) < (2+1)?

On prend n = % et on pose A = min(dy , %,62). Pour tout § < A on a, comme § < d3, pour
1
tout (s,t) € [T:5]%, (s,t) €]f — C1 V/6,% + Cy V3[2 par (5.25) et par conséquent :

52
|t—S| < 201\/3 < 201\/K < 201“@ < O
1
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et donc par (5.26) on a

d(s,t)?> > i
’ — 2(14s)(1+1)

et comme § < d2 on a finalement :

t— S|2H
()" 2 2(24t)2
Considérons e >0 on a :
1|t —s)?H
d(s,t) <e — - —>x—
(5:1) 2 (2+41¢)?

N
= |t—s| < [2e*(2+1)%]"
De cette égalité on déduit les relations suivantes :

NTGFE—8e) = Ny (]f—c1 Vo,i+Cy \/S[,s)

> N (1 -0 Vai+ 0 Vel 2222 +£)2]ﬁ)
S PR
2e2(2 + 1)2]
Z 2 Cl \/S ;157%
[2:2(2 +#)2]
> k(H,T) Ve w

D’oit le résultat escompté.

|

Conclusion Le lemme 5.5 assure que nous sommes bien sous les hypothéses d’application du
lemme 5.4 avec k; = k = 4 et m = . Par conséquent on a :
)\2

P [sup G > )\} > M Aw! (ln()\))*ﬁ exp(—

27

On rappelle que ¢ = CH z'=H et que H < 1. D’autre part, on pose £ = C #~1. Considérons
x suffisamment grand (ou ¢ suffisamment grand) pour avoir le résultat (5.4) page 57. On peut
écrire :
]P’[V>a:]:]P’[sup Gt >£] :]P’{squt>§}
>0 teT
En appliquant le résultat du lemme 5.2 on a :
2

P[V >a] > My ¢77'7" (Ing)~2m exp(—%>

> M, €771 (Ing)~=7 B(2)

—m)? -
> M, e (In(k 7 a:lfH))*%@(n ozt H)

Ceci démontre le résultat voulu.
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5.3 La borne supérieure

5.3.1 Quelques lemmes préliminaires

Considérons C C RT et posons 7¢ = sup [\/IE[G%]].
tec

Lemme 5.6 Supposons l’existence d'un 7o < T¢ tel que pour tout 7o < §; < by < Fe et tout

€ > 0 on ait l’existence de constantes non-négatives a, Ny, k et m avec k > 2m telles que :
NC(51,52,€) < as_k (52 — 51)m + Ny (527)

Alors il existe Ag > 0 tel que pour tout X > Ao et pour K > 0 une constante non-négative on

ait :
)\2
P [sup G > )\] < K )\E2met exp(—5=)
tec 2rg

Pour démontrer ce lemme, nous allons utiliser le résultat suivant issu de Darticle [122] de

Samorodnitsky :

Lemme 5.7 (Samorodnitsky [122] pages 64-65) Supposons qu’il existe des constantes po-
sitives a, k, No telles que :
N(C,e) <ae*+ Ny

Alors il existe des constantes N\, Ko, K3 telles que, pour tout X > Ay,
A2 A2
P |sup Gt > A| £ NoKo\ 'exp(—2=) + aKs\ k1 exp(—5=)
teC 27 273
Démonstration :

Pour un certain A > 0 que nous choisirons ultérieurement, nous allons poser :
_ —M\2(a2 _ =2 S s
n = n(A) = [A3(fe —7))] avec 7o <71 < fe.

Posons alors :
62 = —(n—i)A2, i=0,1,...,n.

FEtape 1

Nous avons vu au paragraphe 5.1.2 que le probléme est localisable & un voisinage compact de #;
pour continuer notre étude, nous allons donc localiser le probléme sur un voisinage particulier
A savoir CTZ,’; .

Comme nous avons, pour A suffisamment grand 7y < §y < 7 et que d,, = F¢, nous avons donc

la relation suivante :

P {sup G > /\} < z”: P { sup  Gi> /\} (5.28)

tect i=1 tect ne;, |

Dans la suite nous noterons A; = C;; NCs, .-

FEtape 2
Les conditions sont réunies pour appliquer le lemme 5.7 pour chaque A;. Ce lemme va nous
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donner, pour chaque i = 1,2,...n, des constantes A\i, Ki et K telles que pour tout A > Al on

ait :
. 22 ) 2
P|sup Gt > M| < NoKixexp(—==) + aKiN 1 (8; — §;-1)™ exp(— =) (5.29)
Posons maintenant A\ = _max N K = _max Kiet K = _max Ki.
FEtape 3
Remarquons que 'on a, par la croissance de la suite § :
1
8i(6; —6;1) <67 —072_, < e
1 4
8 — ;1 < < =2 5.30
b= )\26l - R ( )
Conclusion intermédiaire
On conclut maintenant qu’en vertu de (5.28), de (5.29) et de (5.30), on a :
P|sup Gy > Al <
tect
71
N \? pome (4" \?
NoK3A~ —— KGN — —— 5.31
DI Y vl ) +a (2) Sewigm) G
FEtape 4
Pour estimer la somme qui figure dans (5.31), il suffit de remarquer qu’en posant a; = exp(—A?/24?)
pourtout: =1,...,n—1,on a:
D= exp(—A2/282 + \2/202)))
Qi—1
= exp(1/20267.,)
< exp(1/272) (5.32)
Conclusion

A2

L. , L, . . 2 . . ,
En remarquant que ’on a une série géométrique de premier terme e *¢ et de raison majorée

par (5.32), on peut écrire :
A2 22 1

n o0
z : T 552 z : T 552 T or2
e 251’ S e 251’ S e 27-C . -

=4
i=1 i=1 1—e?c

Finalement, nous avons le résultat voulu pour A grand. En effet, comme k& > 2m, le second
terme de (5.31) domine le premier. Et on a :
)\2

P | sup Gy > A| < K \k—2m-1 exp(—5=)
tect 2r¢
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5.3.2 Démonstration de la borne supérieure (5.2)

Le processus (G vérifie un encadrement de type (5.27) Ce résultat est suffisant pour
montrer la borne supérieure.

Lemme 5.8 Il eziste A > 0 tel que pour tout 61, 9o tels que 62 — dy < A on ait :

Ve >0 ./\/(61,62,6) < a\/62—61 8_%+N0

ot a, Ny sont des constantes (indépendantes de 0 et €).

Démonstration :
Considérons
T = TynT;, = {teT : 5 <r(t) <d}

Un raisonnement analogue & celui effectué pour obtenir la relation (5.23) nous permet ici de
dire qu'’il existe A suffisamment petit tel que, pour tout (da,d1), |02 — 01| < A on ait :

T = i — k/62, 1 — kr\/61[ U i+ k/61, 1 + kr\/6o] (5.33)

Intervalle de longueur k(v/d2—+/31) Intervalle de longueur k(v/d2—+/31)

De ce résultat, on déduit que ’on a la relation suivante :

N(T,e) < NE — k\/02,F — k\/81],€) + N(i + k\/61, & + /2], €)
Nous allons utiliser la relation suivante qui découle de la définition de d donnée en (5.5) :

_ <|2H
|t S| < |t— S|2H

N

En vertu de celle-ci, le nombre de d-boules de rayon € nécessaires pour recouvrir l'intervalle
disons | — kv/8,, 1 — kv/81[ est inférieur au nombre de | |-boules de rayon e® nécessaires pour
recouvrir un intervalle de longueur /02 — /d1. Comme on a :

(Vo2 = /01)? < (V62 — 61)?

Le nombre de | |-boules de rayon e# nécessaires pour recouvrir un intervalle de longueur
vV (52 — (51 est :
Vér — 61
— | t1
2ewH

Il est possible de faire exactement la méme chose pour 'autre intervalle, on obtient alors la
majoration suivante :

IN

2t

\/62—51 E_%-FQ

N(T,e) 2 {@1 +2

IN

Ce qui montre le résultat.

<

Conclusion La démonstration de la borne supérieure (5.2) se montre exactement de la méme
maniére que la borne inférieure démontrée au paragraphe précédent.



Chapitre 6

Résultat de Hussler et Piterbarg

La question initiée par Norros et par Massoulie et Simonian a trouvé une réponse par
larticle de Hiissler et Piterbarg [74]. Dans cet article on donne un équivalent asymptotique
(quand u — o0) de linstant de premier passage d’un seuil u par un mouvement brownien
fractionnaire avec dérive non linéaire. Les outils sont trés proches de ceux utilisés par Simonian
et sont principalement basés sur le caractére gaussien du mouvement brownien fractionnaire.

Le résultat obtenu est le suivant :

Théoréme 6.1 Soient {BY | t € R} un mouvement brownien fractionnaire de paramétre
0< H <1, b et d deux constantes positives avec b > H.

On a l’équivalent suivant :

P |sup (BT —dt*) >u| ~ D uOHOO—I/H §(g1=H/b) (6.1)

tZO U—00
avec D = D(H,d,b) et E = E(H,d,b) des constantes positives.

Remarque 6.1 On remarque facilement que lorsque b = 1, Hiissler et Piterbarg retrouvent -
et améliorent - le résultat de Massoulie-Simonian dans le sens ou l’équivalent n’est plus loga-

rithmique.

6.1 Préliminaires

6.1.1 La constante Hyy de Pickands

Propriété et Définition 6.1 (Piterbarg [111] pages 18-19) On considére le processus dé-
fini par {(x# = 2BF — 1?7 . t e R"}.
Etant donnés deux réels 0 < H < 1 et T > 0, nous pouvons définir :

Hopy(T) = ]E[exp( sup Xf)} et Hsg = lim
0<t<T T

Le résultat central est que Hopr existe et 0 < Hop < 00.

67



68 CHAPITRE 6. RESULTAT DE HUSSLER ET PITERBARG

6.1.2 La notion de stationnarité locale

Définition 6.1 Un processus {X; , t € R} est dit localement stationnaire au voisinage de sg

s’il existe deux constantes a > 0 et D > 0 telles que :

E[(X;: — X,)?]

5—80,t— 80 |t — S|O‘

=D >0

6.1.3 Le résultat central

Le résultat suivant est la clé de votiite pour démontrer le théoréeme 6.1 :

Théoréme 6.2 Soit {X; , t € [0,T]} un processus gaussien centré a trajectoires continues.
Nous noterons s la fonction définie part — E [Xf] et r la fonction de corrélation. Supposons

qu’il vérifie les conditions suivantes :

1. Unicité du mazimum de s> :

La fonction s? atteint son mazimum en un unique to €]0,T[ et s(ty) = 1.

2. Comportement de la variance :

1l existe deux constantes a > 0 et § > 0 telles que :

s(t) = 1—alt —tol? <1+t0 (1))

—to

3. Stationnarité locale en ty :

Il existe une constante « telle que :

_ 4 el
r(t,s) = 1—|t—s| <1+t_>t0(7)s_>t0(1)>

4. Régularité :
1l existe deux constantes v > 0 et G > 0 telles que :

E[(X; - X,)?] < Glt—s

Sous ces hypotheéses, nous avons, selon le comportement relatif de s et r, les équivalents suivants :
e Sia< B, alors

_ 2H.T(1/B) d(u) w228 1+ o (1))

P [ sup X; > u GallB WO

te[0,T]

e Sia=0, alors

Pl sup Xy > u
tel0,T]

e Sia> [, alors
P [ sup X; > u] = &) (1+ o (1))
tc[o,T] u—0oo
Démonstration :
Elle sera discutée au paragraphe 6.3.2, la démonstration compléte se situe dans Piterbarg [111]
pages 19-20.
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6.2 Démonstration de 6.1

L’idée est d’appliquer le théoréme 6.2. Bien que les hypothéses 1 et 2 soient vérifiées par
{YH = ]f—;IH : t € R"} le mouvement brownien fractionnaire normalisé, ce n’est pas le cas
des hypothéses 3 et 4. On va donc avoir recours & un processus intermédiaire G° défini page 69.
Les étapes de la démonstration sont les suivantes :

Etape 1 : G" vérifie les hypotheses du théoréme 6.2,

Etape 2 : On localise le probléme pour se ramener & un intervalle compact (le théoréme

6.2 n’est valable quand dans ce cas),
Etape 3 : On compare G* avec {Bff —dt® : t € RT},
Etape 4 : On conclut.

Etape 1  Pour simplifier les calculs, nous allons introduire le processus suivant :

b Bf +
{Gt: T :te]R} (6.3)

Lemme 6.1 Considérons la fonction s® définie par s(t) = (/E[[GY]?]. Cette fonction atteint

son mazimum en un unique t5 € R . De plus, nous avons le développement suivant :

b,2

() = sh—2(t—1)+ o (t-1)) (6.4)
t—tg
avec s} et 58’2 deuz constantes positives & définir.
Démonstration :
Ona:
b t
) = ——
SO = T

Cette fonction est dérivable sur Rt . Aprés calcul de la dérivée et de la dérivée seconde, on peut
dire que la dérivée s’annule une seule fois en :

H 1%
th = |-
’ {d(b - H )}
On note alors :
H 1"bv-H
b not bbby _
ot o H 1°% HOb-H)?
b,2 not r p by __
5 BT = |5 : (6.5)
Le développement (6.4) en découle trivialement.
<

Le processus G° défini par (6.3) ne vérifie pas les hypothéses du théoréme 6.2 pour des
problémes de constantes. Il nous suffit de faire un changement de temps c’est & dire de définir
le processus G suivant :

. 1 ,
{Gf - S G (2ﬁ tgt) : tew} (6.7)

So

not . .
3"2" designe une notation
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On notera respectivement 3° et #° les fonctions de variance et de corrélation du processus G*.

Lemme 6.2 Considérons

i:g = 27%

Le processus G° vérifie les hypothéses du théoréme 6.2 & savoir :
(MU) 3° atteint son mazimum en tj et 3°(£) = 1.
(CV)

) = 1——alt—-15)*+ o (t?)

b
t— 88

DN | =

avec a = a(b, H) une constante positive a définir.

(CC)

Fb(t,s) =1- |t—S|2H+ o (|t—s|2H)

t—g,5s—t

(R)

E[(@(1) - G(:)?] < Glt—sP"

Démonstration :

Par construction, on a :

S0
10 = T B (2 ih)
& [+b12 .
B () = 2 S%t] (57" (25 #y1)

On applique en £ = 221 on a alors 228 th b =18 et donc :

1

gb(i?)) = b 58 =1
S0
B 23
[3"1(#%) = =2 ["T(th) = 0
S0
27 [th]?
ity = 2l o
Eh)

= 20iH(b-H) = a

(6.8)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(MU) 1l ne s’agit que de la multiplication par une constante positive ce qui ne modifie pas

la monotonie de la fonction. (6.12) montre que 3° atteint son maximum en 4 et en plus

on a (6.11).
(CV) Découle directement des relations (6.11), (6.12) et (6.13).
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(CC) Etant donné h >0, on a :

BH BH
_v.)?] = tb+h

G )
218(th + W] — ()27 — (th + )27 + h*T)
b(+b

2

[t5 (¢ + P)]™
AP = ()7 = (th + W)
[t5(¢5 + I)]H
7 2
_ h
- () e (1-0+8)")
P on” @7 ()
tO tO
(4) (B)
Par développement limité, nous avons, pour h petit :
B\ 2H
@ = (5) a+,0,0
H2
B) = 21 1
Comme 2H < 2, nous avons le résultat suivant :
B[ (Vigen = Yg)?| = BT (1+ o (1)
et par conséquent,
1
E[VY;] = 1= gft] ™ |t =s"(1+ o (1)
t—tg,s—t3
On peut alors écrire que :
P(t,s) = E[Y(Q% 1)y (277 ¢ s)]
1
= 1— [t 2o Bt — 20w hsPT(1+ o (1))
2 b s Tb
1
= 1- gl @ i)t — PPy o (1))
2 t— it 58

=1-|t—s* 1+ o (1)
t—th, st

(R) La vérification de cette hypothése n’est pas évidente du tout (contrairement & ce qu’af-

firment Piterbarg et Hiissler dans [74]). Cependant, dans cet article, il est clairement

explicité que pour avoir ce résultat il suffit d’avoir la condition (R’) suivante au lieu de
(R) :

E[(G! -GY?] < Glt—s*  avec t,s>6 ¥5>0 (6.14)

La démonstration de (6.14) n’est pas triviale non plus et repose sur la stationnarité locale

de G°. Je vous renvoie & la démonstration donnée dans I'exemple (1) de [74] pages 268-269.

Ce qui termine la démonstration.

<
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Etape 2 : comparaison des processus

Lemme 6.3 Soit T > 0, considérons @ = u'~H/* on a alors :
P [sup (BFf — dtt) > u] =P [sup G > a] (6.15)
t>0 5>0
~ 1
P|sip GE>a|l =P sup G? > — (6.16)
s€[0,T) te[0,T2-1/(2H) ¢b) So
Démonstration :
(6.15) est une conséquence de ’auto-similarité (passage de (6.17) a (6.18)) :
sup (B —ct’y>u < 3t>0, B >ct® +u
>0
— 3t>0, BI >u(l +dtPu™")
< 35>0, B, >u(l+ds (6.17)
= 35>0 Bif>u1*f’/” (6.18)
=7 (1 +dsb) '
(6.17) s’obtient par changement de variable s® = t’u 1. Pour avoir (6.16) il suffit d’écrire :
sup Gb>i <= 3Is€[0,T], G >
s€[0,T)
e Ise0,T], LG (——o ) >a
9 s 20 2,1/(21{) t(b)
_ ~ U
— Jte0,T27/CD G ) > 7
<
Etape 3 : localisation du probléme
Lemme 6.4 1] existe un entier T tel que :
P [sup G > ﬂ] ~ P { sup G% > ﬂ} (6.19)
>0 u—oo 0<s<T

Démonstration :
Nous allons subdiviser l'intervalle ]T', oo[ en intervalles de longueur 1. Sur chacun de ces inter-
valles I, = [k,k+1],aveck>T,ona:

(1 + ds®) a(1 + dk)
sH = EH

Par conséquent, nous avons par continuité des trajectoires :

i(1 + ds®
sup G2 > <= ESE[O,T],YS>U(+7HS)
s>T S
i(1 + ds®
— kST, el v, > ALTd)
S
a(1 + dk®)

= 3k>T,Isel, Vo> ——7
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Par conséquent on a :

P <sup G > 11)

a(l + dkb)}
s>T

P [sup Ys >

IN

Le lemme de Fernique 13.3 nous donne deux constantes C'y > 0 et Cy > 0 telles que :

b 2
Cl exp (—02112 |:1 -]Z;Ilk :| )

C) exp (_C2a2d2k,2(b7H))

IN

ii(1 + ck®
P [sup Y, > %}
s€ly

IN

Par conséquent,

P [sup GZ > ﬂ] < Z Cy exp (_C2ﬂ2d2k2(b7H))

s>T E>T

Z C} exp (—02ﬂ2d2k2(b_H))
k>T+1

+ O exp (—c2a2d2T2<b—H>)

< / exp (—02112d2t2(b*H)) dt
T

+ C) exp (—02a2d2T2<”*H>) (6.20)

IN

En utilisant le théoréme d’intégration de relation de comparaison pour des intégrales conver-

gentes aux fonctions :

f i t—exp (—C2ﬂ2d2t2(b*H)) et g :t— Coud*(1— t2(b*H)) exp (—02ﬂ2d2t2(b*H))

Elles vérifient f = O (g) donc on a [ f(t)dt = O ([ g(t)dt). Par conséquent il existe
t—00 . T—o0 .
une constante C3 et un entier Ty tels que, pour tout entier 7' > Ty on ait :

/ exp (_C2ﬂ2d2t2(b7H)) dt < 03 ,&72T172(b7H) exp(_02,a2T2(b7H))
T

et donc

P [Sup Gb > u} < exp(—CoaT?(0=H))y [01 + C3 a2 20— H) (6.21)
s>T N -

'

(BS)

Nous allons maintenant montrer que pour tout p € R, on a :

(BS) = o (ﬂpexp(— ﬂjp)) (6.22)

u—00 2[30

~—2m1-2(b—H 2
(BS) _ Ci+C3a°T ( ) exp —0217,2T2(b_H) + —’U,

T T s ( i)
(

Ci + Cs ,L~L72T172(b7H)
= — exp

uP

1
2 T2(b7H)
u (02 + 2[88]2)
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Comme on sait que b > H, on peut trouver un entier T} > T} tel que, pour tout T" > T3, on

ait :

C,T20=H) > 0

2[sg]?
Il est donc maintenant évident que pour tout p, on a :

u—o0 P exp(— W)

Ce qui prouve (6.22).

Nous allons maintenant montrer que :

(BS) = o <]P’[ sup G§>aD (6.23)

U— 00 0<s<T

Pour cela, il suffit de remarquer que pour tout 7' suffisamment grand pour que t} € [0, 7] :

]P’{ sup G° > a] > P [G;’g > a] (6.24)

0<s<T
[ ooty
= exp(— )dt
@ 2[sp]?

1 L
= exp(— 5
2[sg]?

Le résultat découle du recoupement des résultats (6.24), (6.22) et (6.25).

) (6.25)

<

Etape 4 : conclusion On remarque que comme H > b, & — oo quand u — oo. Ensuite, les
relations (6.15) et (6.16) couplées avec la relation (6.19) nous autorisent & écrire :

P {sup (BF —adt®) > u} ~ P [ sup Gt > ib ﬂ]

t>0 u—00 te[0,T2-1/(2H) k) 50

Mais le lemme 6.2 nous dit que ’'on peut appliquer a G® le théoréme 6.2 avec 8 =2 et o = 2H
(a < B) ce qui s’écrit :

. N |
2Hoy°(1/2) = "
tZO U—00 2 %& 30

56
~ V2T 0-BG-ng (L
U— 00 \/5 0 Sb
0
On a donc le résultat voulu avec :
H 2 H H;l _H HI;I
DIy = | s
2z \/H(b— H) [d(b—H) b
1 H 17 b
E(H = — =
(H,d,b) sg {d(b—H)} b—H
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6.3 Quelques éléments de démonstration du théoréme 6.2

6.3.1 Le cas des processus stationnaires
Si le processus est stationnaire, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 6.3 (Piterbarg [111] Théoréme D.2. page 16) Soit {S; , t € [0,T]} un pro-
cessus gaussien stationnaire centré de fonction de corrélation r tel que :

") = 1= + o (1)

rt) <1 VYtel0,T]

Alors, pour tout p<T on a :

P|sup BF > u| = Hopu**®w)[1+ o (1) (6.26)
te[()’p] U— 00

Démonstration :
La démonstration est trés technique et est une application de la méthode des doubles sommes
de Pickands. L’idée consiste & encadrer P | sup S; > wu|.La majoration est une conséquence

t€[0,p]
de la stationnarité et du lemme de Borel 13.2 page 185. La minoration quant & elle vient de la

relation d’inclusion-exclusion classique. On obtient alors une somme double dont on majore les
différents termes au moyen du lemme de Borel.

|

6.3.2 Idée de la démonstration du théoréme 6.2 a partir du théoréme
6.3

Si le processus n’est que localement stationnaire, les choses deviennent encore plus tech-
niques. Donnons néanmoins les étapes du raisonnement :
e On localise le probléme & un voisinage V de tg.
e On introduit la famille de processus indexée par p € Rt et ¢ € Rt suivante :
S, = HEW tey (6.27)

ou {¥; : t € V} est un processus gaussien stationnaire centré de fonction de covariance
t — exp(—qlt]?).
Le lemme de Slépian 13.1 page 185 permet la comparaison de Set X.

e On applique le théoréme 6.3 au processus ¥

e On obtient un encadrement en choisissant des valeurs adaptées de p et ¢ pour conclure :
Pour tout € > 0 petit, on peut choisir, 5‘;“ correspondant aux parameétres p = a + € et
q =1+ ¢ ainsi que 5’8_ correspondant aux paramétres p=a —c et ¢ =1+ ¢.
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Le lemme de Slépian s’applique alors (5’ a été construit pour) et nous donne :

P [supgj(t) > u} > P {supXt > u] > P [supgg (t) > u]
tey tev tev

On achéve alors la démonstration en avancant ’arbitraire de € et le fait que

[ exp=pleit = T1/8). 2

6.4 Comportement en horizon fini

La question posée dans ce paragraphe est ’existence d’un équivalent du méme type quand
on travaille en horizon fini c’est & dire pour ¢ € [0,T]. La réponse est partiellement donnée
par Duncan et al. dans [52] sous certaines conditions. Dans ce paragraphe, nous allons donner
un équivalent logarithmique dans un cadre beaucoup plus large que celui de Duncan et al.
puis énoncerons le résultat principal de ’article concernant 1’équivalent en donnant les grandes

étapes de la démarche.

6.4.1 Un équivalent logarithmique

Théoréme 6.4 Avec les notations du théoréme 6.1 on a :

o <u+dT> <P l sup (B —at®) Zu] < D T¢<M>
te[0,T)

avec D = D(H,d,b) une constante positive.
Par conséquent on a l’équivalent logarithmique suivant :

1 (u+dT?\>
wseo 2\ TH

In l]P’ l sup (B —dt") > u]
t€[0,T)

Démonstration :
Etape 1 : La borne inférieure

b
> sup (P[(Bf —dt’)>wu]) > sup @<u+dt )
t€(0,T] t€[0,T]

tH

P| sup (B —dt’) >u
te[0,T)
La fonction ¢ : t — t~H(u + dt®) se dérive en ¢' : t — t~H+1(dt’(H — b) — u¥) qui s’annule
1
ent = [d(:—fH)] ’ ¢ est donc décroissante sur [O,ﬂ et comme fu:)m 00, pour u suffisamment,

grand pour que £ > T, ¢ est donc décroissante sur [0, 7] et donc :

_ dtb - dr’
sup <I><U+H > > sup @(%)
te[0,T] 3 t€[0,T] T

FEtape 2 : La borne supérieure
On va faire appel au lemme suivant :
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Lemme 6.5 Soit {X; : t € [0,T]} un processus gaussien a trajectoires continues sur [0,T].
On suppose la condition (R’) page 71 satisfaite. Il existe alors une constante D = D(G,~,T)
telle que, pour tout A C [0,T] et tout u > 0 on ait :

P

avec o(A) = [sup E[X?].
teA

Démonstration du lemme :

1 = u
sup Xy >u| < DTaur. ¢ ——
teg b= ] - < o(A) >

On fait référence au théoréme 8.1 page 119 de Piterbarg [111] avec la condition (R) au lieu de
(R’). Pour la justification de ce remplacement, on se référe encore aux remarques des pages 263,
268 et 269 de larticle de Piterbarg Hiissler [74].

Démonstration :

Nous avons déja montré que l'on a :

BH
P| sup (B —dt®)>u| = P| sup —t—>1
LE[O,T] ! tefo,T] U + dtb

Nous avons déja évoqué page 71 que le processus G° satisfait la condition (R’) avec v = 2H il

en est de méme du processus

b B

En copiant la démonstration de Piterbarg et Hiissler, on a donc le résultat avec A = [0,T]. La

variance de Gb% n’est autre que % étudiée au paragraphe précédent et qui est croissante sur

[0,T] pour u suffisamment grand. On a donc le résultat.

FEtape 3 : l’équivalent

Découle naturellement de 1’équivalent de ®.

6.4.2 Un équivalent

Duncan et al. ont montré dans [52] le résultat suivant pour un mouvement brownien frac-
tionnaire avec dérive linéaire :
Théoréme 6.5 Pour % <H<lona:

- (u+dl
P| sup (BY —dt) >u| = <I><7> 1+ o (1))
tel0,T]

Démonstration :
Comme nous ’avons déja remarqué, on a :

P l sup (B —dt) > u] =P [ sup Gf > ulH]
t€[0,T)
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Le théoréme repose sur des techniques “4 la Piterbarg” et notamment sur les trois lemmes

suivants :

Lemme 6.6 (Localisation, [52] proposition 1 page 939) Pour tout 6 = u™ P! avec 1 <
pp<3ona:

1+ o (1))

U— 00

P|sup Gf>u'"H| =P sup G >u'H
te[0,Z L s<s<t

Lemme 6.7 (Un processus stationnaire auxiliaire, [52] proposition 2 page 940 ) On

considére ¥ introduit page 75 avec 0 < ¢ < 2H. On introduit le processus suivant :

H
{Ys“ = () Es s, %]}

L+ 1+

1~
|
»
N
Pt

Alors, pour tout § = u~P2 avec py > % on a :

]P’l sup Y ZulH] = o <U;5T> 1+ o (1)

te[O,% U—> 00

Lemme 6.8 (Comparaison des processus, [52] proposition 3 page 941 ) Pour toutd =

2H
2H—q

u~P3 quec p3s > on a :

P sup Gi >ut~H| > P
L _s5<s<t

sup  Yr>ultH
T _s<s<L

Le théoréme est alors démontré en prenant p;, po et p3 égaux a p et ¢ satisfaisant donc les
inégalités des lemmes c’est a dire :

2H
2H —q

1<p<3 p>2 p> 0<qg<2H (6.28)

2
Pour ce faire, Duncan et al. proposent, pour % < H < 1 le jeu de paramétres :

g L2 3(3+2H)

3 P= o0+ 1m)

|

Remarque 6.2 On peut en fait voir que l’hypothése % < H < 1 est nécessaire puisqu’elle

découle des inégalités (6.28). En effet, on a :

1<p<3 et 2<pg<2Hq-2H

1<p<3 e 1<Hq—H
1+ H

H
3H >1+H

<p<3

et donc H > %



Troisiéme partie

Existence et bicontinuité d’un

temps local
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Chapitre 7

A propos du temps local du

mouvement brownien fractionnaire

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & 1’existence d’une version continue du temps local
(t,z) — LX(t,z) défini comme densité du temps d’occupation d’un processus gaussien X dans
Pétat x sur la période [0,t]. L’objectif est d’appliquer ce résultat au mouvement brownien

fractionnaire. Le résultat central est le suivant :

Théoréme 7.1 Soit {BH , t € R} un mouvement brownien fractionnaire de paramétre 0 <
H < 1.
e BH gdmet un temps local

(t,2) = L7 (t,x)

o (t,2) — L (t,z) est une application continue P-p.s.

Ce chapitre s’articule de la maniére suivant :

Dans une premiére partie, nous allons décrire les deux problématiques qui nous ont conduit &
I’étude du temps local du mouvement brownien fractionnaire. La premiére consiste & se deman-
der quels sont les temps d’arrét T' qui vérifient E[BY ] = 0 et la seconde & regarder ce qu’est le
mouvement brownien fractionnaire en échelle temps local. Dans le cas brownien ordinaire, ces
questions donnent des résultats intéressants notamment pour caractériser des processus (voir
les théorémes 7.3 et 7.2). Malheureusement, ces réponses reposent massivement sur la propriété

de Markov forte et nous n’avons pas trouvée d’alternative pour le cas brownien fractionnaire.

Dans une seconde partie, nous allons nous intéresser au temps local. Le théoréme 7.1 est da
a Berman dans ces nombreux travaux sur le temps local [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]. L’effort
est fait ici pour recentrer le probléme sur le mouvement brownien fractionnaire.

81
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7.1 Le mouvement brownien fractionnaire et les temps d’ar-

A

rét

7.1.1 Que devient le mbf en échelle temps local ?

Dans le cadre des processus de Markov et plus précisément du mouvement brownien, il est
trés intéressant de se placer en, ce qu’il est habituel d’appeler, “échelle temps local”. En effet le
théoréme ci-dessous affirme que les diffusions et les processus de naissance et de mort peuvent
étre obtenus & partir d’'un mouvement brownien en échelle temps local. Développons un peu ce

résultat :

Propriété et Définition 7.1 ([116] Proposition 3.1 page 278)
Soit X un processus de Markov continu d valeurs dans E un intervalle ouvert de |I,r[C R. On
note T, = inf{s > 0 : X, = x}. Alors il existe une fonction s strictement croissante continue

sur E et telle que, pour tout ]l < a < x < b<r on ait :

s(z) — s(a)

<=0 =

s est unique a une transformation affine prés.
La fonction s est appelée fonction d’échelle de X et on appellera un processus en échelle naturelle

un processus pour lequel s est l'identité.

Propriété et Définition 7.2 ([116] Proposition 3.6 page 282)

Soit X un processus de Markov continu & valeurs dans E de fonction d’échelle s et soit I =]a, b|
un intervalle ouvert de E. La fonction de Green est définie par :

GX(,y) = (s(x) = 5(a))(s(b) = s()) (s(y) — s(a))(s(b) — 5(z))

s(b) — s(a) Taso<y<y) + s(b) — s(a) Ta<y<a<y]

1l existe une unique mesure de Radon m a support dans E telle que

E, [T, AT = / G (z,y)m(dy)

m est appelée la mesure de vitesse du processus X.

Soit m une mesure de Radon sur (R, B(R)) de support E. Pour y € E et w € § fixés, on
définit :

1 1
Ay L) = 3 /E L2 (t,z — y)(w) m(dz) pour tout ¢ > 0,
A, ,(0) = 0.

On considére ensuite la famille de temps d’arrét {r; = inf{s >0 : A, >t} : t > 0} et le pro-
cessus {Y; = B;, +y : t>0}.
Théoréme 7.2 ([131] Théoréme 3.11 page 25)

1. Si E est un intervalle, alors (Y,(Fr)t>0,Py,y € E) est un processus de Markov fort,

continu sur E, en échelle naturelle, de mesure de vitesse m et tel que Yy = y.

2. Si E est un ensemble dénombrable formé de points isolés, alors (Y, (§r,)t>0,Py,y € E)
est un processus de naissance et de mort, en échelle naturelle, de mesure de vitesse m.
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La question que nous nous sommes posée est : que devient le théoréme 7.2 quand on remplace
le mouvement brownien par un mouvement brownien fractionnaire ? Nous n’avons malheureuse-
ment pas trouvé de réponse & cette question mais elle nous a amenés & I’étude du temps local du
mouvement brownien fractionnaire objet du paragraphe 7.4 ainsi qu’a ’étude du temps de sor-
tie des intervalles. Dans le cas brownien, la distribution de ce temps d’arrét est connue puisque
la distribution du supremum d’un brownien est connue (principe de réflexion [116, proposition
3.7 page 100]). Dans le cas fractionnaire, le supremum du mouvement brownien fractionnaire

est mal connu on peut cependant écrire, en utilisant "auto-similarité :

Propriété 7.1 Pour tout x € Rt on a :

1
T, £ [%]H avec Z* = sup BY
Z u€fo,1]

Démonstration :
Soit z € Rt et t € R, on a:

P[T, <t] = P| sup BHle

7.1.2 Quels sont les temps d’arrét T vérifiant E[X;]| =07

Théoréme 7.3 ([116] Proposition 3.5 page 67) Soit {M; : t € R} un processus cadlag.
Soit Ty l'ensemble des martingales bornées.
M est une martingale si et seulement si pour tout T € Ty, on a X7 € L' et E[X7] = 0.

Le mouvement brownien fractionnaire n’étant pas une martingale il est naturel de se de-
mander pour quelle famille 7y de temps d’arrét on a E [qu!] = 0 pour tout T" € 7. La encore
trés peu de réponses. Bien str, les temps d’arrét constants sont dans 7y mais on a aussi :
Propriété 7.2 Considérons Ty l’ensemble des temps de sortie d’intervalles symétriques du type
[—a,a] noté Ti_, 4. On a

Ts C To
La démonstration résulte du fait que les processus {Bf : t € R*} et {—BH : t € R"}

ont méme loi.

Les efforts pour construire un espace 7y convenables furent vains. La piste des quasi-

martingales introduites par Hu et ksendal [68] n’a pas été développée.
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7.2 Préliminaires sur le temps local

7.2.1 Cas d’une fonction mesurable

Définition 7.1 Soit f : [0,1] = R une fonction mesurable. On appelle temps d’occupation de

f en x la fonction :
1
F x — / Lipt)<al dt (7.1)
0

On remarque que F' est une fonction de répartition. Si F est absolument continue, sa dérivée
au sens de Radon-Nikodym, ® sera appelée temps local de f. On a alors pour toutg : R — R :

/0 o(f ()t = /R o) ®(z)da

Remarque 7.1 [l est intéressant de se restreindre & un intervalle de temps [0,t] avec t € [0, 1].
On définit alors le temps d’occupation de f en x sur [0,t] et si elle existe une notion de temps
local (x,t) — ®(x,t).
Théoréme 7.4 Si F' a une fonction caractéristique L2, alors F est absolument continue et sa
dérivée est L2,

Pour montrer I’existence du temps local, 'outil est le théoréme d’inversion de la fonction

caractéristique :

Lemme 7.1 (Shiryaev [127] Théoréme 3, page 281.) Soit F' une fonction de répartition

et F' sa fonction caractéristique :

o0
F(u) = / exp(iuzx) dF(z)
Alors :
a) Pour tout a,b points de continuité de la fonction F, on a :
1 c e—itb _ e—ita R
F(b) - F = lim — ——— F(t)dt 7.2
0 -F@ = Jm o [ et F0) (72)

b) Si [7, |F'(u)| dt < oo, alors F a une densité ® et on a pour tout x réel :

1 o0 N
d(x) = ) e " F(u)du (7.3)
et ® est continue presque partout.
Démonstration :
Posons
S L2 = R

g = [ 9F(—u)du

g désigne la transformée de Fourier de g. Outre la linéarité, on a :
. s 1 -
1S@F < llalls 1F15 < o IFE llgll3
Le théoréme de représentation nous assure I’existence d’une fonction ® € £2? telle que :

s@) = [ " g (w)du (7.4)

—00
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Pour montrer que ® est la dérivée de F', on dit que, par Parseval :

S@) = = [ b (7.5)

Pz
On prend g = I, avec a et b des points de continuité de F', on a :

eiub _ 6iua
gw =

On a alors, par la relation (7.4) et par définition de S :

b
S(g) = / & (u)du (7.6)

[e's] 6iub _ eiua R
= —F(— .
S@) = [ P (17)
1 [e's] e—iub _ e—iua R
= — ——F—  F(u)d .
o ) - (u)du (7.8)

On applique maintenant le résultat (7.2) du lemme 7.1 qui nous assure que la relation (7.7)

n’est autre que F'(b) — F'(a). On obtient donc pour tout point a et b de continuité de F :

b
/ S(u)du = S(g) = F(b) — F(a) (7.9)

Mais comme ® est £2, elle est £ sur tout intervalle borné. Par conséquent, comme on a (7.9),

F ne peut étre discontinue et donc on a :
b
/ ®(u)du = F(b) — F(a) VY(a,b) € R?

Ce qui démontre le résultat.

<
Corollaire 7.1 Si on a la condition sur f suivante :
00 1 2
/ / exp(iuf(t)) dt| du < oo
—00 0
Alors il existe un temps local ®, et ® est L et si on a :
00 1
/ / exp(iuf(t)) dt‘ du < o
—00 0
Alors il existe un temps local ®, et ® est continue.
Démonstration :
Le premier point est une conséquence immédiate du théoréme 7.4 et de la relation :
. 1
F(u) = / exp(iuf(t)) dt (7.10)
0

Le second point découle aussi du théoréme 7.4 mais la condition plus forte imposée & f a pour
conséquence ’existence d’une version continue de ®.
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|

Dans le cas d’un temps local du type (z,t) — ®(z,t), on a la propriété fondamentale suivante
qui nous donne un critére d’existence du temps local :

Propriété 7.3 o Siz— ®(x,1) existe alors x — ®(x,t) existe pour tout t € [0, 1].
e Pour tout (s,t) € [0,1)%, s < t on a ®(z,s) < ®(x,t) pour presque tout x.

7.2.2 Cas d’un processus stochastique

Définition 7.2 Soient (Q,F,P), un espace probabilisé et {X; : t € [0,1]} un processus sto-
chastique mesurable et séparable. Pour tout w € Q et tout x € R, on peut définir le processus

temps d’occupation de | — oo, x| par X de la maniére suivante :

1
F(z,w) = /0 ]I[Xt(w)gm]dt (7.11)

Si F(.,w) est absolument continue, sa dérivée (au sens de Radon Nikodym) ®(.,w) sera appelée

processus temps local de X .

Théoréme 7.5 Sil'on a :
o0
L.

Alors on a P-presque strement :

/01 /OIE[eXp[iu(Xt—Xs)]] dsdt‘du < (7.12)

o [ est absolument continue,
o & existe,
o ® est L2.

Démonstration :

La condition (7.12) implique que :

?|[-

condition qui implique que, pour P-presque tout w, la fonction caractéristique en x de F(.,w)

1
/ expliuXy]dt
0

2
du] <

est £2. La conclusion est alors une application du théoréme 7.4.

|

7.3 La question de la bicontinuité

Dans ce paragraphe, on considére un espace probabilisé (€2, §, P) et un processus stochastique
mesurable et séparable {X; : ¢ € [0,1]}. On notera F' le temps d’occupation par X de | — oo, z]
et ® le temps local associé (on se place dans les conditions du paragraphe précédent, ® existe).

F: QxRx][0,1] — R
(w,z,t) - fg]l[xs(w)sgg]ds et Fw,z,t) = [*_ ®(w,u,t)du

Pour définir & comme un processus stochastique, il faut qu’il soit mesurable en (w,z,t) ce qui
n’est pas le cas avec la définition ci-dessus - le presque str dépendant de z et ¢t. Pour avoir un
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tel résultat, il suffit de prouver la séparabilité et la bicontinuité de ®.

Nous allons en fait construire le temps local en quatre étapes :

1. Introduire - aprés avoir donner un critére d’existence (théoréme 7.6) - le processus ¥ :

1 oo . t .
Uta) = 5= [ e /0 X ds du (7.13)

2. Montrer qu’il existe une version mesurable de ¥ (théoréme 7.6),

3. Montrer que si ¥ est bicontinue alors ¥ = & et c’est la dérivée du temps d’occupation
(théoréme 7.7),

4. Enfin, on donnera des outils pour montrer la bicontinuité de ¥ (paragraphe 7.3.3).

7.3.1 Existence de ¥

Théoréme 7.6 Pour toutx € R ett € [0,1], on définit la suite de variables aléatoires suivante :

1 /™. L
{\Iln(x,t) = %/ e*““”/o eXs du ds nEN*} (7.14)

Si Uhypothése suivante est satisfaite :
/ / / / [exp[iuXs + ivXy]]| ds ds' du dv < o0 (7.15)

e Pour tout x € R et tout t € [0,1], il existe une variable aléatoire U (x,t) telle que

Alors on a,

lim E[(¥, - ¥)*] =0 et ce uniformément en (z,t). (7.16)

n— o0
e [l existe une version séparable du processus stochastique W .

Démonstration :
Soient x € Ret t € [0,1], on a :

m t
U, (z,t) — Uy = / exp(—iux) / exp(iuXs) ds du
0

= ?IH

t
/ exp(—iux) / exp(iuXs) ds du
m 0

En appliquant la relation |z + y|*> < 2(|z|? + |y|?) nous obtenons la relation :

211

1 —m t
E| |9, (z,t) — \Ifm(x,t)|2] < 5.7 E U/ exp(—iux) /0 exp(iuXs) ds du

R —

(4)

n t
/ exp(—iuzx) / exp(iuXs) ds du
0

m

+:5 E
™

~

-~

(B)
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T

-—m —-m 1 1
e {/ / / / exp(—i(v+ u)x) exp(iuX,+ ivXy) du dv ds ds'
-n —n 0 0

On a donc :

4) < IEU /_ nm /Otexp(—iua:)exp(iqu) ds du

IA

On utilise maintenant I’hypothése (7.15) qui nous permet d’intervertir 'ordre d’intégration

et donc de majorer (A) :

—-m -m 1 1
[(4)] < / / / / | E[exp(iuXs + ivXy)]| du dv ds ds'
-n -n 0 Jo

On obtient une relation similaire pour (B) en changeant les bornes d’intégration en z. En vertu
de ’hypothése (7.15), les intégrales (A) et (B) convergent vers 0 (uniformément en (z,t)). Nous
avons donc montrer que la suite de fonctions {¥,, : n € N*} est de Cauchy dans l’espace
L2 (Q). La suite converge donc vers une fonction ¥ elle aussi L? et ce uniformément en (z,t).

Pour montrer le second point, il suffit d’appliquer le théoréme fondamental de la séparabilité
[48] p.57.

7.3.2 Si ¥ est bicontinue alors ¥ = @

Théoréme 7.7 Si les trajectoires du processus ¥ sont continues en (x,t) P-ps, alors U est

P-ps la dérivée du temps d’occupation de X .

Démonstration :

L’application

1 t
x — — exp(—iux) / exp(iuXs) ds
2 0

est continue en x pour tout ¢ € [0, 1]. Par conséquent, ¥, est une fonction continue de x comme
intégrale sur un domaine borné d’une fonction continue. Par conséquent f; U, (u,t) du existe
pour tout intervalle fini [a,b] C R.

Soit [a,b] C R. Comme 'intégrale existe, on peut donc appliquer le théoréme de Fubini et

obtenir ainsi :

b 1 n b t
/ U, (u,t) du = Py / / exp(—iux) dz / exp(iuXs) ds du
a u -nJa 0

On est maintenant en mesure d’appliquer la relation (7.2) du théoréme d’inversion en tout
(a,b) ot F est continue c’est & dire en tout (a, b) puisque F est absolument continue. On obtient
alors :

b 1 n e—iub _ p—iua t
lim U, (u,t) du = lim — / - / exp(iuXs) ds du
0

n—o00 n— 00 271' —i1u

F(bat) _F( ) ) (717)

I
Q
~

et ce P-presque stirement.
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Remarque 7.2 Le probléme est que l’ensemble des w ou (7.17) est fausse est certes négligeable
mais susceptible de dépendre de lintervalle [a,D].

n

D’une part, 'application  — ¥, (z,w) est continue et bornée (par 2), 'application z —

E [|¥,(z)[?] est donc continue. D’autre part, la relation (7.16) nous assure que E [|¥(z)]?] < oo
et Iapplication 2 — E[|¥(z)[?] est continue et donc intégrable sur tout intervalle fini. Par

/ab 19 (2) dm]

De cette relation, on conclut que fab |¥(z)]? dz < oo P-p.s.

Fubini, nous avons :

b
[ ellewr] a - &

On a donc montré que z — ¥(z,w) est de carré intégrable sur tout [a,b] P-p.s. Ce qui
implique que z — ¥(z,w) est absolument intégrable sur tout [a,b] P-p.s. Et donc, on a P-p.s.,
z — ¥(x,w) est absolument intégrable sur tout [a, b].

Pour tout n € N*, on a :

b
F(b,w) — F(a,w) —/ U (z,w)dr

a

< +

F(b,w)—F(a,w)—/ab ¥, (2, w)dz /ab \I!n(:n,w)d:n—/ab W (z,w)ds

(4) (B)

D’une part, on a (7.17) et donc (A) tend vers 0 P-p.s. et d’autre part, en utilisant I'inégalité

de Cauchy-Schwarz, nous avons :

X 2
(B)* < / |, (2, w)dz — ¥(z,w)| da:]

b b
< / |0, (2, w)dz — ¥ (z,w)]* d . / 1dz
a a

E[(B)’] <|b—alE

b
/ |, (2, w)dz — ¥ (z,w)|? dar]

<|b—aql /ab ]E[|\Iln(ar,w)da7—\lf(a:,w)|2] dz

La derniére étape découle de Fubini puisque I'intégrale est définie. Il ne reste plus qu’a faire
intervenir la relation (7.16) pour conclure & la convergence vers 0 P-p.s. de (B). On a donc
montré que pour tout (a,b) € R% et tout t € R, on a :

F(b,t,w) — F(a,t,w) = /b\Il(u,t,w) du (7.18)

a
Pour P-presque tout w € €. Il nous reste maintenant & montrer que le “P-presque siirement” ne

dépend pas ni de a, ni de b, ni de z.

Du résultat (7.18) et en appliquant le théoréme de Fubini, on montre que, pour P-presque
tout w € 2, ’équation (7.18) est vérifiée pour presque tout (a,b). Nous savons également que
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pour P-presque tout w € €, la fonction ¥(.,w) est absolument continue sur tout intervalle fini.
Ainsi cette intégrale indéfinie est une fonction absolument continue. On sait aussi que, par
hypotheése, F(.,w) est absolument continue pour P-presque tout w € Q. Par conséquent, pour
P-presque tout w € Q, les deux membres de ’égalité (7.18) sont déterminés pour tout (a,b) a
partir du moment ou ils le sont pour presque tout (a,b) ce qui est le cas en vertu du résultat
(7.18).

<

7.3.3 Des outils pour prouver la continuité jointe de ¥

Pour montrer que ¥ est bicontinue, nous allons utiliser le théoréme suivant qui est une
généralisation au cas bidimensionnel du critére de Kolmogorov :
Théoréme 7.8 (Berman [16] Théoréme 5.1 page 1266) Soit {¥(¢,5) : (t,5) € [0,1]*}
un processus stochastique séparable stochastiquement continu. S’il existe des constantes m, C,
e telles que :
e E[|¥(s+ h,7) —U(s,7)|"] < C.In|**
avec (s,8+h) € [0,1]> et 7 =0 et 1.
E[|®(o,t +h') — ¥(o,t)|™] < C.|W'|*FE
avec (t,t+h') €[0,1]2 et 0 =0 et 1.
e E[|U(s+ h,t+h')—U(s+h,t)—V(s,t+h')—U(s,t)|™] < C.|hh|'*+=
avec (s,s + h,t,t+h') € [0,1]* .
Alors W est continue P-p.s.
Pour démontrer la bicontinuité, il suffit donc de majorer le moment d’ordre m ot m est un

entier strictement supérieur & 1 de la quantité :
Q}IL:?I = \I’(QZ + hat+ hl) - \I’(ZI} + hatl) - \Il(wat + hl) + ‘I’(m,t)
par une expression en (hh')}* avec ¢ > 0. Il est facile de montrer la propriété suivante :

Propriété 7.4 Pour tout t, x, h, h', nous avons le résultat suivant :

Bllent]] <

h™me 5m71 5 i v (X

(27T)m/R /M [vm| H|Uj_vj+1| E|e" ==t 7T ] Hdsj Hdv] (7.19)
M j=1 N

J

'

(4)

ot My",, est le domaine définit par :
{(t1, . tm)t <t1 < - <tm <t+h'} (7.20)

Démonstration :
Ce sont des considérations de calcul intégral.
<
La difficulté réside maintenant dans la majoration de la quantité (A). Les choses sont relati-
vement simples dans le cas d’'un processus gaussien a accroissements indépendants. Mais en vue
de I’application au mouvement brownien fractionnaire, il nous faut plus de généralité. Pour ob-

tenir ces résultats, nous allons introduire la propriété d’accroissements localement indépendants
(ALI).
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7.3.4 Cas des processus gaussien a accroissements localement indé-
pendants

Définition 7.3 On dira qu’un tel processus gaussien {X; : t € [0,1]} posséde la propriété
d’Accroissements Localement Indépendants (ALI), si, pour tout m € N*, il existe une constante
By, > 0 telle que, pour tout h > 0, pour tout t > 0, pour tout h <t <ty <---<t, <t+h,

on ait :

m

E | exp iZUj(Xt,-—th,l) < exp —BmZ’U?O’? (7.21)
j=1 j=1

avec tg = 0 et pour tout j =1,...,m, (7]2~ =E [(Xt]. — thfl)Q].

Remarque 7.3 La relation (7.21) est apparue pour la premiére fois dans Nolan [99]. Elle
fat utilisée pour montrer l'existence d’un temps local pour des processus stables. On y trouve
également la démonstration de [’équivalence entre cette notion et celle de Non-déterminisme
Local introduit par Berman [17]. On la retrouve ensuite dans Kono et Shieh [81] pour démontrer

lexistence d’un temps local pour certains processus auto-similaires.

Théoréme 7.9 Si le processus X vérifie :
e La propriété ALI,
e La propriété technique suivante :
Pour tout 8 € {0,1,2}™ il existe § > 0, et € > 0 tels que :

h'—t

/ . ﬁ(dtj—tj_l))—l“”f ﬁdsj = 0 (") (7.22)

t,n! J=1
Alors U est bicontinue.

Démonstration :

On introduit la propriété ALI dans Iexpression (7.19) et ’on obtient :
A |™
Bl <

hm‘5 m—1 m m m
m / / ol® T 05 = vjsal® exp | =Bu Y _vio} | (I] ds)(J] dvy)
(27T) R™ MZ,YLh' j=1 j=1

Jj=1 j=1

~ J

(B)

Du fait que |v; —v;_1]° < |vj]® +|vj_1]°, (B) est dominé par la somme de 2"~ termes, chacun
de ces termes contenant au plus n facteurs |v1|,. .., |v,|° élevés & la puissance 0, 1 ou 2. Ce
sont donc des termes du type :

|,Ul|601 |,U2|602 o |,Um|69m

Regardons, pour un des termes de la somme, l'intégrale suivante :

m
d
1 [l el ol exp | <Bn Y- oo | [L v
R™ j
j=1

j=1
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Posons maintenant w; = wvjo; on obtient alors :
m m m m
—50; _
(1) = / w129 w2 |2%2 .. jwy, |0 H o;"7 exp |—Bm wa H o; ! H dw;
R j=1 j=1 =1 =1
m m m
= H 0;1—69]- / w1 %% [ |2%2 . . . jwp, |*P™ exp | =By, Z w? H dw;
=1 R =1 j=1

~

-~

D(8,m,f)

—

D(0,m, ) est une constante (on peut majorer 6; par 2). En utilisant cette relation, on obtient :
hm(S

Bf|len ] < & o D(5,m, 6) /m ﬁgjflfae]- (jﬁldsj)

t,h! j=1

— —

On peut majorer, dans D(d, m, ) les 8; par 2, on majore alors D(d,m,6) par D(6,m, (2,...,2)) =
D(6,m). Cette intégrale est convergente car B,, > 0. On utilise maintenant la condition (7.22)

qui assure ’existence d’une constante K’ > 0 telle que :
hm6

114¢
e D(6,m) h

y|m
sfjext ] < &
Il suffit alors de jouer sur la valeur de m pour démontrer le théoréme.

|

Nous avons restreint le probléme & la vérification de la propriété ALL Le théoréme suivant

nous donne une condition suffisante pour voir cette propriété satisfaite :
Théoréme 7.10 Si, pour tout m € N*, le déterminant de la matrice de covariance K du

Xti _Xti_l .
_— . 1= 1,...,m
O'(ti —tifl)

est borné par une constante strictement positive sur

vecteur gaussien :

{(to,--stm) : 0=ty , t <ty <+ <ty <t+h'}

Alors X satisfait la propriété ALL

Démonstration :
On considére Y le vecteur gaussien (Xy,,..., Xy, — Xp,_,,..., X, — Xp,_,) et o? =Var(V;).
On notera également Ky la matrice de covariance de }7, (Y1,...,Y,), Ky(i,7) élément de la

i-éme ligne et j-éme colonne et ||Ky|| son déterminant.

En vertu de la propriété de développement selon les lignes et les colonnes du déterminant,

nous avons la relation suivante entre || K|| et || Ky :

Ky
x| = (7.23)

[[iZ: o

Considérons C; le cofacteur de Ky (j,j).
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Par définition, C}, est le déterminant de la sous-matrice obtenue en 6tant une composante
du vecteur gaussien Y. Par conséquent, c’est le déterminant d’une matrice de covariance donc
d’une matrice semi-définie positive (SDP) dont les termes diagonaux sont les o7 avec i # k. Les
propriétés des matrices SDP nous assurent que ce déterminant est majoré par le produit des

termes diagonaux. On a donc :

e <[] of (7.24)
i#k
D’oi le résultat escompté.
La distribution de Yj connaissant {Y; : [ # k}) est une variable aléatoire gaussienne de

moyenne E[Y, | Y, : I # k] et de variance Ié—: (voir Shiryayev [127] p.236). Par conséquent,

nous avons pour tout k =1,...,m :

exp(—%Var(Z v;Y;)) =E exp(i ZviYi)

i=1

=K lexp Zvl )Y l;ékH

=E |exp(i Zvl i) Elexp(ivgYr) | Y7 @ [ # K]
J#k

m
1 ,K
=E |exp(i E v;Y;) exp <_§U%FY +iugE[Ye |V 2 1 # k])
. k

J#k

1 , Ky
<exp _§UL Ck

De cette expression, on peut conclure que :

Var(y vY;) > ui—— donc Var( 20f ———
; Ck ; z:: mC KO;

Il ne nous reste plus qu’a appliquer la minoration (7.24) pour avoir la minoration suivante :

m 1 KY m
= = k=1
(1)

(7.23) nous montre que I’expression (IT) est, & une constante preés, || K||. L’hypothése d’uniforme

bornitude nous assure ’existence d’une constante B,, telle que :

m m
Var(z v;Y;) > Bn Zukaz
i=1 k=1

(7.26)
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On a donc les relations suivantes qui nous montre que le processus X posséde la propriété ALI

m m m
1 1
E lexp |"L E v;Y; = exp <—§Var( E viYi)> exp <—§Bm E uia,%)
i=1 k=1

i=1
m ) 1 m
Elexp [i BmnurYy]] exp <—§Bm Zuiai)
k=1 k=1

IN

<

C’est la premiére condition introduite par Berman [13]. L’idée d’ALI existe déja en filigrane
dans cet article mais sans la mettre en évidence. Dans la suite, Berman a formalisé cette notion
en introduisant la notion de Non-Déterminisme Local (NDL) (Berman [17]) les idées ne sont
pas trés différentes (voir Nolan [99]). L’idée centrale commune & ces deux notions est de se
demander ce que devient le processus lorsque les accroissements deviennent petits. L’objectif
est d’avoir un processus qui soit régulier. En restant sur ce point de vue, on peut énoncer le
lemme suivant qui est démontré dans Berman [17] :

Lemme 7.2 Si, pour tout m € N* et pour tout b € R™ ~ {(0,...,0)} on a :

tm Lt

liminf V bi—L 0 7.27
iminf Var j; s > (7.27)

Alors Uhypothése du lemme 7.10 est satisfaite.

Sur I’ensemble (7.20), la variable aléatoire Z;n:l bj:_; est gaussienne et réguliére pour tous

les b € R™ < {(0,...,0)}. Que se passe-t-il maintenant quand les accroissements tendent vers
0? La condition (7.27) oblige précisément la variable & rester gaussienne et réguliére.

7.4 Temps local du mouvement brownien fractionnaire

7.4.1 Existence du temps local

Théoréme 7.11 Le mouvement brownien fractionnaire admet un temps local
(t,2) = L7 (t,2)

pour tout 0 < H < 1.

Démonstration :
Par la stationnarité des accroissements du mouvement Brownien fractionnaire, son caractére
gaussien et du fait que Zy = 0, la condition (7.12) d’existence du temps local s’écrit :

0o gl 2
(I = / / / exp <—u—|t—s|2H> ds dt du < oo
—o0 JO JO 2

Le changement de variable v = u|t — s|* nous permet d’isoler le terme en v :

[e%e] ’1}2 1 1 1
I) = v ) _
(I) /_mexp< 2>d1i \/0/0 T dsdf

-~

(I) (;;)
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(I1) est finie et il est facile de vérifier que pour 0 < H < 1, (I) est également finie. L’hypothése

du théoréme 7.5 est donc satisfaite ce qui démontre le théoréme .

|

7.4.2 Bicontinuité du temps local

Théoréme 7.12 Le temps local associé au mouvement brownien fractionnaire (t,x) — L (t,z)

est continu pour tout H € (0,1).

Démonstration :

On va appliquer le théoréme 7.9. pour ce faire, il faut montrer que le mouvement brownien
fractionnaire satisfait la propriété d’ALI (objet du théoréme 7.13) et que la propriété technique
(7.22) est vraie (résultat du lemme 7.5 page 101).

|

Théoréme 7.13 Le mouvement brownien fractionnaire satisfait la propriété ALI pour tout
H e (0,1).

Démonstration :

Le cas 0 < H < %

Dans ce cas, la fonction variance o02(t) = RHE(t,t) = 2! est concave. Le résultat découle donc
d’un résultat de Berman [16] théoréme 6.1 p.1269 qui affirme que dans le cas d’une variance

concave, le résultat du théoréme 7.10 est vrai.

Le cas £ <H <1
Soit (t7,...,t") une suite de m-uplets de M7, telle que t7, | t. L’idée est de démontrer que la
condition (7.27) est vraie. Pour cela, nous allons raisonner par ’absurde. On va supposer qu’il

existe un m-uplet (by,...,by) de réels tel que :

. 0t i1 _
liminf Var Z b; ) =0 (7.28)
j=1 J Jj—1
et démontrer que cela conduit &4 by = --- = b,, = 0.

L’expression (7.28) peut s’écrire, en développant la variance :

lmint S bib; B| o X = X, 0 (7.29)
im in i b = .
nooo L J \ oty —tp ) o(th —t} )

A7

Nous allons maintenant exprimer A7’ ; en fonction de "o" :
;

o’ (] — t?) +oi(th, — t?ﬂ) — o’ (] — t;‘tl) - ‘72(75? =t 1)

ot} — t?fl)g(t? - t?&)

n —
Aiy =
Nous allons maintenant introduire quelques notations :

o=ty =t "longueur" du i-éme accroissement

\]
|

(3

b=t durée entre deux accroissements
.
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En introduisant ces notations, nous obtenons I’expression suivante :

o?(tl + 07;) + 02(7']7‘ +07;) — o (! + T+ 07) — 02(02]-)

o(r)o(7})

n —
Aiy =

Bien siar, quand n — oo, toutes ces quantités tendent vers 0.

Nous allons maintenant regarder le comportement asymptotique de A} ; en fonction de la vitesse
de convergence vers 0 de ;" par rapport a 7;". Ainsi nous verrons la contribution de ce couple
(i,7) & la limite (7.29). Nous allons énoncer ces résultats sous forme de deux lemmes que nous
démontrerons en dernier lieu.

Lemme 7.3 Si

i uh
L — 0 ou + — 0
Tin n—00 T]ﬁ n—00
alors
n
¥ n— 00 0
Lemme 7.4 Si
i
- — T; avec 0<T7; <00
n 9, 3,
7! n—oo
et si
n
0@’7]' ..
—= — o0 1<)
" n—ooo
J
alors
n
01}]'
— o0
Tin n— 00
et on a

AN
b n:zo 0

Par conséquent, ’expression (7.29) est égale a la somme des limites des formes quadratiques
du méme type que celles intervenant dans (7.29) mais ou la somme est prise sur les couples
(i,7) tels que :

T!
J
on .
er — 0@’7]' 0< 91'7' < 0 (731)
T n—00

Pour continuer la démonstration, nous allons utiliser la représentation harmonisable du
mouvement brownien fractionnaire. Cette représentation va nous permettre d’obtenir une re-
présentation "spectrale" de A7 ;. En vertu de (2.4) page 28 nous avons :

1 +o0 it;bk_ it?71A M d\
Xt;b _ Xt;b_ / € € ( )

LT Cy(H) ix IN[E1/2

—00
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Et par définition de cette intégrale, nous avons, pour j > k :

1 Xigp — Xyn - Xyn — Xin
AZ = J HJ71 k Hk—l
7 Cy(H)? 7| 7|
B 1 /+oo (eit;‘)\ _ eit;_lz\)(e—it};,\ _ e—itLM) d\
Co(H)? ] KR AlPH
_ 1 /+oo ei(t}‘flftz)/\ (ei(t?*t?—l))‘ _ 1)(1 _ e—i(tzfl—tﬁ))\) d\
Co(H)? ] i AP
_ 1 /+oo 07\ (eir;‘)\ _ 1)(1 _ ei-r,:LA) d)\ (7 32)
Co(H)? [ e AP
Posons maintenant A" =  max |7/'| et w = Ah™. On obtient alors :
<j<m
. 1 /+oo ei%u (eihinu —1)(1- ei;—’;u) (h)2H+1 gy,
YT Gm? I I P b
— 1 /+OO ei%u (ez%u — 1)(1 — ez;—’%u) du (7 33)
Ca(H)? | L R NN R (i '
A A
D’autre part, on peut écrire :
ki =t —t
j—1
= Z (7 —t_1)
I=k+1
j—1 k
= Z = Z s (7.34)
=1 =1
Des relations (7.33) et (7.34), on obtient la relation suivante :
i—1 .n o sk on n
n 1 /+°° eiizl:hln S (piEmr — 1) e~ iZ5h "y (1—einv®)  du
BT Oy (H)? ) [ ]H [u]” Jul 277
hm h
) /+oo (eiz{:hln Ty eiz{;hfn o w) (e—iwu _ e—i%“) Ju
= 02(H)2 > I:‘T;L‘]H [M]H |u|2H+1
b B
Une fois ceci remarqué, on peut écrire la relation (7.29) sous la forme :
oo ( Zley 7, L Ei n"u) ’ i
.. I —etT R uw
fim inf / Z bj || 1H R 0 (7.35)
ik ]

Ou la somme est prise sur E qui est ’ensemble des couples (i, 7) satisfaisant les conditions
(7.30) et (7.31).
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En fait, pour tout M > 0 nous avons la relation suivante qui est vérifiée :

) ) 2
‘z]_ n ,EJ_ n
M (ez =1 Lo el =1 1 u) du
lim inf b; =0 7.36
1nnl>101<1) /_M zE: j [lTjnl]H |u[2H+T ( )
hn
[n (w)|?

Posons _ .
(eiZ;:1 i _eiEi; Tlu)
p(u) = Z bj H

E Tj

Montrons que ¢, — ¢.
Pour ce faire, il suffit de montrer que, pour tout k € E, on a :

ji=1 n .
eizl=h1n Lu 4 eiZ{:—ll I
Il suffit d’écrire :
) j—1
Timy T T
sup eTE T _ l Mo Tt <9 Z #—Tl M
u€[—M,M] =1
Jj—1 o
<2 th -7l M
=1
- 0
n— 00

Par conséquent, on peut intervertir limite et intégrale dans (7.36) et on a :

. . 2
i, T Sizl T
jZl=1 w I=1_

M
. (e mm —e *) du _
/ hnrgggf ; bj 77| |u|2ZHH =0

3 [
[

Z ) (6i2{=1 U —622?;11 ‘rlu) 2 du
— J TJH PREE

Nous avons donc :
J— o 2
el Zf=1 T _ i Ef=11 Tlu)

Zbi( H
E

J

sur un ensemble de mesure strictement positive. Et par conséquent, sur cet ensemble, nous

avons : 4 _
(ei Z{:l T __ ei E{;ll Tlu)

> b 7 =0

E

J

Par définition de E, les 7; sont tous non nuls et comme ’exponentielle complexe est entiére en
u, cette fonction ne peut étre constante sur un ensemble de mesure strictement positive par
conséquent, tous les by sont nuls pour k& € E. On enléve ces valeurs de k& de la somme initiale

et on recommence le raisonnement jusqu’a obtenir tous les by nuls.
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Démonstration du lemme :

Démontrons le lemme 7.4 :

2H 2H 2H
1 on )2H n T Tw+TE
Ay = > (Z’JT)LH R LR B Sl R
Cy(H) (Tj Tk ) ek,j ek,j ek,j
Nous avons : n -
F N S
O, Bk T

Et donc en vertu des hypothéses du lemme, nous avons :

n

J
— = 0
n
0k,j n—»00
Nous sommes maintenant en mesure d’écrire un développement limité & I'ordre 2 de A7;. En

effet, nous avons :
2

14k = 1+2H- 2 +2H(2H - 1) | £ | +0o(.)
Or ; % j Ok

T+ ] - T+ e + T
k,j k,j k,j

Dans le développement, nous avons les termes unité qui se simplifient ainsi que les termes

n 12
T; 3
n
ek,j

+ o()]

du premier ordre. Il ne reste que :

n n
T, +Tj

AP — +o(...)
0%

MO Ce(H2 ()

Ce2meE-uEp ) [[2]
o

_ 2H(2H - 1)(6p )" l Ly

G P ()T |6,
_ameE-n [B°]7
- T omy l(f}‘ﬂ?)] o)

Il suffit maintenant de remarquer que, d’une part,

(62.)° .
(TJTLTI?) n—oo
et d’autre part H —1 < 0 par conséquent nous avons le résultat voulu & savoir

A, — 0
B p—ooso

Démonstration du lemme :
Pour démontrer le lemme 7.3 on va partir de la représentation (7.32) de A7} :

400 it it u
n 0y .u (1_6 ’ )(1_6 k ) du
AL :/

ek
. Co(H? | |7 | [ [uf?HH1
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Pour tout € > 0, on peut séparer le domaine d’intégration en 2 parties :
A A <e/rh et {A ¢ |A] > ¢/7}'} ce qui nous donne une décomposition de A} ; en 2
intégrales : AZJSE et AZ”;E dont les limites sont nulles. En effet, on a, par Cauchy-Schwartz :

2

— 00

2 too (1 =€) (1 — ey du
An’gs] = / iy, ju Teu : <e/Ti'} T=mr
[ k,j l € Co(H)2[rp |7 [r2 (T o |ul <e/7j'} PREE

</+°° |1 — e 2 du / |1 — el v)? du
- [P PP S ey C2(H?|TRPH [uPH

—00
~

-~

=1

On va maintenant utiliser 'inégalité |1 — e*| < 2|z| et on obtient ainsi :

[An,SE]Q / 4|7.Jnu|2 du
" w ful<e/rpy ITPPT |uPHA

S K (T’(L)272H |u|172H du
{uw: |ul<e/7'}

IN

Le changement de variable 2 = u7}" donne :

|:An,_§5:|2 < K |m|1_2H ((L)2—2Hd_aj
BT e ez (R 7
1
< K 1 4 (7.37)
(o |oj<e} |Z[PHT1
S K5272H

Cette derniére quantité tend vers 0 quand € tend vers 0. De la méme maniére, on montre

que :

2
[AZ:;E] S K (7_1?)272H |’U,|172H du
{u: |ul>e/7]}

L’inégalité de troncation, introduite dans Loéve ([91] p. 196), nous permet d’avoir la majo-

ration suivante :

n,>¢e 2 T]? Ef e 1-2H
[Ak’j ] < Ks—/ / (1 = cos(ve))|z|" =" dz| dv
’ 0 0

7j
n 5% +oo
< Ks—kn/ |v|2H 2 / (1 — cos(t))[t|* 2 dt dv
75" Jo Jo
€))
s 5%
< Ks—kn/ [o?72 dv

(7.38)

(I) est définie du fait que 0 < 2H — 1 < 1. On en déduit facilement que 'on a :

—2H
n,>e 2 TI? 12
|:Ak:j ] S K e T_n

J



7.4. TEMPS LOCAL DU MBF 101

Par hypothése, on sait que tend vers I'infini quand n tend vers ’infini et comme 1—2H <

0, cette derniére quantité converge vers 0 quand n tend vers l'infini.

|

Lemme 7.5 Pour tout H € (0,1), le mouvement brownien fractionnaire satisfait I’hypotheése
(7.22).

Démonstration du lemme :
Le cas 0 < H < %

Comme o2 est concave, la fonction ¢ — o (t)/t est décroissante. Par conséquent, nous avons la
relation o2 (t) > to?(1) et donc o(t) o?
est satisfaite pour n assez grand (n

> (1). Il est alors facile de voir que I’hypothése (7.22)
>

Le cas £ <H <1
Dans le cas brownien fractionnaire, le terme de gauche de la condition (7.22) s’écrit sous la

forme :
m m
(@) < / sy | OO0 TT |sj — s 1|00 (T] dsy) (7.39)
Y j=2 j=1
On va maintenant poser t; = s; et t; = s; —s;—1 pour tout 1 < j < m. Le domaine

d’intégration peut alors s’écrire : [t,t+h'] x [0, h']™ L et de ce fait, on a la majoration suivante :

t+h’ ’ m
@< [ | / H|t|H1+59 (1 o
t 0 0 i
t+h m
< H |hl| H(1466;)+1 / |t | H(1+601)d81/ / H |uj|—H(1+69]-) (H du])
j=2 t =2 j=2
(7.40)
m 1 1 1 m m
< H |hl|—H(1+69]-)+1 / |t1|—H(1+601)d81/ / H |uj|—H(1+69]-) (H d’u]')
i 0 0 0 il iss
ou (7.40) provient du changement de variable h'u; = t; pour 2 < j < m.

Il suffit maintenant de choisir une valeur de § de sorte que les intégrales soient définies. Pour
ce faire, il suffit que, pour tout 2 < j < m, on ait H(1 + 66;) < 1. Comme §; < 2, il suffit de
choisir

1 1 1

1
N |
6<2H 2 ¢ om 2<

On obtient alors la domination suivante :

(G) _ (|hl|(m 1)(1-H)— H&Z;ﬂ2 )

o h’aO

Comme |h/| < 1, comme 6; < 2 et comme on a choisi § tel que 1 —H —2H¢§ > 0, on a donc :
(m—1)(1—H)—Hs» 6; > (m—1)(1—H)—2H5(m 1) (7.41)

> (m—1)(1— H — 2H¢)
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0 étant choisi, on peut maintenant choisir m suffisamment grand pour que (7.41) soit plus

grand que 1.
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Introduction

Dans cette quatriéme partie, nous allons poser les bases de calcul anticipatif relatif a des
processus fractionnaires. Cette étude est basée sur le cas du mouvement brownien fractionnaire.
Dans ce cas, il est nécessaire, pour définir une notion d’intégrale, de s’affranchir des propriétés
classiques (variation finie et semi-martingale). Un résumé des différentes techniques explorées
fait ’objet d’un premier chapitre. Dans ce chapitre, on insistera sur les travaux de Nualart [4] et
Decreusefond [45] qui permettent de définir une intégrale pour une classe plus large de processus
appelés processus de Volterra. L’idée commune est de définir 'intégrale relative au processus

de Volterra par le biais de I'intégrale relative au processus sous-jacent, un mouvement brownien.

Dans la suite, on remplace le mouvement brownien sous-jacent par un processus de Poisson
marqué. Le processus ainsi obtenu appelé processus de Poisson filtré est - dans la plupart des
cas - une semi-martingale. Cependant, on peut utiliser la technique présentée au chapitre 8
pour obtenir une intégrale anticipative. Pour ce faire, il est nécessaire de définir une intégrale

anticipative relative au processus de Poisson marqué sous-jacent. C’est ’objet du chapitre 9.

Dans le chapitre 10, on introduit une notion d’intégrale relative & des processus de Poisson
filtrés. On donnera aussi des hypothéses sur le noyau et sur 'intensité des sauts pour obtenir
de bonnes propriétés statistiques. Enfin, nous ferons le lien avec I'intégrale au sens de Stieltjes-

Lebesgue.

Au chapitre 11 nous continuons 1’étude des processus de Poisson filtrés en démontrant un
théoréme de type Girsanov. Une application & I'estimation du coefficient de dérive linéaire est

donnée et des propriétés de cet estimateur sont établies.

Enfin, par le chapitre 12 nous ferons le lien entre les deux classes de processus centraux
dans cette partie : les processus de Volterra et les processus de Poisson filtrés en montrant un
théoréme limite qui prouve qu’une famille de processus de Poisson filtrés d’intensité constante
convenablement normalisée converge faiblement quand n tend vers l'infini vers un processus
de Volterra de méme noyau. Pour obtenir ce résultat dans une grande généralité, nous allons
transformer le probléme initial en un probléme de convergence de martingales & valeurs hilber-

tiennes et ensuite projeter le résultat pour obtenir la convergence souhaitée.
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Chapitre 8

Calcul Stochstique pour des

processus de type Volterra

Définir une intégrale stochastique pour le mouvement brownien fractionnaire ou plus gé-
néralement pour des processus de type Volterra est, dans la plupart des cas, particuliérement
difficile. En effet, ce processus n’est, en général, ni & variation finie ni une semi-martingale. Les

définitions d’intégrales au sens de Stieltjes et de It6 sont donc exclues.

La premiére partie de ce chapitre présente succinctement les différentes voies explorées dans
le cas du mouvement brownien fractionnaire. Pour un résumé de ces techniques, je vous renvoie
a Particle de synthése de Decreusefond [36]. Nous insisterons sur la définition de I'intégrale de

Wiener et son extension & l'intégrale anticipative de type Skohorod.

Dans une seconde partie, on spécifie la voie de Nualart et al [4, 32]. On présente som-
mairement la définition de l'intégrale et on évoque les formules d’It6 et de Meyer-Tanaka ; on
montrera le lien avec le temps local de la partie III et les différences avec le cas brownien.

Enfin, une troisiéme partie sera consacrée aux grandes étapes de la construction d’une
intégrale anticipative pour des processus de type Volterra. Cette partie est un résumé des
travaux de Decreusefond [39, 38, 37, 31] et fournit les principales idées utilisées pour définir
une intégrale anticipative relativement aux processus de Poisson filtrés objets des prochains

chapitres.

Remarque 8.1 Certaines notations (comme par exzemple les espaces Hol(v) et I, 1) relatives

au calcul fractionnaire déterministe sont consignées dans l'annexe 13.2 page 186.

4Cette terminologie vient de la nature du noyau définissant le processus. Ce noyau triangulaire est usuellement
appelé noyau de type Volterra (voir Dieudonné [47] probléme 9 p. 338).
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8.1 Apercu des différentes voies pour définir une intégrale

relativement au mouvement brownien fractionnaire

8.1.1 A partir des propriétés des trajectoires

On considére les sommes de Riemann :

2" —1
> iz [Blli1p-n — B3] (8.1)
i=0

et on cherche & identifier les conditions sur u pour que (8.1) converge.

On notera dans cette idée les travaux de Follmer [58] sur les processus de Dirichlet qui
permet dans le cas H > % de définir une notion d’intégrale. On notera les travaux de Bertoin
[20] sur les processus & a-variation bornée qui assure la convergence de (8.1) pour des processus
u A %—variation bornée avec f+ H > 1 et f > 2. La méme idée a été suivie par Dai et Heyde
[33] dans le cadre du mouvement brownien fractionnaire. On peut aussi évoquer les travaux de
Feyel et de la Pradelle [57] qui assure la convergence de (8.1) pour u € Hol(1 — H). On peut
aussi faire référence a Ciesielski et al. [28].

Zalhe [136] définit, pour tout u € Z, 1 avec a > 1 — H une intégrale relative au mouvement
brownien fractionnaire en utilisant une intégration par parties. Elle montre en plus que pour
H > et pour u € Hol(1 — H) cette intégrale est limite des sommes de Riemann (8.1).

Le principal défaut de ces points de vue trajectoriels (qui s’affranchissent certes de conditions
d’adaptabilité des intégrands) est 'impossibilité dans la plupart des cas de calculer ne serait-ce

que ’espérance de l'intégrale.

8.1.2 A partir du caractére gaussien

Il est bien connu que 'on peut construire une intégrale relative & un processus gaussien pour
des intégrands déterministes (voir [98, 72] et leurs références). Cette intégrale dite de Wiener
coincide dans le cas du mouvement brownien ordinaire avec l'intégrale de It6 elle-méme pouvant
étre pergue comme la restriction aux intégrands prévisibles de I'intégrale de Skohorod [133, 105].
Dans le cas brownien fractionnaire et plus généralement dans le cas des processus de Volterra on
peut définir une intégrale de Skohorod. Cette construction fera ’objet du paragraphe 8.3. Nous
verrons également qu’il existe en fait deux principales intégrales de type Wiener qui s’étendent,
chacune en une intégrale de type Skohorod différente. Nous restreindrons I’étude & 1’une de ces
deux intégrales que nous étendrons aux processus de Poisson filtrés. Elles s’obtiennent & partir
de la représentation de Lévy-Hida.

Les principaux auteurs ayant suivi cette idée sont : Decreusefond et Ustiinel [45, 44] - avec
un travail basé sur les opérateurs linéaires de noyau le noyau de la représentation de Lévy-Hida -
et Alos, Mazet et Nualart [5] avec un travail basé sur les noyaux eux-mémes. Nous verrons dans
les prochaines parties que le travail sur les opérateurs est plus confortable quand on travaille
avec les processus de Poisson filtrés et les processus de type Volterra.
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8.1.3 Autres voies

Pour H < %,

[25] : Dans ces articles, 'intégrale relative au mouvement brownien fractionnaire est obtenue

les travaux de Alés, Mazet et Nualart [4] et de Carmona, Coutin

en approchant BH par une suite de semi-martingales. L’intégrale est alors définie pour toute

approximation et I’intégrale relativement a B est obtenue par passage a la limite.

Pour H > %, les travaux de Duncan, Hu et Pasik-Duncan [51] : Les travaux de

Duncan et al. [51, 50] repris, complétés et appliqués a la finance par Oksendal, Hu [68] et en
collaboration avec Sulem [70] sont basés sur les sommes de types Riemann en termes de produits
de Wick :

Considérons ¢(s,t) = H(2H — 1)|t — s[> =2 et I'espace suivant

£2 = {fmesurable telle que | |3 = / F(8)F(D)b(s, t)dsdt < oo}
RZ

On a alors le lemme suivant :

Lemme 8.1 ([51] Lemme 2.1) Si f et g sont dans L3 alors [ f(s)dBl' est défini comme

variable gaussienne centrée de variance |f|35 et on a :
8| [ r0ast [aas] = <105,

On définit alors, pour g € £2, €(g) = exp [f f(s)dBH — %|f|§)], on montre que ’espace

vectoriel £ engendré par les €(g) est dense dans 1.7 (€2).

Le produit de Wick est défini, pour f et g dans 53) par :

€(f)oelg) = e(f+9)

On étend ensuite cette définition & une classe plus large de variables aléatoires. Pour définir
l'intégrale d’un processus {F; : ¢ € [0,1]}, on considére une partition 7 de [0,1] : 0 = tp <
t1 <---<t, =1cet on définit :

tit1

n—1
S(F,m) = Y F,o[Bf!,, - Bf]
i=0

et on a le théoréme suivant :

Théoréme 8.1 ([51] Théoréme 3.9) Soit {F, : t € [0,1]} un processus d’un bon espace
£(0,1) (défini dans [51] page 591). S(F,m) converge dans L? (Q) quand le pas de la subdivision
m tend vers 0. La limite définit une intégrale cow).[ f(s)dBH.

8.2 Vers une formule de Tanaka

Dans ce paragraphe, nous allons présenter la notion d’intégrale anticipative développée par
Alos, Mazet et Nualart [5] pour des processus gaussiens. Cette construction de 'intégrale a per-
mis de présenter un autre point de vue sur le temps local du mouvement brownien fractionnaire.
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En effet, Coutin, Nualart et Tudor [32] ont obtenue une formule de Tanaka pour H > % Cette
intégrale a récemment été développée par Cheridito et Nualart [26] et la formule de Tanaka

étendue & H quelconque (dans 10, 1]).

8.2.1 Construction d’une intégrale anticipative pour le mouvement
brownien fractionnaire
Cette présentation restera succincte puisque développée au paragraphe suivant dans le cadre

plus général des processus de Volterra.

Considérons les deux espaces suivants :

e L[’espace auto-reproduisant :

7—[ = Vect ({]I[(),t] cte [OaT]}) .

est un sous-espace de £2([0, 7], R) auquel on donne une structure d’espace de Hilbert en

introduisant le produit scalaire suivant :

(Lo, s Tros) )y = Rultys)

e Le premier chaos de Wiener :

L2(Q,R
H, = Vea ((BF - te,1]))

est un sous espace de L2 (Q, R).
Propriété 8.1 L’application
BHE . H — H;
Iog — B
¢ — B¢

est une isométrie.

Cette isométrie permet, déja de définir une notion d’intégrale pour des intégrands détermi-

nistes, l'intégrale de Wiener. Elle sera discutée au paragraphe 8.3.2 page 115.

Pour des variables aléatoires dites cylindriques c’est & dire de la forme :

F = f(B"(¢1),B"(¢2),...,B"(¢n))

ol n est un entier quelconque non nul, ¢; € H pour tout i = 1,...,n et f € C;°(R™,R) 'espace
des fonctions indéfiniment dérivables & dérivées bornées, on définit la notion de dérivée au sens
faible par :
" af
DA(F) = 3 == (B™(¢1), B (¢),.-., B (¢n)) ¢
i=1 '

L’intérét de ces définitions réside dans les propriétés suivantes :

Propriété 8.2 L’espace S des fonctions cylindriques est dense dans 2.
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Propriété 8.3 pour tout F,G € S et tout h € H on a :
E[D"(FG)] = E[FD"(G)] + E[GD"(F)]
E[< D"(F),h >3] = E[FB"(h)]
Propriété 8.4 L’opérateur
DH . IP(Q,R) — LP(Q,H)
est fermé et mon borné pour tout p > 1.

Propriété 8.5 Par itération, on peut définir des opérateurs de dérivations successives :
DIE . 1P(Q,R) — LP(Q, H®)
ils sont fermés et non bornés pour tout p > 1 et tout k > 1.

Remarque 8.2 Cet opérateur transforme les variables aléatoires 1P en une variable aléatoire

a valeurs dans H®* c’est a dire un processus a k variables de puissance p-iéme intégrable.

En définissant sur S la norme suivante :

k
1Py = IFI oy + 2 IDTIFIE, o e

i=1
on peut étendre la définition de I’opérateur de dérivation a un espace DP-*?  fermeture de S

relativement & la norme ||.|| & k,p-

Dans le cas brownien ordinaire, il est connu que 'opérateur adjoint de D noté § et appelé
divergence coincide pour des processus prévisibles, avec 'intégrale d’Ito [106, 62]. Cette analo-
gie faite, il est naturel de penser que I’adjoint de D noté 6" fournira une notion d’intégrale

convenable.

Propriété 8.6 Le domaine Dom(5™) dans 1.2 (Q,H) est I’ensemble des u tels que :
|E[(D"F, u), ]| < cllFll

pour tout F € S.
Si u est dans le Dom/(6H), 5 (u) est Uélément de 12 (Q,R) définie par la relation de dualité

suivante :
H H 1,2
(6%(u), F)ag = E[(DYF,u),] VF e D)

Le gros du travail consiste maintenant & caractériser le domaine de 6. La premiére idée
consiste a faire le lien entre 6 et §7 de facon & avoir une représentation plus simple du domaine
de 6 [45, 4]. On introduit un opérateur linéaire continu noté X* qui vérifie :

* H
K*(Io,q) = KM (t,)
En vertu de la représentation Lévy-Hida théoréme 2.3 page 30 étendue au moyen de la construc-
tion ci-dessus, on obtient la relation :

07 (u) = 8(K*(u)

On peut également citer les travaux de Nualart [6] pour un travail direct sur le brownien
fractionnaire.
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8.2.2 Un énoncé de la formule d’It6

On note 67 (u); = 67 (K} (u)) avec K (u) = K*(ul[g 4)-

Théoréme 8.2 ( [5] Théorémes 2 page 14 et 3 page 18) Soit F' une fonction C? satisfai-

sant la condition (CC) suivante :
maz {|F(2)] , |F'(2)] , |F"@)]} < e

ol A et ¢ sont des constantes positives telles que :

—1
A< (sup Rt>
0<t<T

Alors pour tout H € (1,1), on a :

F(B) = P + @B, + L[ e e a, (52)

8.2.3 Le temps local du point de vue calcul stochastique

Tout d’abord rappelons ce qui se passe dans le cas du mouvement brownien ordinaire. De

la formule d’It6 :

1 t L 1t .
F(Bf) = F(0) + / F'(BZ)dB? + 5/ FI(BY) ds
0 0
on déduit la formule de Tanaka. Elle assure qu’il existe un processus continu croissant L® tel

que, pour tout a, on ait :
1 t . 1 1
|B —a| = |a] + / signe(BZ — a)dBg + L}
0

A ce processus croissant, est associée une mesure notée dL¢ sur Rt et on montre qu’elle est
a support dans {t : Bt% = a} : temps passé dans l’état a. On peut ensuite étendre la
formule d’Tt6 & des fonctions F' qui sont la différence entre deux fonctions convexes. On obtient
la formule de Meyer-Tanaka :

t
FBi) = FO) + [ F@hal ) [ 1) do
0 R

ou la dérivée est a prendre au sens des distributions. De 13, on déduit la formule de temps

d’occupation :
t 1
/ B(BE) ds = / L% ®(a) da (8.3)
0 R

presque siirement pour tout ¢ et toute fonction ® borélienne positive. Pour finir, on établit la
continuité de (a,t) — Lf. Voir Revuz et Yor [116].

Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire, le théoréme 7.11 page 94 nous assure
Pexistence d’un temps local LY, bicontinu, densité du temps d’occupation dans le sens oil, pour

toute fonction ® borélienne positive, on a presque stirement pour tout ¢ :

/Ot ®(BH) ds = /RLH(t,a) ®(a) da
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La formule d’It (8.2) met en évidence I'importance du noyau s — 2H s>~ dans le terme de
trace. Il faut évidemment en tenir compte pour établir une formule de Tanaka. Pour ce faire,
dans [32, Proposition 2 page 6], on introduit un temps local A par :

Théoréme 8.3 Soit H € (0,1) et soit p(x) = \/21? exp (—é) avec € > 0, alors, pour tout
a€R ettoutt€[0,T] ona:

t 2
2H/ p(BY —a)s* 1 ds R A (t,a)
0

e—0

A} est la densité du temps d’occupation dans le sens suivant :
t
/ ®(BF) 2H s*M-1ds = / A (t,a) ®(a) da
0 R
La formule de Tanaka pour B¥ s’énonce alors ainsi :
Théoréme 8.4 Pour tout H € (3,1), on a
BF —al = la| + 6f(BY —a) + A"(t,0)
1
(Bff —a)" = (=a)* + 0 (I(a,00)(BT)) + §AH(t,a)

Idée de la démonstration :
Cas H > %, théoréme 3 page 11 de [32]
On considére F! = 2 ffoo pe(y)dy — 1. On applique la formule de It 8.2 & F, et on passe a la

limite quand € tend vers 0. La difficulté réside ici en la convergence de §(K* [F!(B¥ —a)]),
vers 67 (signe(BH — a));.

Cas % < H < 1, théoréme 6 page 17 de [32]
L’idée est la méme mais la convergence demande plus de travail & cause de la singularité de %
en 0. On montre (proposition 5 page 15 de [32]) que :

{/Ot [Fé(B;H—a)—FE'(Bf—a)]%—I:(r,s)dr . se[O,T]}

converge dans L2 ([0, ] x Q) vers

{/t [signe(B — a) — signe(Bf — a)] %—K(r, sydr : s € [O,T]}
0 r

|

Remarque 8.3 Récemment, Cheridito et Nualart [26], ont étendu le domaine de l'opérateur
0. Cette extension leur a permis d’établir une formule d’It6 valable pour H € (0, %) [26, Lemme
9 page 16] et ont comme corollaire démontré la formule de Tanaka pour tout H € (0,1) [26,
Théoréme 10 page 19].

Remarque 8.4 On peut également citer les travauz de Hu, Oksendal [67]. Dans cet article,
une décomposition chaotique pour le temps local est établie. Il est intéressant de remarquer que
pour obtenir une formule de Tanaka dans le cadre du calcul stochastique développé par Hu et
Oksendal [68], il est nécessaire de pondérer le temps local (par le noyau s — 2H (2H —1) s2H=2)

(voir Oksendal, Hu et Salopek [69]).
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Propriété 8.7 Nous avons la relation suivante entre les temps locauz associés au mouvement
brownien fractionnaire :

AT (t,a) = /Ot 2H s*7=1 L1 (s,a)(ds)

t
= 2H *#71 [H(t a) — 2H(2H —1) / s*1=2 LH (s, a)ds
0

Démonstration :

Pour toute fonction g borélienne bornée on a :

/g(m)AH(t,x)da? = /t 2Hg(BH)s* 145 (8.4)
R 0

/ o(@) L (b, ) dz = / (BT \ds (8.5)
R 0
De (8.5) on tire que

g(B)ds = /R o(2) LH (dt, 2)dz

et en réintroduisant dans (8.4) on obtient :
¢
/g(w)AH(t,w)dw = / 2H/ g(x)s*P-1LH (ds, z)dx
R 0 R
t
= / / 2Hs*H L g(x) L2 (ds, x)dx
R J0
¢
= /g(a:)/ 2H =1 LH (ds, z)dx
R 0

et on en déduit que :

t
A (t,z) = / 2Hs* 1 LH (ds, x)
0

La seconde relation découle d’une intégration par parties.

8.3 Calcul stochastique pour des processus de type Vol-

terra

8.3.1 Définitions et hypothéses

Définition 8.1 On appelle processus de type Volterra (ou processus de Volterra pour faire
court) un processus gaussien centré {X; : t € [0,1]} qui s’écrit sous la forme :

t
X: = / K(t,s)dBs (8.6)

0
avec K un noyau borélien. On notera {§: : t € [0,1]} sa filtration naturelle complétée. On

introduit également l'opérateur (de Hilbert-Schmidt) - également noté K - suivant :

K : £2 - r2
fo—= [ K(t,s)f(s)ds
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Hypothése 8.1 Dans la suite on supposera :
1. K est triangulaire dans le sens ot K(t,s) = 0 pour tout s > t.
2. Il existe v > 0 tel que K soit un opérateur continu de L£> dans Zyi1/2,2-

3. I7' o K est un opérateur de L2 dans L> fermable & domaine dense. On notera K son
extension mazimale et dom(K) le domaine de cette extension.

4. I7' o K est continu de Ly j5_), » dans L.

Propriété 8.8 La fonction de covariance de X notée R s’écrit KK* (avec K* 'opérateur
adjoint de K ou encore :

R(ts) = /0 K (t,u)K (s, ) du (8.7)

Remarque 8.5 Les hypothéses 8.1 sont satisfaites par le noyau K™ de la représentation de
Hida (théoréme 2.8 page 30) avec v = H [121]. D’autre part, les hypothéses sont également
vérifiées par le noyau associé au mouvement brownien multifractionaire (H fonction continue
du temps) avec y = tei%fl]H(t) > 0 [39] exemple 3 page 9.

On se place maintenant sur ’espace Q des fonctions continues sur [0,1] & valeurs réelles,
nulles en 0 et équipé de la topologie de la norme uniforme. On note P la probabilité qui fait de
X -processus canonique- un processus gaussien centré de fonction de covariance R.

Théoréme 8.5 (Decreusefond et Ustiinel [45]) L’espace auto-reproduisant H associé o X
est la fermeture de I’espace engendré par les indicatrices {Ijg 4 : t € [0,1]} au sens du produit
scalaire :

< ]I[(),t], ]I[(),s] >y = R(t,s)

C’est l’espace des fonctions de la forme :
t
() = / K(ts)f(s)ds  avec fe L2 (8.8)
0
Onallfll = [Iflle>-

8.3.2 Intégrale de Wiener

Pour définir une intégrale au sens de Wiener, il nous faut considérer un espace de fonctions
en isométrie avec I’espace L2 (2, P). Deux candidats :

wo-f L2 = LA(Q,P) et wa-f 1 H = L2(Q,P)
K(t, ) —> Xt I[[O,t] —) Xt

Remarque 8.6 De deux choses l’une, ou bien on perturbe le produit scalaire ou bien on change
lantécédent de Xy. Il est a noter que dans le cas B%, ces deux points de vue sont identiques en

vertu de lidentification faite entre H et L? (Ij, est une isométrie bijective entre H et L?).

On définit - pour tout u = L2 —limu,, avec u, combinaison linéaire de fonctions K (t,.),
n—0o0

un, = Yy, alK(t},.) - intégrale par :

(w1),/ u(s)dXs = L2 —lim(w1)f/ un(s)dXs

n— o0

L? — lim Za?Xty

n— o0
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De méme, on définit alors - pour tout v = H — limu, avec u, combinaison linéaire de
n—oo
fonctions indicatrices u,, = ) aj'l[gsn - intégrale par :

n—oo

(W2)-/ u(s)dX, = L? —lim(wz)./ Un(s)dXs

= L2 — lim ZO&?Xt?

n—oo

Théoréme 8.6 (Decreusefond [36]) Pour tout uw € L2, les intégrales rs){ et (wef coin-

cident et on a, pour H > % :

[ K@%, = e[ u(s)ax,

évidemment les intégrales (w1).f et (RS).f ne coincident pas sur les processus déterministes.

8.3.3 Extension aux processus

La encore deux points de vue sont envisageables. Ou bien on construit directement une inté-
grale de Skohorod & partir du processus gaussien X, ou bien on définit une intégrale anticipative
A partir de celle existant pour le mouvement brownien ordinaire via un opérateur linéaire.

Intégrale de Skohorod pour X

Considérons H un espace de Hilbert ou de Besov Z, ,. Une application ¢ de 2 dans H est
dite cylindrique si elle s’écrit :

k
¢(w) = Zfl(< Vi, W >, ..., < Up,Ww >)€17l
=1

avec f € C°(R™,R), v; € Q* pour tout ¢ = 1,...,net 2y € H pour tout [ = 1,..., k. On définit
alors la dérivée de Gross-Sobolev par :

k

Vo(w) = ZZaf,(< VLW >, ., < Up,w >) K oi*(v;) @ 7y

=1 i=1

ou 7 est 'injection de H — 2. On sait que V est fermable et on note V son extension maximale
et dom (V) le domaine de cette extension. Pour p > 1 on note D, ; (H) ’adhérence de I’ensemble

des fonctionnelles cylindriques pour la norme :

ol = [19lle + IVEllLr@,c20m)

La divergence est, par définition, 'adjoint de V, son domaine est noté dom(d) et c’est ’ensemble
des processus de L? (2 x [0,1]) tels qu’il existe une constante ¢ = c(u) telle que, pour toute
fonctionnelle cylindrique on ait :

E[<u, Vo >c2m] < clldll

et alors :
E[<u, Vo >c2m] = Elpd(u)]

On notera indifféeremment 6 ou (Skl)-f.
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Théoréme 8.7 1. Le processus {B; = d(Mjo,,) : t €[0,1]} est un mouvement brownien
ordinaire dont la filtration coincide avec {F: : t € [0,1]}.

{(w)./ K(t,s)I10,4(s) dB,; : te [0, 1]} = {X; : te€0,1]}
3. Pour tout u déterministe on a :
(sm)./u(s)dXs = {Wz)-/’LL(S)dXS

Démonstration :
Les deux premiers points sont montrés dans [45]. En ce qui concerne le troisiéme point, on a

les relations :
Xy = (w1)7/ K(t,s) ]I[O,t](s) dXs
et d’autre part :

X = (W)—/K(t,S)H[()’t](S) dés

(Skl)—/ K(t,s) II[M](S) dXs

<

Remarque 8.7 § n’est pas la divergence de B. En effet, l'opérateur de dérivation associé a B

nest pas V mais V avec la relation K* oV = V.

Cette intégrale fournit un bon outil pour démontrer les résultats comme Girsanov ou la

représentation de Clark (voir [45]).

Utilisation de 1’intégrale de Skohorod pour B

On notera (so lintégrale de Skohorod relativement a B [105, 133]. On peut & partir de

cette intégrale définir une intégrale anticipative relative & X :

Définition 8.2 Pour tout processus u tel que K*(u) € dom(csw-['), on définit lintégrale relative

a X par:

(sm,/u(s)dXs = (smr/lC*(u)(s)st

Propriété 8.9 Soit u déterministe a valeurs dans H. On a alors :
(Sk-z)—/’U,(S)dXs = (wz)—/u(s)dXs

Démonstration :

Soit u & valeurs dans H, u = H —limu, avec u, = ) aj'ljgn).
n—00 g

Dans un premier temps, on va montrer que K*(u,) = Y af K(t7,.). Par linéarité, il suffit de
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montrer que K*(Ijg ) = K(t}',.). Or on a formellement, en notant € la masse de Dirac en

t? les relations suivantes pour tout ¢ € [0,1] :

B et = T(er)t) = [ e (5)ds

Tfo,er1 (%)

Kt = | K (s, e (5)ds (8.9)
K(t%,t

) )

(8.9) vient du fait que, comme K est Hilbert-Schmidt de noyau (s,t) — K(t,s), K* est Hilbert-
Schmidt de noyau (s,t) — K (s,t). On vient donc de mettre en évidence que :

* 71— 1 n
K* o [(I5,)"] (Ljo,e2) = K(t,.)
IC* (H[O,tl"]) = K(t?, )

On a alors :

(Sk2)-/’LL(S)dXS = (Sk)-/’C*(U)(S)dBS
- / K* (u)(s)dB, (8.10)

= 12 —lim (W)—/K*(Un)(s)st

n—o0

= [2 —lim(W)f/Za? K(t?,s)st

n—o0

— L2 — lim (W)—/ZO[? thn (8.11)

n—oo

= (WZ)./u(s)dXs (812)

(8.10) est une propriété classique de I'intégrale de Skohorod. (8.11) n’est autre que la définition
du processus X. Enfin, (8.12) vient du choix de ’approximation de u.

Remarque 8.8 Il est nécessaire de prendre une intégrale anticipative du mouvement brownien
ordinaire car méme avec un processus u adapté, le processus K*(u) n’a aucune raison de l’étre.
Pour s’en rendre compte, on peut prendre l'exemple du mouvement brownien fractionnaire de
Lévy qui correspond au noyau (t,s) — (t — s)7+2. On a alors K = I7+3 et donc K = I~

Par conséquent on a :

K(f)(®) / (t— )% f(s)ds

B /o (t = 8)" "2 Lo (s) f(s) ds
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par conséquent, son dual s’écrit :
1 3
KO0 = [ (=0 10400 f5)ds

1

= [ =t E L) £ s
1

= [ -0 ) ds
t

1l est donc anticipant...

Cette intégrale est la seconde intégrale développée par Decreusefond et Ustiinel dans [45].
Elle coincide avec celle développée par Duncan, Hu et Pasik-Duncan [51], a celle développée
par Oksendal et al [71] ainsi que celle développée par Privault [113].

Outre la formule de It6 qui peut s’exprimer & partir de cette intégrale [45], on a le résultat

suivant :

Théoréme 8.8 (Decreusefond [37]) o Siu est déterministe et si les deur membres de

l’égalité existent, on a :

(s;cz)./u(s)dXs = (RS)—/U(S)dXS

o Siu € Dy (L?) et si toutes les expressions de ’égalité existent alors on a :

(Sk.z),/ u(e)dX, = tim S u(t)(Xe,, - Xi,) - /0 D,u(s)ds

|7 |—0 tiemn

avec D =Ko V.
Remarque 8.9 D ne coincide avec NV que dans le cas d’un opérateur K orthogonal.

Le deuxiéme point nous pousse & introduire une troisiéme intégrale :

1
(Sk3)-/ = (Sk2)-/U(S)dXs + / Dgu(s)ds
0

Théoréme 8.9 (Decreusefond [37]) Sous de bonnes hypothéses décrites dans Decreusefond
[37], on a :

n—1 (i+1)/n
(Sks)-/U(S)dXs = L2n:£m l; n/l i u(s)ds (X(ix1)/n — Xi/n)
communément appelées sommes de Stratonovitch (voir Nualart [105, 3] pour un développement
détaillé).

L’intégrale (sks)- f correspond a la troisiéme intégrale introduite dans [45] et & beaucoup des

autres intégrales définies. Par exemple celle de Alos, Mazet et Nualart [4], de Carmona et Coutin
[25], de Feyel et de la Pradelle [57], de Russo et Vallois [119, 120], et de Z#hle [136].
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Chapitre 9

Calcul stochastique pour des

processus de Poisson marqués

Ce chapitre a pour objectif de définir une intégrale anticipative relativement a des processus
de Poisson marqués. Cette intégrale sera & la base de la construction de l'intégrale relative &
des processus de Poisson filtrés. Elle jouera le méme role que l'intégrale de Skohorod pour le

mouvement brownien étudié dans le chapitre précédent.

L’idée est la méme & savoir définir I'intégrale comme opérateur adjoint d’un gradient sto-
chastique. Nous allons construire ces objets & partir de 'opérateur de dérivation introduit par
Decreusefond dans [35].

Aprés avoir mis en évidence les propriétés de cette intégrale, nous regarderons le lien avec

I'intégrale dite “naturelle” c’est a dire définie au sens de Stieltjes-Lebesgue.

9.1 Intégrales naturelles pour des pPm

9.1.1 Notations, définitions et hypothéses

Soit R? muni de sa tribu borélienne.
Considérons T' déterministe, fini ou non, et (2,3, (§¢):efo,r7, ) un espace probabilisé filtré. On
introduit maintenant deux suites de variables aléatoires (T,)nen= et (Zn)nen= telles que :

Hypothése 9.1
o (T))nen+ soit une suite strictement croissante de [0,T] (les instants de saut) vérifiant :

lim T, = T

n—o0
o (Zp)nen+ soit une suite a valeurs dans R? (les marques).

Définition 9.1 On appelle processus ponctuel marqué la mesure aléatoire 4 valeurs entiéres
définie par :
e = > &1 z)(t2)

neN*

5Les deux prochains chapitres font I’objet d’une publication en préparation [42]
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et le processus de saut associé le processus définie par :

> Zn i<y

neN*

9.1.2 '"Intégrales naturelles"

Définition 9.2 e Pour tout processus f mesurable et ou bien localement borné, ou bien

non-négatif, on définit le processus :

{(f w p)(w) / /fs 2)(w)p(w, s, 2) te[O,T]} (9.1)

Cette intégrale est définie par :

(f * wiw) = D f(Taw), Zn(w)) Tz wy<y : tE€[0,T] (9:2)

n>1

e Le processus N est 4 variation finie sur les compacts de temps, par conséquent, pour tout

processus X mesurable et ou bien localement borné ou bien non-négatif, le processus

{u*ﬁ”N»W)@tﬁinWMNmn:temj@

cette intégrale existe pour tout w et tout t € R* au sens de Stieltjes-Lebesque et on a :

(SL)
(X = > Znw) X1, () (@) Tz w)<y * £ €0, T]
n>1

9.1.3 Le compensateur prévisible, intégrale stochastique
compensateur prévisible, mesure martingale aléatoire
Hypothése 9.2 e La filtration {§, : t € [0,T]} satisfait auz conditions habituelles de la
théorie générale des processus.
e Le processus N est adapté.
e E[Ni] < oo pour tout t.

Propriété 9.1 Soit u un processus ponctuel marqué sur [0,T] x R? satisfaisant les hypothéses

9.2. I existe une unique mesure v sur [0,T] x R? telle que :
e Pour tout B € B(R?), le processus {v([0,t] x B) : t € [0,T]} est prévisible.

e Pour tout processus prévisible non-négatif f € L*(v) (c’est a dire défini sur [0,T] x R? et

mesurable relativement a P x £) le processus défini par :
(ST) no (L)
R T A IR 5 | B

L
est une (§t)iefo,1)-martingale ((*) v désigne l’intégrale de Lebesgue relative a la mesure

v).
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Définition 9.3 La mesure v s’appelle le compensateur prévisible de u, on notera it = u—v

la mesure compensée.

Démonstration :

Pour pouvoir écrire ceci, il nous faut montrer que 'intégrale de droite de I’expression (9.3)
a un sens. Pour cela, il suffit que la mesure v soit de Radon sur [0,7] x R?. L’existence du
compensateur est démontrée dans Jacod [75] page 18.

|

Théoréme 9.1 (Jacod [75] page 86) Deux processus ponctuels marqués ayant le méme com-
pensateur ont méme loi.

Propriété 9.2 Le processus de saut N admet pour compensateur prévisible le processus A

{At _ /Ot/E > u(ds, dz) | tE[O,T]}

on appellera processus de saut compensé le processus N = N — A.

suivant :

Les propriétés de la martingale ainsi obtenue sont les suivantes :

Théoréme 9.2 Pour tout processus f prévisible, f € L(v), on a, pour tout t € [0,T] et tout
s€[0,T] :

Remarque 9.1 Nous avons des énoncés équivalents avec N, N et A.

9.2 Intégrale au sens de Skohorod pour des mesures aléa-
toires
9.2.1 Restriction du cadre, motivations et mise en place de la problé-
matique
Restriction du cadre

Hypothése 9.3 Le compensateur v s’écrit sous la forme :
v(w,ds,dz) = X(s)ds n(dz)

ot 1 est une mesure de probabilité (loi des Zy).
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Théoréme 9.3 (Jacod [75] page 81) Un processus ponctuel marqué dont le compensateur

est déterministe est un processus de Poisson marqué.

Pour tout h déterministe, on a donc, en vertu du théoréme 9.2 :

(SI) -
(R " N)zlliz) = lhllez) (9:4)

Cette relation va nous permettre de faire jouer a I'espace £2(v) un role comparable & celui
joué par l'espace de Cameron-Martin dans le cas brownien.
Plongement dans 1’espace de Poisson

L’idée de cette construction est de définir un opérateur de dérivation. Pour ce faire, le bon

cadre est ’espace de Poisson ) défini de la maniére suivante :

On appelle 2 I’espace des mesures entiéres, simples et localement finies sur [0,7] x E. T est

déterministe fixé fini ou non. On notera (E, £) Pespace mesurable (R?, B(R?)).

On définit la probabilité P comme 'unique mesure sur 2 faisant de la mesure w (mesure
canonique) une mesure aléatoire de Poisson de compensateur v. On définit également la filtration

canonique § par :

So = {0,Q} et Fr = 0’{/ /w(ds,dz), sSt,BEE}
o JB
On notera enfin, P la tribu prévisible sur Q x R x E.

Mise en place de la problématique

L’objectif du travail de Decreusefond est de trouver un opérateur de dérivation c’est a dire
qu’étant donné une variable aléatoire F' et une direction h déterministe, on puisse définir une

variable aléatoire DF(h) telle que :

e (e soit un opérateur de dérivation :
DFG(h) = FDG(h) + GDF(h) (9.5)

e qui vérifie la formule d’intégration par parties :

(SI)

E[DF(h)] = E|F . (h * (w—))r (9.6)

Remarque 9.2 C’est lextension de la relation (9.6) a des processus stochastiques h qui nous

fournira une notion d’intégrale.
9.2.2 L’opérateur de dérivation de Decreusefond [35]

Les hypothéses

Outre les hypothéses 9.1 page 121, 9.2 page 122 et 9.3 page 123, nous allons demander au

compensateur de satisfaire I’hypothése suivante :
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Hypothése 9.4 e )\ est intégrable au sens de Lebesgue sur [0,T].

Im >0, Vs € [0,T], 0 <m < A(s)

L’idée générale et démonstration de certaines étapes clé dans le cas Poisson stan-

dard

L’idée est basée sur les considérations suivantes : étant donnée h € L?(v), il s’agit de
déterminer un opérateur 7" et une mesure de probabilité P;» absolument continue par rapport
a la probabilité P et tels que :

L(w,P) = L(T" Pr)

En introduisant le processus défini par :

dP
Lpn
7 (t) P |,
on peut écrire :
Ep [F(T"w)] = Ep,, [F(w)]
= Ep [F(w).Lys]
En perturbant 'opérateur on obtient la relation :
1 1
Be |1 (F(T) - F@)| = Be [F@) 1 (B - 1)

Il s’agit de déterminer un opérateur 7" de sorte que :

e—0 €

£ — lim - LTh -1) / / (s,2)(w —v)(ds,dz) (9.7)
et de définir 'opérateur par :

DF(h) = £? —lim E (F(T'w) — F(w))

e—0 €

La relation (9.5) est alors vérifiée. La relation (9.6) n’est pas facile & montrer a ce stade.

II est naturel, pour avoir (9.7) de poser :

Lot gp( / / h(s, 2)(w — v)(ds, dz)) (9.8)

ED(X) désigne ’exponentielle de Doléans de X (voir Jacod [75] p. 190).

La difficulté est de trouver Popérateur T*. Pour ce faire, Decreusefond a considéré Tw
comme étant le processus qui saute & l'instant s + v (s, 2) avec la marque z quand le processus
w saute & l'instant s avec la marque z avec :

p! </Os(1 + eh(u,z)A(u)du) s

v () = inf {r>0 : v(r) =s}

v(s) = /Os)\(u)du

ve (5,2)
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Pour donner une idée de la démonstration, regardons ce qui se passe sur le processus de
Poisson standard (A constant). Dans ce cas le théoréme de Girsanov nous dit que 'on passe
d’un processus de Poisson d’intensité A & un processus de Poisson d’intensité A\ = A(1 + eh(t))
en utilisant le changement absolument continu de probabilité de densité :

— ¢D (e /0 h(s)(w — A)(ds))t

Par conséquent, le compensateur de T"w sous P est donné par :

dp

dp

St

T
(1 = / Loy (5 + v (5)) (1 + eh(s)) A ds

mais ici on a :

At
v
A
t
v (t) = / (14 ¢eh(s))ds —t
0
On effectue, dans (I) le changement de variable u = s + v (s), comme on a :

du

(1+ (v8)'(s))ds
(14 ((1 +¢€h(s)) —1))ds
(14 eh(s))ds

On obtient alors :

T+o"(T)
(I) = / ]I[07t)(u) A du
0

t
//\du
0

La derniére égalité est due au fait que t < T et v*(T) > 0 (h étant non-négative). Par consé-

quent, T'w sous P a le méme compensateur que w sous P. En vertu du théoréme 9.1, ils ont

méme loi.

Les opérateurs introduits par Decreusefond
Définition 9.4 Une fonctionnelle F : Q — R est dite lisse dés que, pour tout h € L2(v), il
eziste une variable aléatoire de carré intégrable ﬁF(h) telle que :

12 — im 1 (F(w) — F(T"w) — ebF(h)) =0

e—0 €

Cet opérateur nous permet d’établir la relation (9.6) malheureusement d’une part il est
difficile de voir & partir de cette écriture si (9.5) est vérifiée et d’autre part les fonctions lisses
sont difficiles & identifier.
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Définition 9.5 Considérons S [’espace des variables aléatoires de la forme

P [ nem@ts, a2, [ [ 1t a)

ol f est une fonction deuz fois dérivable bornée et a dérivées bornées. fig; € L*(v) f; est

contindment dérivable avec une dérivée bornée pour touti =1...n.

Définition 9.6 Pour toute fonctionnelle F € S et tout h € L2(v), DF(h) est définie par

DF(h) =

- : 2/ Zfl(s>g1(z>w(ds,dz>,..., / an(s>gn(z>w(ds,dz>)

i=1

/OT/E f{(s)gi(z)(ﬁ /0 h(r, 2)A(r) dr) w(ds,dz). (9.9)

Théoréme 9.4 Soient F, G € S, et h € L*(v).
e F est dense dans I? et F dans S implique F lisse.
.
DF(h) = DF(h)
Remarque 9.3 Les résultats valables pour D sont donc valables pour D.

FGeS

DFG(h) = FDG(h) + GDF(h)

(S1)
*

E[DF(W)]=E|F . (h * (w—v))r|. (9.10)

Démonstration :

Voir Decreusefond [35].
e Théoréme 4 page 509,
e Théoréme 4 page 509,
e Lemme 2 page 506,
e Théoréme 5 page 511.

9.2.3 Introduction du gradient stochastique

Théoréme 9.5 Pour tout F' € S il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout h € L?(v),
on ait :
E[IDFh)*] < cllhllzz(,

Démonstration :

En utilisant le fait que les variables f;, f'; et g; sont bornées, il existe une constante c; telle

‘ /OT/E ﬁ /Os h(r, 2)A(r) dr w(ds, dz)

que :

E[|DF(h)|’] < n.c; E

2] (9.11)
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Maintenant, en utilisant ’hypothése (9.4) de minoration de A on a :

[/ h(r, 2) dr] w(ds, dz) 2]

D’autre part, en remarquant que (a + b)? < 2(a? + b?), l'inégalitée de Cauchy-Schwartz et

E[DF(h)P] < =5 E

I'hypothése 9.3 sur la mesure v (déterministe) on a, pour tout h € £L2(v) :

/OT/E h(s,z) w(ds,dz)

h(s,z)v(ds,dz)

. 0JFE
/O/Eh(s,z)2 (w— V)(ds,dz)] E
2 /OT/E h(s, 2) v(ds, dz)

/OT/E h(s, 2)? v(ds, dz)] . v([0,T] x E)

+2 /OT/E h(s,z)? v(ds,dz)

§2(1 + v([0,T] x E)) /OT/E h(s,z)? v(ds,dz)

2
E

<2E h(s,z) (w—v)(ds,dz)

<2E

/0 T[Ew ) (ds, dz)]

<2E

On obtient alors la relation suivante, :

E[|DF(h)P] < =32 // [/ )drrl/(ds,dz) (9.12)
On utilise maintenant la forme spéciale de la mesure v (hypothése 9.3) pour écrire :
/OT/E [/Os h(r, z)/\(r)dr] ’ A(s)n(dz)ds
< /OT/E (/Osh2(r,z ) (/ N (r dr) Yn(dz)ds
< /T/ (/T h2(r, z)/\(r)dr> (/0 /\2(r)dr> A(s)n(dz)ds
/ / (/ (r, 2)[|\|2A(r )dr) A(s)n(dz)ds (9.13)
< ||A||2/ ds/ [ 1N )

s||A||§||A||1/ /h (r)dr 1(dz)
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De la relation (9.12) et du résultat précédent on déduit l'existence d’une constante C' telle que

T
E[|DF(h)]’] < C /0 /Eh2(r,z))\(r)dr n(dz)

Ce qui démontre le résultat.

<

Corollaire 9.1 Pour tout F € S, il existe VF € L?([0,T] x E x Q,v ® dP) mesurable en les

trois variables et telle que :
DF(h) = <VF , h>p2,) Vh € L2(v)

Démonstration :

Soit F' € S fixé. Considérons ’application :

Or : L2v)®1*(Q) — R
h®G —  E[GDF(h)]

C’est une application linéaire, montrons qu’elle est continue. Pour cela, on considére le produit
tensoriel projectif (voir Kothe [82] chapitre 41 pour plus de détails) équipé de la semi-norme :

121l = inf Y lhillez)1Gill2

i=1
ot I"inf” est pris sur les z de la forme z = Y1 | h; ® G;.
Pour montrer la continuité, il suffit de montrer, pour un tenseur, ’existence d’une constante C
telle que :
n n
or(Q_hi ®Gi)l < C NI hi @ Gill (9.14)
i=1 i=1
Mais on a,

|¢F(Z hi®Gy)| < Y [E[GiDF(hy)]|

=1

< > NGl [IDF(h)]]2 (9.15)
=1

< C Y G (bl g2 (9.16)

i=1

(9.15) n’est autre que 'inégalité de Holder et (9.16) vient du théoréme précédent. C' ne dépend
ni de h ni de G donc :
n n
6r(>_hi®Gi)| < C 1> hi @G|

i=1 i=1
Donc, ¢ est linéaire continue. En utilisant I’identification des produits tensoriels d’espaces de
type £2 :

L (Q x [0,T] x E;dP®v) ~ L*(v)®L*(Q)
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On peut maintenant appliquer le théoréme de représentation de Riesz qui nous donne I'existence
d’une variable mesurable VF € L?([0,T] X E x Q,v ® dP) telle que :

¢)F(G®h) =< VF; G®h>L2(Q)®£2(U)
= E[G <VF; h>£2(y)]

Donc,
]E[GDF(h)] = E[G < VF; h>£2(,,)]

ceci est vrai pour tout G € L?(Q) ce qui conclut la démonstration.

Définition 9.7 On appelle gradient stochastique Uapplication :

V:8 — L*0,T]x ExQ,v&dP)
F — VF

Propriété 9.3 Pour tout F et G dans S et tout h dans L?(v) on a :

VFG = FVG+GVF

ST
E[<VEh>pm] = E|F(0Y @-v)r

Théoréme 9.6 L’application F — VF est fermable dans 1.2 (P).

Démonstration :
Soit {F,,n > 1} une suite de S telle que F),, converge vers 0 dans L?(P) et telle que VF,

converge vers une limité appelée (.

Pour tout G € S et tout h € £L2(v) on a :

E[< C,h > G] = nh—>H;oE [< VFn,h >E2(l/) G]
= nlL}H;OE [< VF,.G,h >£2(V)]
= nlLH;O(E [< V(F,G),h >E2(,,)] —E [< VG.Fy,,h >E2(,,)])
= nlLII;O(E [< V(FnG),h >£2(U)] —E [< VG, h >r2(v) Fn])
= 1im & |FG.(h ¥ (@ = v)r| ~E[< VG, h >z Fa))
=0

Cette limite est nulle car F,, tend vers 0. Comme S est dense dans L? (P),
]E[< (h >r2(v) .G] =0

pour tout G et donc < (,h >,2,) = 0 P —p.s. et comme cette relation est vraie pour tout
h € £2(v) on en déduit que ( = 0 P —p.s.
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Définition 9.8 On introduit sur S la norme :
VFeS, |IFIE, = IIFI + E[IIVFIZ)]

et on introduit ’espace Dy 1 est la fermeture de S relativement a la norme ||.||2,1.
Remarque 9.4 Si F € Dy alors F est lisse au sens de la définition 9.4 et pour tout h € L?(v),
on a DF(h) = DF(h).
Définition 9.9 On appelle gradient stochastique associé a l’opérateur de dérivation directionnel
Uapplication
Vv : ]D)271 — ]L2 (9,52(1/))
F — VF

Théoréme 9.7 Pour (F,G) € (Dy1)*, et f€C', ona:
o

VFG = GVF + FVQG

Démonstration :
1/ Soit h € L?(Q, £L%(v)). On a :
< VFG,h >r2,) = DFG(h)
= GDF(h)+ FDG(h)
= G<VF,h>p2) +F < VG, h >r2,,
= < GVF,h >r2) + < FVG,h >r2(,) (9.17)
= <GVF + FVG,h >z,

(9.17) est due au fait que F et G sont des variables aléatoires et ne dépendent donc que de w.

Ceci est vrai pour tout h ce qui prouve le résultat.

2/ Soit h € L2(Q, £%(v)). On a:

< Vf(F),h>r2) = D(f(F))(h)

f'(F)DF(h)

= fI(F) < VF,h >r2(v)
< f’(F)VF, h >r2(v)

Ceci est vrai pour tout h ce qui prouve le résultat.

<

Propriété 9.4 Soitt € [0,T]. Si F' € Dy 1 est §-mesurable alors pour tout h a support dans
1t,T] x E, DF(h)=0.
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Démonstration :
On va démontrer le résultat sur une fonction de S le résultat en découlera par passage a la
limite. Une fonction de S §;-mesurable est de la forme :

F=i([[ [ a@aes, @, [ [ oo, @)

avec les f; a support dans [0,#]. On peut alors écrire pour tout h € L2(v) & support dans

1t,T] x E:
fggﬁi //f1 $)g1 (2)w(ds, dz), //fn 5)ga () (ds, d2))

i=1
1

. /Ot fi(s)gi(2) (m /08 h(r, 2)\(r) dr) w(ds,dz)

+ _Xn:aa;:(/oT/Efl(s) 1(2)w(ds, dz), // Fn(8)gn(2)w(ds dz))
. /tT fZ(S)gi(Z)(ﬁ /Os h(r, 2)X(r) dr) w(ds,dz)

D’une part, le premier terme de la somme de droite est nul car h(r,z) = 0 sur [0,s] x E

pour tout s € [0,¢] et d’autre part, le second terme de la somme est également nul car la dérivée
fi(s) =0 sur J¢,T).

9.2.4 L’intégrale comme opérateur adjoint

Définition 9.10 Soit ¢ une variable aléatoire de Q dans L?(v). on dit que ( appartient au

domaine de § (dom(9)) s’il existe une constante c¢(() telle que, pour tout F € S on a :
[E[DF(O] < e(C) [IF ]2

Et dans ce cas, 6(C) est défini par :
E[F(Q)] = E[DF()]

Propriété 9.5 °
L3(v) C dom(5)

(S1)

Vhe L2(v), 6h) = (b x (w—v)r

Démonstration :

e Du résultat 4/ du théoréme 9.4 qui nous assure que si h € £2(v) alors, pour tout G € S

on a :

(S1)

E[DG(h)] = E|G.(h % (w—v))T (9.18)
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on peut écrire :

E[DG(H)] = E|G.(h ‘¥ w-v)r
(s1)
< Gl [|(h %" (W —v))7]|2
< IGll2-I Rl 22 ()

Ce qui assure que h € dom(9).

e D’autre part, par définition de § on a :
E[G&(h)] =E [< VG, h >E2(,,)]
on en déduit donc en comparant avec (9.18) que :

(SI)
*

E|G.( (w-v)r| = E[G§(h)] VGeS

le résultat en découle en raison de la densité de S.

<
Théoréme 9.8 Pour tout a € S et tout ( € L2(v) on a :
.
a¢ € dom(d)
.
d(ac) = ad(¢) — Da(() (9.19)

Démonstration :
Soit F' € S. 1l est facile de voir par définition de DF({) que si a est une variable aléatoire, on
a:

DF(a¢) = aDF(()
En utilisant les propriétés de 'opérateur de dérivation on a :

E[DF(a¢)] = E[a DF(()]
= E[D(aF)(C) - FD(a)(O)]
= E[F a §(¢)] — E[FD(a)(()] (9-20)

[E[DF(aQ)][ < |E[F a 6(Q]| + [E[FD(a)(Q)]]

< [F all2 [16(Ol]2 + [[F]l2 [[D(a)(O)]]2
< C(FN2 16Oz + [IFll2 1€ z2(x))
< C||F|]2

La troisiéme inégalité vient de la bornitude de la variable a. Ceci démontre que a.F' €
dom/(9).

e La relation (9.20) assure que, pour tout F' € S on a :
E[F 6(aQ)] = E[DF(a()] = E[F a §(¢)] — E[FD(a)(()]

Ce qui démontre (9.19).
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9.2.5 Un sous espace particulier du domaine de §
Construction

On va généraliser la construction précédente en considérant des variables aléatoires a valeurs
dans l'espace de Hilbert séparable £2(v). Pour ce faire, on va définir la famille S(£2(v)) des

"processus" cylindriques de la forme :
® =Y Fv; FeSuvel(
et 'opérateur de dérivation de la forme :
D®(h) = Y DFi(h)®v; F;€S,v; € L(v)

Propriété 9.6 Considérons une base orthonormée complete {a; : i € N*} de L2(A(.)dt) "<
L2(X) et une base orthonormée compléte {b; : i € N*} de L2(n).
Si\ € L2(v) et si ¢ € S(L2(v)) alors lopérateur V¢ est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Démonstration :

Tout d’abord, remarquons que I'opérateur :

6 : L%(ds) — L2(ds)
f — fo'f(r)/\(r)dr

est de Hilbert-Schmidt de £2(ds) dans lui-méme. En effet, on peut écrire
T
5) = [ LoqA )
0

et le noyau (£,7) — 1y 4(r)A(r) est clairement de carré intégrable dans [0, 1]%. Il suffit mainte-

nant d’utiliser (9.11) pour écrire :

E| Y <D®(a; @ by); D®(a; ® bi) > 2
jk=1

IS

jk=1
<e 5:1 VOT/E [ﬁ /0 as (r)bk(z))\(r)dr} 2 I/(ds,dz)]

<e kfj / bi(z)n(dz)i l / ' 5 L s 2 A(s)ds]
ey [ oo,

7

(la constante ¢ varie d’une ligne a 'autre). Le résultat est établi.
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Propriété 9.7 Soit ¢ € S(L*(v)), alors ¢ € dom(6)
Démonstration :

C’est une conséquence directe du théoréme 9.8, de la linéarité de d et de la définition de S(L2(v)).

|

Pour motiver ce qui suit, on rappelle que dans le cas brownien, on sait que :
E[6(u)?] = E[||ullz2] + E[trace(Vuo Vu)] (9.21)

Cette relation permet de définir une norme sur S(£?) et donc d’étendre le domaine de I'opé-
rateur. Malheureusement, (9.21) n’est plus vraie dans le cas Poisson et on vise maintenant a

trouver son homologue.

Propriété et Définition 9.1 Considérons [’espace HY suivant :

Oh
LA h 2 L= 2
H { € L5(v) aSe./;(u)}
que l'on munit du produit scalaire :
dg Oh
<g, h>y =<g, h>pp) + < 5% Bs LW

On considére maintenant {e; : i € N*} une base orthonormée compléte de H" qui vérifie
ei(T,z) =0 V2eR VieN (9.22)
On peut prendre, par exemple, quand T est fini la base de L>([0,T]) formée des fonctions :

{x—)sin (27;11127) 1 ne€ N*}

et une base orthonormée quelconque de L?(v). On note toujours {e; : i € N*} la base ortho-

normée compléte de L2 (v).

Remarque 9.5 Il est évident que H" C L*(v).

On définit maintenant Uespace S(H”) avec des notations évidentes et ’on considére l'opérateur

' suivant :
r : SHY) — L*(Qx [0,T] x E,dP ® v)

¢ = XEi<Gei>n D(e)
avec I'(g;) = V(d(g;)).
Démonstration :
On va montrer I'existence de 'application I'. Pour ce faire, on doit montrer que, pour tout
h e S(HY),
B[V, < o
Soit h € HY, on a :

INGOD 720y = D < V(S(h), e >72,,
i=1

= > D(M)(e)?
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Comme d(h) est cylindrique, on peut écrire :

0 T s 2
E[[IVGm)IRa)] < ZE[ / E?()ﬁ / ei(r, )A(r)dr w(ds,dz“

IN
(]2
S
| —
Q|
» [
—
»
&
g
W |
A
o\m
2
=
N
A
>
—~
=
="
3
—
©
—~
QU
)
I8
&

IN
S~
—

oh? 1 = )
% (s,2) BE Z <ei, Lo, >72(n) v(ds,dz)

1 6h2

< = / o Mo vids, a2
1 2

< —3 // oh v(ds,dz)
1

< ) || ||z:2(u)

Par conséquent, on a :

16(A)20 = E[d(h)7] + E[IIV(tS(h))IIiz(u)

1  0h
< |IhlZ2) + " ||£||3:2(u)

1
(M—) 1B,

De ce fait, on a § : H” — Dy est continue et V : Dy; — L2(Q x[0,T] x E,dP ® v) est
continue par construction donc I'application

IA

Vod : H — L*(Qx][0,T]x E,dP&v)
est linéaire et continue. Par conséquent, il existe une constante C' telle que :
E[IVOM)IEaw)] < C 1Al (9.23)

et en particulier on a pour tout ¢ € N*

E[IIVOE)IE)] < © (9.24)

On prend maintenant ( € S(HY) de la forme ( = F'h avec F' € S (donc bornée) et h € H”. On
a alors :

E [Tz

2
(o]
B <Cei>u F(Si)||ﬁ2(u)]
i=1

AN

< IFIZ Y < hei >3 E[I0E) 2w

i=1

IN

CIFIZ Y. <hei >3,

i=1

CIFI% NP5 < oo

IN

Ce qui démontre le résultat.
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|

Remarque 9.6 Dans le cas brownien, cet opérateur n’est autre que l'identité. Ici ce n’est plus

vrai cependant, en moyenne on a encore cette propriété :
Propriété 9.8 Pour tout h € H”, on a E[T'(h)] = h.

Démonstration :

En vertu de la démonstration précédente, on peut écrire :

NE

F(e’:‘l) = <F(Ei),6j >E2(,,) €;

.
Il
=

NE

E[T(e;)] = E[< F(Si),ej >[;2(,,)] €ej

.
Il
=

I
NE

T a&i 1 s
/0 O (S,Z)m/o ej(r,2)A(r)dr v(ds,dz) e;

~.
I
-

I
M2

/O/E 681 (s,2)ej(r,z) 1 [0781(7“) A(r)dr ds n(dz) e;

~.
I
-

I
NE

T T o_
/0 | eitr,2) V %‘%(s,zm[r,ﬂ(s)dsl A(r)dr n(dz) e;

S

~.
I
-

I
M8

T
/0 /E ;(r, 2)(&i(T, 2) — £i(r, 2)) Mr)dr n(dz) e;

~.
I
-

Avec la condition (9.22) on a donc :

0o T
BIrE)] = 3 [ [ etnostno xodr nz) o

oo
Z <e€j, € >r2w) €
= 5i

Finalement, on a, pour h € S(H”) :

F(h) = Z <h, e >yr F(El)
i=1

E[L(h)] = > <h, & > E[L(e)]

Il
M T

<h,5i>Hu E;

I
;u ~.
&

Ce qui démontre la propriété.
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Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 9.9 e Pour tout a € Dy y et tout ( € S(HY) on a :
5(a) = ad(¢) — < Va, ¢ > (9.25)

e Pour tout ( € S(H”) on a :
3¢ = Z [< (e >ur 6(e) — << V.(e v, €ill) >r2)) (9.26)
i=1

. désigne la variable sur laquelle agit le produit scalaire.

e Pour tout ( € S(H”) on a :
V.00 = Y <Gei >y Val(d(e:) +8(V.0)
i=1

x désigne la variable restant libre.

e Pour tout ( € S(H”) on a :
E[6(¢)?] = E[<(; T¢>r2] + Eltrace(V(o V()] (9.27)

Démonstration :

e Méme démonstration que pour le théoréeme 9.8.
e On a par définition :
o0
¢ = Z<C;€i > €
i=1

Par conséquent, par linéarité et continuité de é on a :

o0
6(¢) = Z S (< Gei >ur &)
i=1
On applique maintenant la propriété 1/ avec a =< (;e; >3+ et I'on obtient :

o0

50 = D [<Gei>nr 8e) = <VUASGer>ur) s &) >eom)]
i=1
Mais comme ¢; est déterministe, on peut intervertir le produit scalaire et le gradient on
a:
<V.U(<Gei>ur), &ill) >e2p) = << V.Gei >nv, €il) >z
Ce qui démontre le résultat.

e On sait que :

o]

6(¢) = Z [< (e > O(es) — << V. >nv, i) > (9.28)
i—1
et donc que :

oo

5(V*O = Z [< V(i >nv 5(61) - << V_(V*O,Si Suyv o, Ez() >52(,,)] (9.29)

i=1
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En dérivant (9.28) et en utilisant les propriétés de continuité et de dérivation de 'opérateur
V, on obtient :

V.(8(€))

o0

= i;k G ei >nr Vau(d(er)) + V(< (i >nv) 6(ci) (9.30)

— V. << V.6e >ue i) >e200]

On intervertit 'opérateur V et le produit scalaire, €; étant déterministe on obtient alors :

oo

V.00) = 3 <G swe Va(0(e)

i=1

+ [< V*(C),é“i >y 5(&) - << V*(V,C),Ei >yv o, 81() >£2(,,)]

=1

On reconnait par le deuxiéme terme le début du développement (9.29). 11 suffit de donc

de montrer que ’on a :

<< Vu(V(),ei >v 5 €i)) D2y = Ve << V.G >0, &) >r20)
= << Vu(V.0),8i > 5 €ill) >c2(0)

Ce n’est donc rien d’autre qu'une interversion des opérateurs, le résultat est donc acquis.

Il
=

< Gu ,Z < (e >nr Vi(6(6i)) >r20)

+ E[< G, 0(Va Q) > 2] (9.32)
= E[<(,T(Q) >r20)] + E[< G ,8(Vi Q) >r2()] (9.33)

Remarque 9.7 V( est un opérateur de Hilbert-Schmidt par conséquent trace(V{ o V()
eziste et de plus on a :

E[trace(V¢o VO] < E[IVCIE0)scm] (9.34)
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Par Fubini, on a :

(9.33) = E

/OT/E Cs,z 6(Vs7zg),,(ds’dz)]

/OT/E]E[CS,Z 0(Vs,20Q)] v(ds, dz)

= /OT/E]E [/OT[E Vu,vCs,z vs,z(u,vV(dU,dU)] v(ds, dz)
/OT/E /07E Vau,vCs,z Vs,zCu,vl/(du,dv)y(ds,dz)l

E[trace(V( o V()]

=E

Ce qui démontre le résultat.

Considérons pour ® € S(H") la norme suivante :

Nl5,)* = 5 (B[1910)] + E[IT#I0)]) + E[IV8I2:0p000)]

Et considérons Dy ; (H”) la fermeture de S(H") au sens de cette norme.

Remarque 9.8 Dans le cas brownien, I' n’est autre que l’identité et l’on retrouve la définition
usuelle de la norme Dy ; .

Propriété 9.9 On a :
Dy (HY) C  dom(d)

Démonstration :
Soit ¢ € Do 1 (H”) et soit {(, : n € N*} une suite de S(H”) convergente vers ¢ dans Dy 1 (H”).
On a donc pour F € S :

|E[DF(C)]| = [E[F6(Ca)]]
< 16(Ga) 2 [1F1]2
< [E[< G T¢n >c20)] + Eltrace(Vé, o VE))? [IF ]l (9.35)

D’une part, on a :

E[< G DG >e2w)] < E[llGlle2w) ITGalle2 )]
E[ll6I22)) B [II0Gal 2]

IN

Donc par la définition de la norme, la suite
{E[< Cn; TG >£2(U)] T ne N*}
est convergente donc bornée par une constante disons A;. D’autre part,

E[trace(Véno V6] < E[IVGIEaocm)]



9.3. INTEGRALE ANTICIPATIVE POUR DES PPM 141

donc les suites
{E [||VCn||2£2(,,)®£z(,,)] :n€E N*} et donc  {E[trace(V(, oV(,)] : ne N}
. . Eiﬂ/)
sont convergentes donc bornées par une constante disons A.. Enfin on a (, ¢ donc
2 14
DF((y) g DF((). 1l ne reste plus qu’a faire tendre n a l'infini dans (9.35) pour écrire :
BE[DF(Q]] < (A1 + A2) [[F]]2
ce qui prouve que ¢ € dom(9).

|

Propriété 9.10 Les résultats du théoréeme 9.9 sont encore valables pour { un processus de

Doy (HY).

9.3 Intégrale au sens de Skohorod pour les processus de

Poisson marqués
Définition 9.11 Pour tout processus u de la variable temporelle s on note
@ : (s,2) = z.u(s)

Si i € dom(d), on note :

On introduit également X la mesure définie par :

Ads) = /EZQV(dS,dZ) = /Ez277(dz) A(s)ds

Proposition 9.1 .
L2\ ¢ dom(5N)

Vh e L2(N) N = (h ¥ N)p

Démonstration :
Soit u € £2(\). On a en utilisant la propriété 9.5 :

N(u) = 6(z.u)

= (e ¥ (w—v)r

_ /OT/EZU(S)(W—V)(ds,dz)
_ /OTu(s) /Ez(w—u)(ds,dz)

SL) -~
= w¥ M)r
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<
Lemme 9.1 On a alors :
||“||£2(5\) = ||a||£2(u)
Démonstration :
T T T R
/ / a?(s, 2) v(ds,dz) = / u2(s)/ 2% v(ds,dz) = / u?(s)\(ds)
o JE 0 E 0
<
Il est alors naturel de définir I’opérateur de dérivation par :
DNF(u) = DF(@) VFeS
En effet, on a alors :
E [DNF(U)] = E[DF(q)]
= E[Fd(a)]
- E[F&N (u)] (9.36)

L’introduction du gradient apparait alors étre égal & :

1
Np — 7/ s F d
V fEZQW(dZ) EV’ 277( Z)

En effet, on a, pour tout F' € S et tout u :

DNF(u) = DF((u))
v
E

/OT/ s, F 2z u(s) v(ds,dz)

_ /0 T/E V.. F 2 n(dz) u(s) A(s) ds

T
_ / % /E Voo F 2 n(d=)u(s) Mds)
0 E

=< VNF , U >£2(S\)

Remarque 9.9 En vertu de (9.36) VN est Uadjoint de 6V .

On montre ainsi existence d’une variable aléatoire VN & valeurs dans L£2(X) telle que :

DNF(u) =< VNF U >po 5y

Une fois ces outils mis en place, on peut définir les mémes objets que pour une mesure
aléatoire marquée c’est a dire définir un espace de Hilbert 7—[5‘, un espace de fonctionnelles
cylindriques S(H*), un opérateur I'V qui nous permet de définir une norme ||||1;ZI et enfin un
espace IDQ:H (’HS‘) par fermeture au sens de la norme (voir définition 9.1 page 135). Cet espace
est inclu dans le domaine de % et on montre que :
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Théoréme 9.10 e Pour tout a € Dy et tout ¢ € ]D)é\j’l (H*) on a :

V(@) = ao¥(Q) = <VNa; ¢ >pa (9.37)

e Soit {e; : i € N*} une base orthonormée compléte de HX et considérons ( € ]D)Qj’l (HY)

on a :

N Q) = > [< C&i >qn N(e;) — << VNG e >80 (%) > 203 (9.38)

i=1
e Pour (€ ]D)é\:’l (H*) on a :

VYN = N < Cei > VN () + 68 (VE ()

i=1

x désigne la variable restant libre.

e Pour tout ¢ € ]D)é\:’l (H*) on a :

E[&N(C)2] = E[< ¢; FNC >£2(;\)] + E[trace(VNCOVNC)] (9.39)

9.4 Lien entre ces intégrales

9.4.1 Lien avec les sommes de Riemann-Stieltjes

Théoréme 9.11 e Soit u € Dy (L%(v)), alors on a :
) T
o(u) = (u * (w—l/))T—// Vs s, v(ds,dz)
o/E
e Soitu € Dé\:’l (L2(N)), alors on a :
5 (SL) - T & <
N = (u'¥ Ny - / N, A(ds)
0

Démonstration :
Pour alléger les notations nous allons démontrer le deuxiéme point. Le premier se démontre

rigoureusement de la méme fagon mais fait intervenir deux variables, le temps et ’espace.
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Soit u = Y7 willy,p,,,] avec u; € Dy et soit ¢ € S.

On a alors :

= E

= (SL)
Zui(ﬂ(ti,tlurl] * N) ¢]
i=1

o (SL) ~
= Z]E (ti,tig1] * N) ui(b

= 3o () ) o0
- lilE[< V9] 5 Tunia) >eon)|

= ZZ:E[< OV Ui 5 Latin) > o) (9.41)
+ anE[“‘V 65 Ttotin) >coh)) (9.42)

1

-
I

S )

(9.41) = E Z /0 AV (R (PRI E) /\(ds)]
- ron )

=E ¢ /0 vi‘v(zuiﬂ(ti,turﬂ(‘g)) )\(dS)]

- _
=E|¢ /0 VNu, X(ds)]

£2(%)

i=1

=k ¢5N (Zuiﬂz(ti,ti+1])>‘|

i=1

9.40 est due a I’équivalence entre les intégrales de Skohorod et de Stieltjes-Lebesgue pour
des processus déterministes appliquée aux indicatrices.
9.43 les u; sont des variables aléatoires, elles n’interviennent pas dans le produit scalaire.
L’égalité est vraie pour tout ¢, on a donc démontré le résultat pour un processus u de la
forme u = Z?:l will(4,4,,,], le résultat général en découle par passage a la limite quand les

deux membres de ’égalité convergent.

9.4.2 Restriction de 0 aux intégrands prévisibles

ST
Théoréme 9.12 e Les intégrales § et (*) coincident sur les processus prévisibles.
< (5L ST
o Les intégrales 6%, ( * ) et (*) coincident sur les processus prévisibles de la variable s.



9.4. LIEN ENTRE CES INTEGRALES 145

Démonstration :
Considérons ¢ une fonction test.

Considérons un processus prévisible élémentaire u de la forme :

n
u = E :ui]I(tiyti+1]
i=1

avec les u; §¢,-mesurables. Démontrer la propriété sur ces processus suffit, le cas général s’ob-
tient par passage & la limite.

On applique la propriété 9.4 aux u; qui sont §;,-mesurables en remarquant que L, 4, ] est

a support dans J¢;,7] on a :
< vNui ; ]I(ti7ti+1] >E2(:\) =0 Vi

Comme ¢ est une variable aléatoire, elle n’intervient pas dans le produit scalaire. En réinjectant

ceci dans la relation (9.41) on obtient :
(SL) - ;
E [(u s N).q&] ) [(b 5N(u)]

. Y sy . . .
Ce qui montre que 6" et % coincident sur les processus prévisibles.
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Chapitre 10

Calcul stochastique pour des

processus de Poisson filtrés

Dans ce chapitre, nous allons introduire une classe de processus que nous allons définir
comme des perturbés d’un processus ponctuel marqué par un noyau déterministe. Le processus

ainsi construit s’appellera un processus de Poisson filtré.

Nous allons d’abord étudier les propriétés d’un tel processus puis définir une notion de
calcul stochastique anticipatif relatif au processus de Poisson filtré. Pour ce faire, nous allons
utiliser le calcul anticipatif défini pour le processus ponctuel marqué sous-jacent. En dernier
lieu, nous ferons le lien entre cette intégrale et 'intégrale au sens de Stieltjes-Lebesgue relative

a ce processus.

10.1 Processus de Poisson filtré

10.1.1 Définitions et conditions d’existence

Avec les notations du chapitre précédent, on introduit pour un noyau K donné les processus,

quand ils existent, suivants :

t
NE = / K(t,s)dN,
0

/Ot/EzK(t,s)w(ds,dz) (10.1)

Nous l'appellerons processus ponctuel marqué filtré. On introduit également le processus :

VE = t — UV S, az
N —/O/EZK(t,s)(w (ds, dz) (10.2)

que nous appellerons processus ponctuel marqué filtré compensé.
Considérons maintenant la suite {(T,,Z,) : n € N*} associée au processus ponctuel

marqué, on obtient :

147
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NE = > K(t,T,) Za Iir,<y (10.3)
neN*

Hypothése 10.1 e L application (s,z) — z K(t,s) est dans L2(v) pour tout t > 0.

o K est triangulaire dans le sens ot :

K(t,s) =0 Vs >t>0
o K n’explose pas sur la diagonale :

K(t,t) < o0 Vit € [0,T]

e Pour tout t > 0, la fonction :

est cadlag.

1. Pour tout s > 0 la fonction :

K(,s): [s,T] — R est & variation bornée
t — K(t,s)

Propriété 10.1 Sous Uhypothése 10.1, les processus N et NX sont bien définis.

Exemple 1

A partir de l’expression (10.3), on peut remarquer que cette classe de processus recouvre le
"shot Poisson process" développé par exemple dans I'article de Samorodnitsky [123] et qui cor-
respond & un noyau de type convolution. Ce processus a déja fait preuve de beaucoup d’intérét
notamment en mathématiques financiéres.

Exemple 2

On peut également prendre, comme noyau, le noyau définissant le mouvement brownien
fractionnaire : K (). On appellera processus de Poisson fractionnaire le processus défini par
(10.1) et dont le processus ponctuel sous jacent est un processus de Poisson de paramétre A
non nécessairement constant.

Remarque 10.1 L’hypothése 10.1 3/ exclut le cas du noyau KW ) guec H < %

Exemple 3

On peut également introduire un processus du style Ornstein-Ulhenbeck en considérant le

noyau :
(s,t) — e*(t=9)

a une constante positive. On le notera N (U,
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10.1.2 Propriétés trajectorielles

Propriété 10.2 o NK plest pas un processus ponctuel marqué.
e Si K est continu,
NX g les mémes instants de saut que N,
e Si K est nul sur la diagonale et si K est continu,

NE est continu.

Théoréme 10.1 Sous les hypothéses 10.1, le processus N est a variation finie sur les com-

pacts de R.

Démonstration :
Ce processus est défini comme une intégrale de Stieltjes-Lebesgue par rapport & un processus

de Poisson marqué. Le résultat en découle.

|

Remarque 10.2 L’hypothése 10.1 3/ assure a N d’étre limité a gauche. Si de plus K est

continu & droite alors le processus N est cadlag.

10.1.3 Calcul des moments et de la fonction de covariance

Théoréme 10.2 On a le résultat suivant pour tout t € [0,T] et tout t' € [0,T] :

E[(VF)] = /Ot/EzQK(t,s)Ql/(ds,dz)
/Ot K(t,s)* X(ds)

tAL
Cov(NE;NK) = / /Z2K(t,s)K(t’,s)V(ds,dz)
0 E

tAt

K(t,s)K(t',s) \ds)

0

Démonstration :
Ces formules sont connues sous le nom de formules de Campbell.
Cependant, on peut donner une idée de la démonstration en utilisant le lemme suivant qui est

un résultat trés intéressant en soi :

Lemme 10.1 Si pour tout r € [0,T] on a :

T
/ /Z2K2(T,S)l/(d8,dz) < 0
o JE

Alors, pour tout r € [0,T] fixé, le processus :

{Mg" - /Ot/EzK(r,s) (w — v)(ds,dz) , te[O,T]}
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est une (3t)icjo,r)-martingale de variation quadratique :
t
<M", M"> = / / 22K?%(r,s)v(ds,dz) Vt€[0,T]
0

Démonstration :
Une fois r fixé, nous sommes en présence d’une intégrale stochastique relativement & la mesure

martingale (w — v) et donc en présence d’une martingale.

e Evident.

e Comme M" est une (§¢);cpo,7]-martingale, on a :

E[(M])?] = E[<M", M" >

// 2>K2(r,s) v(ds,dz)

il suffit maintenant de prendre r = ¢ pour obtenir :

E[(M})?] = E[(NF)?] = /0 /EZ2K2(t,s)V(ds,dz)

e S’obtient par polarisation.

10.1.4 Fonction caractéristique

Théoréme 10.3 Soient n € N* et (t1,...,t,) € [0,T]". La fonction caractéristique du vecteur
(N, .. NE) est

t1 0"

T
Uity (@1, -, 0) = exp / / exp Zzw] (tj,u)| — 1| v(du,dz)
0

Démonstration :
Soient n € N* et (t1,...,t,) € [0,T]™.

Uiyt (@15 T0)

= P[Ny = 0]
o] n p
+ Y E|exp |i ©; 2 K(t;,Ti) | | Nr =p| P[Nr = p]
j=1 k=1

Mais conditionnellement & { N7 = p}, (T1,...,T,) a méme loi que (X(q),...,X(p)) échantillon
ordonné de variables aléatoires (X1,...,X,) indépendantes identiquement distribuées de dis-

tribution commune de densité :
Alt)
t— T7H[O,T](t)
Jo A(s)ds
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(voir Miller et Snyder [96] page 62-63).

D’autre part, comme les (Zy, ..., Z,) sont indépendants et identiquement distribués et comme,

pour tout j = 1,...,n fixé, la fonction
»
(T1,...,Tn) = Y Zrwj K(t;, Th)

est invariante en loi par permutation (tous les termes apparaissent dans la somme), on a :

n P n p
SN 4z Kk (4, T) | Nr=p | = £33 02K (t;, Xi)

j=1 k=1 j=1 k=1

Donc,

‘I’(tl,...,tn)(wla e 7wn)

[e%e] n p

= PNy =0+ Elexp iy Y z;ZcK(t;,Xs) | | P[Ng=p|
p=1 j=1 k=1
[ee] n P

= PNy =01+ ) |E|exp | iy w;Z1K(t), X1) P[N7 = p]
p=1 j=1

P[Ny = 0]

+
> T

p

/ / exp Zx]zK v(dt,dz)| P[Nr=p]

At

Or on sait, (Voir Miller et Snyder [96] page 67), que pour tout p € N :

P[Nr =] = M exp (— / TA(t)dt)

p:

Par conséquent,

q’(t17...,tn)($17 e ,Z'n)

p
n

i / /exp sz]th t) | v(dt,dz)
p

exp (- /0 A(t)dt)

T n T
= exp / /exp insz(tj,t) l/(dt,dz)—/ A(t)dt
o JE - 0

Pour finir, on remarque que [, 7(dz) = 1, ce qui termine la démonstration.
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10.1.5 A propos de la stationnarité, de la stationnarité des accroisse-
ments et de la dépendance a long terme
Pour traiter la question de la stationnarité, il est nécessaire de se considérer un proces-

sus de Poisson filtré N¥ sur R c’est & dire considérer un processus de Poisson marqué N de

compensateur 7, mesure sur R x R? (et non seulement sur [0, 7] x R?) :

{NtK = /:o/EK(t,s)st : te]R}

Il est alors facile de démontrer que pour un noyau du type K(t,s) = k(t — s), et si le processus
sous jacent & pour compensateur v(ds,dz) = dsn(dz) ce processus est stationnaire. En effet
pour tout n € N* tout (t1,...,t,) € R* et tout h € Ron a :

n
Pty thytnt)(T15 ey Tn) = exp // exp iy za; K(tj+h—u)| =1 dun(dz)
RJE .
j=1

Le changement de variable v = v — h donne alors le résultat :

n
Wit thytn+h) (T1, -, Tn) = exp / / exp iszj K(t; —v)| — 1] dun(dz)
RJE -
j=1

= i’(th...,tn)(l‘l) ey Z'n)

On a alors des critéres sur K de dépendance a long terme (voir Surgailis et al. [64, 63] ou

Ramirez-Perez et Serfling [115] pour des généralisations) par exemple, si le noyau vérifie :

Z /Rk(u—l—n)k(u)du = o0

neN*

alors le processus est & dépendance a long terme.

Malheureusement, ces considérations ne donnent aucune information sur notre processus

puisque l'on a :
NFK = NF - NE

Par contre, il serait intéressant d’avoir des informations sur la stationnarité des accrois-
sements puisque N¥ et NX ont les mémes accroissements. Outre le résultat du paragraphe
10.2.4, aucun critére simple sur K ne permet d’avoir la stationnarité des accroissements. On
peut cependant évoquer le cas du processus de Poisson fractionnaire qui posséde la propriété de
stationnarité faible des accroissements ce qui suffit pour démontrer la dépendance & long terme
de ces accroissements. En effet, la fonction de covariance de ce processus est la méme que celle

du mouvement brownien fractionnaire.

10.1.6 Conditions d’auto-similarité

A partir de ’expression de la fonction caractéristique résultat du théoréme 10.3, il est
possible de donner des critéres d’auto-similarité du processus N¥ :

Propriété 10.3 1. On se place en horizon infini (T = +0).
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Hypothése 10.2 Pour tout o > 0 et pour tout (s,t) € R+? on aK(at,as) = ol K(t,s).

Sous Uhypothése 10.2 alors on a le résultat général suivant :
(NE . te0,T)} £ {a" NE : te[0,T]}

NE est un processus de Poisson filtré de filtre K et de processus sous-jacent un processus
de Poisson marqué de compensateur ai(as)dsn(dz).

2. SiX(s) = L, alors N¥ est auto-similaire d’ordre H.

3. Si pour tout a > 0 et pour tout (s,t) € [0,T]* on a K(at,s) = o K(t,s) alors NE est
auto-similaire d’ordre H.

Démonstration :

11 suffit de regarder la fonction caractéristique :

T n
Viaty,aty)(T1,- ., Tn) = exp / / exp zE zx; K(atj,u)| —1| v(du,dz)
o JE —
j=1

Dans le cas 3/, on a alors :

T n
\Il(at17___7atn)(a:1,...,a:n) = exp / / exp iZza?j ol K(tj,u)| — 1] v(du,dz)
o JE ‘

Jj=1
H

= ‘I’(ath...,atn)(a xl,...,ann)

Ce qui démontre le résultat. Dans le cas du 1/ on a alors par changement de variable u = as :

- -
Uiatr,atn) (T1y- 00, Tn) = exp / / exp iZza?j K(atj,as)] —1 ] Mas)adsn(dz)
o JE -
- = J:1

- -
= exp / / exp |1 Z zzj o K(tj,s)| — 1) Mas)adsn(dz)
o JE -
L J_l
H

- \I’(atl,...7atn)(a Ty,... 704H1:n)

Le résultat du 2/ est immeédiat.

Remarque 10.3 La condition 3/ n’est pas compatible avec un noyau triangulaire.

Exemple 10.1 Le processus N vérifie Uhypothése 10.2 avec a = H. Le processus N(©CY) ne
la vérifie pas.

10.1.7 Remarques concernant la propriété de martingale

Propriété 10.4 Sil’application (s,t) — K (t,s) est continue alors le processus de Poisson filtré

t
{Nf _ / K(t,5)dN, : tz()}
0

n’est pas une martingale.



154 CHAPITRE 10. C.S POUR DES PPF

Démonstration :
En effet, c’est un processus & variation finie donc une semi martingale et ses trajectoires sont
continues. Si c’était une martingale alors il serait indistinguable du processus nul ce qui est

absurde.
|

Il est cependant important de noter le résultat suivant qui est une conséquence de la construc-

tion de l'intégrale stochastique :

Propriété 10.5 Le processus défini pour tout r € R fixé par :

t
{NtK’T = / K(r,s)dN, : tZO}
0

est une martingale.

Cette propriété est trés importante puisqu’a la base des résultats du chapitre 12.

10.2 Intégrale "naturelle" pour des pPf

10.2.1 Intégrale de Stieltjes-Lebesgue relativement a N¥

Théoréme 10.4 Pour toute fonction f localement bornée, on peut définir, au sens de Stieltjes-

Lebesque, le processus suivant :
SL
{(f N, e [o,T]}

Démonstration :
Découle du théoréme 10.1, le processus N¥ étant & variation finie. L’intégrale est donc bien

définie.

Théoréme 10.5 Il existe une application :
K* 2 L2\ = £2(N)

tels que :
e K* est linéaire, continue et K*(Ijg ) = K(t,.),
e Pour tout f € L2()) localement bornée, on a :

(SL)

(f % NFY = (K°(f)

Ny e,

Démonstration :

e o Lemme 10.2 I existe une constante C' telle que, pour tout f € KQ(S\) on a :

flle2ary > € 1111z, (10.4)
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Démonstration :

Par définition on a :
Nds) = / 2°n(dz)\(s)ds
E

donc en utilisant I’hypothése 9.4 on peut écrire :

/OTfQ(S)X(ds) = /zndz/ F2(s)A(s)ds > m/zndz /OTfQ(s)ds

En introduisant la constante C? = m [, 2’n(dz) on obtient la relation (10.4).

e On introduit maintenant ’opérateur K suivant :

K : L2(\) — L£%(dt)
f—)/ K(t,s)f(s)\(ds)

On sait par [45] que K est un opérateur continu de £2(dt) dans £2(dt) donc il existe

une constante c; telle que :

A

K (2@ < cillfllzaar
2| fll 23y (10.5)

donc K est un opérateur continu de £2(\) dans £2(dt).

IN

e On introduit maintenant 1’opérateur :

IE_ 20 = £2(dt)

f—>/f

M Dy = K / " fwduyds
/OT /ST f?(u)duds

/OT /OT f?(u)duds
LT /0 " A )

c3||f||2£2(5\)

IN

IA

IN

IN

donc IX  est continu de £2()\) dans £2(dt).

e On introduit pour g € £2()), la forme linéaire :

0, : L2(\) > R

f—>/ ds
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En utilisant Cauchy-Schwartz et la relation (10.5) on montre que :

T
| / g K )ds| < Nollean 1K) e2qan
< ca llgllczar ||f||£2(5\)
< Cfllg2gs)

L’application linéaire est donc continue par conséquent il existe un opérateur K* tel
que :
09 =< K*(g),f >£2(S\)
c’est a dire
T T R
| awrmn@as = [ K@
0 0
e On définit finalement 'opérateur :
K* L2\ = L2
. -1
f=K*o[IF]7 (f)
Formellement, en considérant €; la mesure de Dirac en ¢, on a, pour tout f € £L2()) :

T ~ T
/0 K*(e)f(s)Mds) = K(f)(t) = / K(t,5)f(s)A(ds)

ce qui montre que

et d’autre part on a :
I%l (Gt) = ]I[07T]
On en déduit donc que
K*(Ip,q) = K(t,.) (10.6)
e On définit la notion d’intégrale relative & NX par :
(f = N%) = (o ¥ Ry vie 2ty

Nous avons maintenant deux notions d’intégrales relativement & N. Voici le premier ré-
sultat :
Lemme 10.3 Pour tout t € [0,T], on a :
. - (SL) -
(]I[O,t] * NK)t = NtK = (H[mt] * NK)t

Démonstration :
Pour tout ¢t € [0,T], on a :

. . (SL) -~
(H[mt] * NK)t = (K (]I[Ont]) * N)i

= (K(t,)(Ip.) ¥ W),

(SL) ~
= (]I[O,t] * NK)
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L’extension & toutes les fonctions déterministes de £2 (;\) s’effectue par continuité.

10.2.2 Propriétés de l’intégrale de Stieltjes-Lebesgue

On définit sur I'espace vectoriel
T = {Ipy : te0,7]}
le produit scalaire suivant, :
<Ipog; 0,5 >3 = < K(t,.); K(s,.) >r2(3)

Enfin, on définit ’espace 7 fermeture de Z au sens du produit scalaire <;>;.
Théoréme 10.6 o K* : T — L2(\) est une isométrie.

o Pourtout feZ,gel ona:
(SL) -~ (SL) -
* NF). (¢ + NF)| =<fg>;

Démonstration :

e Soit Ijgy€Z,0na:

||K*(]I[0,t])||£2(j\)

L’isométrie est donc vérifiée pour les éléments de Z, par passage & la limite, K* étant

continue, on a le résultat voulu.

Blu Y 8.0 8| = E|wen YR wee Y m
= (K*(f) - K*(9)) g2 (5 (10.7)
=< fag >j_'

La relation (10.7) est une conséquence de la relation 9.4 page 124 obtenue par polarisation.
La derniere relation est due & I'isométrie au sens de <, >;.

10.2.3 Question de filtration...

Théoréme 10.7 Les processus NX et N ont les mémes filtrations.
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Démonstration :

Dans un premier temps, on a, pour tout ¢ € [0,7, il existe (a;, ;) € (R x [0,T])N tels que :

K(t,.) = £%—lim Zal (0,41 (10.8)

TLHOO

Dans un deuxiéme temps, on a, pour tout s € [0, 7], il existe (8;,5;) € (R x [0,T])N tels que :

Iro,q) = = £? —lim ZB’ (s, -) (10.9)

n—o0

SL) -
On applique maintenant la linéarité et la continuité de 'intégral ( * ) N de £? dans L2(P) on
en déduit :
D’une part, de (10.8),

(SL) - .

K(t,.) = N) = ) — lim Q; >|< N
(K(t,.) ) n_m Z i (Lot )
NK = L ) — lim a; N;.

%/—/
€St
NtK € Tt

Ce qui démontre une premiére inclusion, on écrit maintenant & partir de (10.9) :

SL) - SL) -
(I ¥ N) = L2(P) - lim Zﬂz (sir) % W)
n—>oo
N. = ) — lim BNK
= ) 3
ﬁ,_/
S
N, € 35

Ce qui démontre le théoréme.

10.2.4 Retour sur les accroissements stationnaires

Propriété 10.6 Si N est un processus de Poisson standard, alors N* est & accroissements

stationnaires si et seulement si K vérifie les relations suivantes pour tout (a,b) € R? :

fo ]I[a b] dS = fOTIC*(]I[O,b—a])(S)dS
fo exp (K*(Ij,5)(s)) ds = fOTeXp (K*(Tjop—a))(s)) ds

Démonstration :
Soit f une fonction déterministe.

On sait que
(SL) .

T
/0 f@aNE = (f S = k)
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Comme N est un processus de Poisson, on connait sa transformée de Laplace ce qui nous permet

d’écrire :

E {exp <—(f P NK)>] —E [exp (—(f P NK)H
T T
exp (— / K*(f)(s)stﬂ exp ( / /C*(f)(s)ds>
= exp ( / "a- exp(—/C*(f)(S))ds> exp ( / T/C*(f)(S)dS>

E

On utilise les relations :
T ~ ~ ~
/ Lap(s)dNE = NF — NE
0
T ~ ~ ~
/ ]I[O,bfa](s)stK = Nblia - N({(
0

Le résultat en découle puisque deux variables ont méme loi si et seulement si elles ont la

méme transformée de Laplace.

10.3 Intégrale au sens de Skohorod relativement aux pPf

10.3.1 Définition de ’intégrale

Définition 10.1 Pour tout u tel que K*(u) € dom(6™) on définit U'intégrale relative o NX
par :

N () = 8N (K (u)
0(z.K*(u))

10.3.2 Dérivée directionnelle et gradient associé

Définition 10.2 Pour tout F' € S, pour tout h € 52(5\) on définit la dérivée directionnelle
par :

DNF(K*(h))
DF(2.K*(h))

DN F(n)

DNKF(h) = - i gﬂi (/OT/E f1(8)g1(z)w(ds,dz), .. .,/OT/E fn(s)gn(z)w(ds,dz))

(3

S r0a6) (55 [ @) ar) s

On a les propriétés suivantes qui motivent cette définition :
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Propriété 10.7 Pour tout F,G € S et tout h € L2(\) on a :
[ ]

DN (FG)(h) = F.DV"G(h) + G.DVF(h)

E [DNKF(h)] - E [F.(SNKF(h)]
Démonstration :

e Soient F,G € Set he L£L>(\) on a:

DN"(FG)(h) = DN(FG)(K*(h))
FEDN(G)(K*(h)) + G.DN(F)(K*(h))
F.DN"G(h) + G.DV" F(h)

e En effet, soit F € Set he L2(\),ona:

E [DNKF(h)] E [DNF(K*(h))]

E [F.(SN F(;c*(h))]

- E [F.éNKF(h)]

<

Propriété 10.8 Il eriste une variable aléatoire VN i valeurs dans 52(:\). Cette variable sera

appelée gradient associé a DN* . On a, de plus :
vV = KovN

Démonstration :
soit F € Set h e L2(\), on a :

DY (F)(K*(h))
< VNF; K*(h) >£2(S\)

DN F(n)

|

Il est maintenant trivial de vérifier que le gradient défini ci-dessus vérifie les propriétés

d’intégration par parties et que c’est 'opérateur adjoint de SN

Propriété 10.9 L’application F — VNS F est fermable dans 1.2 (P).
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10.3.3 Introduction d’un sous espace particulier du domaine de s
L’espace qui va intervenir ici est l’espace :
H< = {cer) s K@ e}
Avec des notations maintenant classiques, on définit S(HX) et 'opérateur 'K par :

s . SHE) — 12(Qx[0,T]x E,dP®v)
¢ - KoTN o K*(C)

Il ne reste plus qu’a étendre S(HX) au moyen d’une norme adéquate.

1255 = 5 [E[l@llen] + E[IT<lem]] + BV C @)y 0]

N | =

Considérons Dy 1 (HE) la fermeture de S(HX) au sens de cette norme.

Propriété 10.10

Doy (HX) C dom(6N")
On peut alors montrer la propriété suivante :

Théoréme 10.8 e Pour tout a € D1 et tout ¢ € Dﬁfl (HX) on a :
N (@¢) = ad¥ () - <VV'as (>, (10.10)

e Pour tout ¢ € Dy ¢ (HX) on a :

E [5NK (g)2] - E [< ¢; Ik¢ >£2(;)] + E [tmce(VN(lC*C) o vﬁ(/c*c))] (10.11)
Démonstration :
11 suffit d’appliquer le théoréme 9.10 page 143 a K*( les résultats en découlent naturellement.

<

10.4 Lien entre ces deux intégrales

Théoréme 10.9 Soitu € ID)éfl (£2([0,T)), alors, si les différents termes convergent, on a l’éga-

lité suivante :

T - _
N ) = (' NEY, - / TV usA(ds)
0

Démonstration :

Soit u = Y7 will(y, 4,,,] avec u; € Dy 1 et soit ¢ € S.
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On a alors :

5|0
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S0 N, }z E[Z(uﬂ(mﬂ SO FKy )4 (10.12)
=1
(SL)

ZE{ ]I(tutz+1] * NK)T) Uzﬁb)}

= Z E[5NK(H<ti7ti+1]) ui¢] (10.13)
= zn;”‘:[ i) 5 Lt > )]

= Zn:m: [< SV [ui] 3 T, >£2(;)] (10.14)
+ éE [< WiV 0] Tt >52(;)] (10.15)

o )
(10.14) = E | ¢ /0 va [ui]]I(ti7ti+1](s)/\(ds)]

- N
_Elo / SOV il g1 (5)] A(ds)]
0 =1

- T
=E|¢ / v{jusi(ds)l
0

(10.15) =

<VNK [¢] ; Zui]:[(ti,ti+1])> ]
=1 20

E |fb (SNK (Z uiH(ti,ti+1])>]
i=1

E[¢ 6" (u)]

On a donc la relation suivante :

5o

(SL) oK Y } o /OvaKusX(ds) + ]E[¢5NK(U)]

qui est vraie pour tout ¢, on a donc démontré le résultat pour un processus u de la forme

u o= Y, will(4, 4,41, le résultat général en découle par passage & la limite quand les deux

membres de I’égalité convergent.
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10.5 A propos du processus 5NK(u I7o,1)

10.5.1 Reésultat préliminaire

Théoréme 10.10 Soit t € [0,1] fizé. Considérons K} Uadjoint de K dans £2(X) "2 £2([0,], ).
Pour tout u € L2(X) , on a alors :

Ki(u) = Ki(uljo,n) Loy (10.16)

Démonstration :
Pour alléger les notations on écrira £2 "2 £2(dt).
Rappelons les opérateurs définis au paragraphe 10.2.1 et les relations d’adjonction entre ceux-ci.

K : £200) — L2 K* : 2 = L))

f = [VK(,s)f(s)A\(ds) foo= fyK(s,)f(s)ds

K et K* sont adjoints dans le sens suivant :
<g, Kf >£2 =< K*g, f >£2(S‘)
En effet, pour tout g € £2(\), en utilisant Fubini & la troisiéme égalité, on obtient :

<K'f, 9> =< [, Kg>pn3;

/ / K(s,v) g(v) A\v) dv ds
/ /f<s>K<s,v> (v) A(v) ds do
:/ [/ £(s svds} 9(v) Xv) dv

Le résultat en découle par identification.

De méme, les opérateurs suivants sont adjoints I'un de ’autre :

Lo 2 - o2 Ip © £2 = L))
f = [ f(s)ds foo= sty Jy fs)ds

<Fdorle) e = f<s>ﬁ [ atvarics s

- / ' fs) / () T 1)t ds

//f (t) Ty 1)(s)dt ds
/0 o(t) / £(s) ds dt

= <g,1—17(f) >z
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<
Enfin, on note :
K L2000 = L2
f = o] P o K(f)
Pour montrer 10.16, il suffit de montrer que pour tout g € E%(S\) on a :
<Ki(u), 9>z = <Ki(uljpg)lpsg, 9 >z (10.17)
< ’C:(u) , g >,C?(5\) =<u, K(g) >,C?(5\)
=<K UH[O t]) ’C( ) >£2(S‘)
= <[L-](ulp), K(g) > 23
/ / K (j,0)g@Aw)do - (1] (ullp,0) () di
En appliquant Fubini entre “dv” et “dj”, on obtient :
<Ki(), g > = / / KGio) U1 Ol 0) 6 @3
\I’(‘t’,v)
Montrons maintenant que ¥(¢,v) =0 dés que v > .
/ K(j.v) . (-] (ulio.) () di (10.18)
+ [ KGo) 7 6l () d (10.19)
0

D’une part, par triangularité, K (j,v) = 0 dés que v > j et (10.19) est nul. D’autre part, par la
régularité du noyau, il existe des constantes ¢; et ¢y telles que ¢; < K(¢,s) < ¢o et donc :
1 1
c1 / (L] (u]I[O ) di <(10.18) < e / [Il,]’l(u]l[mt])(j) dj
v v

cnli_o [Il,]*l(u]l[mt])(v) <(10.18) < ¢l o [Il,]*l(u]l[mt])(v)

cru(v) I g(v) < (10.18) < cau(v) g y(v) (10.20)
(10.21)

par conséquent (10.18) est nul dés que ¢ < v. On en déduit les relations suivantes :

U(t,w) = K*o[l[_4]" (ulfo,)(v)
= K*(uljo,q)(v)Ijo,g(v)

Ce qui termine la démonstration.

Remarque 10.4 Ce résultat est important puisqu’il permet de dire que ['on a :

N (w) — SV (KCs(w) = V(K" (ulys ) (10.22)
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10.5.2 Continuité de Holder des trajectoires des intégrales

Hypothése 10.3 I eziste o tel que K soit continue et bijective de L> dans Toy1/2,2- On

suppose toujours K triangulaire.

Hypothése 10.4 on suppose lopérateur T' continu de L2 (Q x [0,1],dP ® X) dans L?(Q x
[0,1],dP ® X).

Considérons pour une constante M a définir la norme suivante pour tout ® € S(H) :

% (B[22 5] + B[Vl 0 em))

et on définit alors D, () comme la fermeture de S(H) relativement & cette norme.

1212, =

Propriété 10.11 Sous l’hypothése 10.3, on a :
ID)S’Jl (7‘[) C ]D)271 (H)

Démonstration :
Par ’hypothése 10.4, 'opérateur I" est continu, il existe donc une constante M; telle que :

B[00l | < ME [0

donc L u
1 2 N &2
[EIP (5 + 7) AL (R 5| + EIVY @I 5 0] )
On pose maintenant M = (% + %) Aletona:

1Bl < M ||®]13% (10.23)

donc ® € DY, (H) implique ® € Iy ; (H) ce qui démontre le résultat.

<
Théoréme 10.11 Pour tout a € [1/2,1[, sous les hypothéses 10.3 et 10.4, en considérant
u € D, 1 (H) N dom(6K) avec ap > 1, le processus

v K
{05 (Kf(u) = oY (ulpy) : te€[0,1]}
admet une modification d trajectoires (a—1/p)-Hélder continues. De plus, il existe une constante
c > 0 telle que :

K *
167 (WllL2@;mot(a—1/p)) < eI - [|ullp, 4
Démonstration :

Soit (s,t) € [0,1]. Par la relation 10.22 et par la continuité de la divergence de Dy (H) dans
L% (Q2), on a lexistence d’une constante c; telle que :

E {16 (K" (uTj, ) 2]

IN

er I (s )ll2a]” (10.24)
* 2
er M [[IK* (u s )l124] (10.25)

IN

10.25 vient de 10.23 dés lors que ’hypothése 10.4 est satisfaite. D’autre part, I’hypothése 10.3
de continuité de K de £? dans T, /2,2 couplé avec le fait que o > % assure que K est continu
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de £? dans Tn—1/2,2 par conséquent * est continu de [Ia_1/272]* =1Z1/2_q,2> dans £? et donc

en notant |||K]|| la norme de cet opérateur on a :

1 -
(1906 @] < eI (= lutoali, ] + B ] [ 19 0l 0] )

Maintenant, on applique le 2/ de la proposition 13.1 de I’annexe page 186 avec f = a — 1/2 et
q = 2 on sait donc que Z,_1 5, est continiment inclus dans £? avec 2 = p(1 —2(a—1/2)) d’out
p=(1—-a) ! et par conséquent on a :

1 I
La = [ﬁl*a] C [Ia—1/272]* = Lija-ap2
L’inclusion étant continue. On a :
ulisllzys e < c2llulfgll, 2
On applique maintenant l'inégalité de Holder pour avoir :

lulisgllz,/ou. < callullee [|Tfs,qllca

avec L = % + % (on a par hypothése ap > 1). Tl est facile de voir que |[I[;||ze = [t—s|*7!/P

et en posant ¢ =c¢; M c3 on a :

E[16¥ (K (uT )]

IA

1 _
c|||/C*||||t—s|a-1/PE[||u||p - [ ||VNu||pdr]

IN

el |11t = s[>~/ ||ul|p,1
et donc, par définition de la norme sur ’espace de Hélder on a :
165 (W)ll2@smora—1/m) < el - ullb, .,

Ce qui démontre le théoréme.

10.6 Une formule d’It6 pour des fonctionnelles cylindriques

Théoréme 10.12 Soit F une fonction C; et supposons que u € S(L*(v)) c’est a dire que

SL)
u=Fuvavec F €8 etve L*(v). Soit Zy = 2+ (u ( * ) N&Y,. Alors u.F'oZ est dans Domé 5«

et on a de maniére P presque sire :

F(Z) = F(2) + wF oz % N5, (10.26)

Démonstration :
Soit € > 0. On a :

F(Zire) = F(Zi) = F'(Z)(Zire — Z0) + (Zive — Zt)? /0 F'((L=w)Ziye +uZp)(1 — u) du
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Maintenant, pour une fonction test ¥ on a :

E[[F(Zese) - F(Z)] . 9] = E[F/(Z)(Zise — Z,). U]

+ B\ (Zipe — Z)? /01 F'"(1 —u)Zsye +uZy)(1 —u)du . ¥
= A + A
Par la relation 10.9, on a :
Ziye — 2t = (ullfsqq 5 N®)r

K 1 K ~
= S () + / VN (I 1) (9)A(8)ds

N * the N Y
68 (K" (uly ) + / (YY), u(s) Ms)ds

Donc A; se sépare en deux termes :
A =E F’(Zt)(SN(IC*(u]I[t7t+E])).\If] + ]E[F’(Zt) /tm(/cvﬁ)s (s) A(s)ds . ¥
= B+ B
D’une part, il est évident que :
% B, - E [F’(Zt) KV, u(t) :\(t).\II] (10.27)

D’autre part, on a :

= E [ /0 1 VN (F'(Z)®) K* (ullf14.) X(s)ds}

Une application de la formule de dérivation sépare B en deux parties et en utilisant la propriété
d’adjonction on a :

By

|| OV (F(2) K () () )]

0

v [ (20 T () K (ull 1) (5) e

E { [ 0 (Y ), (P (20)) () (5 o)
+ 5| / F(2) (7). () (o) (9 X5

— {qf /tm KV (F'(Z4)) u(s) Ms)ds

+E [F' He (VYY) (0) u(s) X(s)ds}
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Donc :
1 t+e - N _ N
EE[w/t (ICVN)S(F’(Zt))u(s)/\(s)ds} - ]E[\If(ICVN)t(F’(Zt))u(t)/\(t)] (10.28)
1 t+e _ ~ ~ ~
Z]E[F’(Zt) /t (ICVN)S(\I’)U(S))\(S)ds} - ]E[F’(Zt)(ICVN)t(\I!)u(t)A(t)] (10.29)

Remarquons que :
(KVM)(F'(Z) u(t) + F'(Z) (KVY)u(t) = (KVV)(F'(Z,) u(t))

Par conséquent, par les relations (10.27), (10.28) et (10.29), on a montré que :

e—0

% A4, — E [F’(Zt) (V™) (T) u(t) X(t)] +E [\If KV (F'(Z) u(®) A(E)
F" est bornée par conséquent on a :

1
Z4 o 0 (10.30)

€ e—0
Donc on a :

LRIIF(yd) ~ F(Z] W) 5, B[F(2) (K9)(0)u(t) A(0)]
+ E[w.(/cvﬁ)t(F'(zt)u(t))i(t)] (10.31)

On peut maintenant écrire :

(4) = E[F(Z) 9] - F(2)

(4)

I
\
“11
?ﬁ
<
2
@
>
=
U
lLl

+ ]E{ /O(ICVN) (F'OZ(s).u(s))X(s)ds]
E[w. 8" (K (F'(Z,) u(s)))]

+E|v / (V) o 2(5)u(9) X5

0
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On applique maintenant le théoréme 10.10 pour écrire :
(4) = E[0.8% (K*(F'(Z,) uls) Tp,(s)))]

+ IE-\I!./O(ICVN)S(F’OZ(s).u(s))S\(s)ds-

E [\IthK (F'(ZS)U(S)H[OJ](S)))]

+ ]E-\If./o(ICVN)S(F’oZ(s).u(s))S\(s)dS-

E [\IJ . <5NK (F' o Z(s).u(s)Ijo,q(s)) + /Ol(ICVN)s(F’ o Z(s).u(s)) Ljo,(s) ~(s)dsﬂ

E [\IJ (F'oZu P NK)t}

La relation (10.26) est obtenue par identification pour tout ¢ € [0, 1] P-p.s. mais les deux termes

de I’équation sont continus et le résultat est donc vrai P-p.s. pour tout ¢ € [0, 1].
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Chapitre 11
Un théoréme de type Girsanov

L’objectif de cette partie est d’établir un théoréme de changement de loi pour des processus
de Poisson filtrés. Une application & Iestimation de la dérive d’un processus de Poisson filtré
perturbé par une dérive positive est donnée. L’absence de biais, la consistance et la normalité
asymptotique de l'estimateur sont également établies sous de bonnes hypothéses notamment
satisfaites pour le processus de Poisson fractionnaire.

11.1 Enoncé du théoréme

Remarque 11.1 Dans ce chapitre nous allons considérer que K vérifie K(t,t) = 0 pour tout

t de facon a travailler avec des processus continus.

Théoréme 11.1 Considérons :
e 1 une mesure de Poisson marqué dont le compensateur prévisible est v,
o {NK = f(f [ 2K (t,s)u(ds,dz) : t >0} le processus de Poisson filtré associé.
Considérons une fonction
h € L'(v)

On introduit maintenant la mesure de probabilité Py, absolument continue relativement o P et

dont la densité est donnée par :

P
Zt:ﬂ

St

P
:gp(/o'/E[h(s,z) 1 — v)(ds, dz))t (11.1)

ot ED(X) désigne l'exzponentielle de Doléans-Dade du processus X a l'instant t.
On introduit également les processus suivants :
o i une mesure de Poisson de compensateur h.v,
o {N/E = fot [ 2K (t, s)p"(ds,dz) : t >0} le processus de Poisson filtré associé.
Le résultat est le suivant :
LINK,P,) = L(NME,P)

6Ce chapitre fait 1’'objet d’une publication soumise a “Electronic Communications in Probability” [43]
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Démonstration :

Pour démontrer ce théoréme, nous allons utiliser la fonction caractéristique d’un processus de
Poisson filtré du théoréme 10.3 page 150. Nous allons utiliser tout d’abord regarder 1’égalité des
lois finies-dimensionnelles ce qui est suffisant en vertu de la continuité des trajectoires des deux
processus (remarque 11.1). La forme de la fonction caractéristique d’un processus de Poisson
filtré met en évidence que la loi des variables finies-dimensionnelles est entiérement caractérisée

par la mesure v. Le résultat découle donc du lemme suivant :

Lemme 11.1 Awvec les notations du théoréme, les mesures jn sous Pj, et u" sous P ont méme

compensateur.

Démonstration du lemme :

Soit W un processus prévisible non-négatif avec W € £!(v). Par définition du compensateur,

Sr
le processus (W (*) (n — v)) est une P martingale. Le théoréme de Girsanov 7.24 p. 224 de

Jacod [75] nous assure que :

(1500 P G- tzt o Y _V)),Z>s>

0

est une Pp-martingale. Or Z est défini par (11.1) donc Z est solution de I’équation :

t
R = v+ [ [ Roibs,) - 1) - v)(ds, 2
o JE
Donc on peut écrire :

(5 —WLZ>

<//ZWSZ 1= v)(ds, d2) 1+// (- )(ds,dz)>s
/ /zZ (5,2) — 1[W (s, 2)d </0( )(ds,dz),/o'( —u)(ds,dz)>s
_ /0 /EzW(s,z)Zsf[h(s,z)—l]l/(ds,dz)

On en conclut que :
) "1 (ST)
it = v S o, = [ a{or - 7)
0 s~
est une Pp-martingale. Or

M, = W' (u=-v) / /zf  2)Za-[h(s, 2) — 1]u(ds, d2)
W (5;[ —v) / / 2W (s, z)[h(s, z) — 1]v(ds, dz)

(4)

(W (S*I)

Donc,
w S =)
est une Pp-martingale et
(s,2) = h(s, z)v(ds,dz)

est le compensateur de p sous P, et le compensateur de p” sous P.
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|

Remarque 11.2 Le théoréeme 9.1 page 123 montre que deux processus ponctuels marqués de

méme compensateur ont méme loi. Donc,

L(N;P,) = L(N"P)

11.2 Une application

11.2.1 Position du probléme

Etant donné un noyau I, on observe les trajectoires d’un processus de Poisson filtré perturbé

par une dérive linéaire négative :
X! = NE — 6t : te0,T]

avec 6 > 0. Le probléme posé est comment estimer 6 7

Ce genre de probléme a déja été beaucoup étudié dans le cas ou le processus sous-jacent est
brownien et quand le noyau est K1) défini par 2.5 page 31. Dans ce cas N est un mouvement

brownien fractionnaire [45, 78, 79].

Le théoréme nous dit que pour toute fonction h € £!(v), on a :

L(NK P, = L(NWEP)
L(NKE —6.P,) = L(NME -6, P)

Il suffit alors de déterminer une fonctionnelle h? particuliére pour que {N/"* — 6t : t € [0,T]}
soit un processus de Poisson filtré. Regarder X? sous la nouvelle probabilité c’est regarder un
processus de Poisson filtré recentré de compensateur & définir sous P. Pour déterminer cette
fonction, il suffit que :

t
//ZK(t,S)hol/(dS,dZ) = 6t
0o JE

Pour ce faire, nous allons supposer que v et K sont tels qu’il existe une et une seule fonction ¢

telle que :
¢
//zK(t,s)gb(s)l/(ds,dz) =t
o JE

L’estimateur est alors donné par maximisation de la fonction de vraisemblance :

T 5 gD (/o-/E[%(S) - 1](w_y)(d8,d2’)>t

%=

On pose donc :
0, = argmax Z?
9€[0,1]
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11.2.2 Existence et unicité de ’estimateur

Malheureusement, I’expression exacte de ’exponentielle de Doléans est tellement peu mani-
pulable dans le cas d’un processus avec sauts que nous sommes contraint de trouver une autre

expression de Z? pour prouver existence et Punicité de ét. C’est l'objectif du lemme suivant :

Lemme 11.2 Si ¢ € L (v) et siIn(¢) € L (v) alors :

{ep (/0'/E[9¢<s>—11<u—u><ds,dz>)t 0<t<Th = {en() s 0<e<T)

avec pour tout 0 <t < T :

. /Ot/Eln(6¢( (ds, d2) //e¢ ) — 1Ju(ds, dz)

Démonstration du lemme :

C’est une application de la formule d’It6 pour la fonction 2 — exp(z) relativement au processus
de saut Y?. On obtient pour tout ¢ € [0,T] :

exp(Vy) —1
= [T + Y lesp7) —exp(4) — expl(r )7 ¥ )
0 s<t
_ ! e 4 [ ¢ e [ n S — ex [/
= [Fewooavt + [ [lexp0? +moots) — e
— exp(V2)(In(89(5)) u(ds, d=)
_ ! 4 [ ¢ [/
= [fewtary + [ [ o0 + o)
— exp(V2)(1+ In(89(5))) u(ds, d2)]
Mais on a :
b — n S S z — S) — vias z
av? = [ n@onds.dz) ~ [ (o)~ 1(ds, dz)
donc :

exp(t) 1 = [ [ exp(v)n(0o(s))n(ds,dz) ~ 199() - Uo(ds,d2)
0 E
+ / /E [exp(Y2. + In(64(s))) — exp(VZ)(1 +In(86()))] u(ds,dz)

/ t [ e )lin@0() — (1+(B9(s) + exp(n(es(s))] ads. dz)
- t [ (v 86(s) ~ (s, )

- / /exp Y2)[09(s) — 1|u(ds, dz) / /exp YI)06(s) — 1]v(ds, dz)
- / /E exp(VL)[9(s) — 1](u — v)(ds, d2)

Donc, le processus exp(Y?) est solution de ’équation différentielle stochastique définissant 1’ex-

ponentielle de Doléans. Par I'unicité de la solution, le résultat est obtenu.
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Le résultat s’énonce ainsi :

Proposition 11.1 Si ¢ € LY (v) et siln(¢) € L1 (v) alors il existe un estimateur du mazimum

de vraisemblance 0; pour tout t € [0,T) :

s fothU ds, dz) _ S,
fo [ O(s)v(ds,dz) fot d(s)\(s)ds

avec t — Sy est un processus de Poisson de compensateur t — fot Op(s)A(s)ds.

Démonstration :
A t fixé, la fonction de vraisemblance atteint son maximum quand la fonction :

f:9—)/0t/Eln(0¢>( (ds,dz) //t%) — 1]v(ds, dz)

atteint son maximum.

Mais on a :

'0):%/0t/]3u(ds,dz //gb v(ds,dz)

La dérive s’annule pour 6 = 6, ce qui démontre le résultat.

|

Remarque 11.3 Le processus de Poisson fractionnaire a été défini au paragraphe 10.1.1 page
147. Dans ce cas, on sait que le bon candidat pour la fonction ¢ est :

F(% — H) gs—H

F(2—2H) A

s = ¢(s) = (11.2)

(voir Decreusefond Ustiinel [45]). Le théoréme s’applique si ¢ € L'(v) ce qui est vrai dés que
1 < H <1 de plus, si cette condition est vraie alors In(¢) € L1 (v).

11.2.3 Propriétés de ’estimateur
Absence de Biais
Propriété 11.1 L’estimateur 0, est un estimateur sans biais de 6.

Démonstration :
Soit ¢t € [0, T]

E[At] [fot fEli (ds dZ)] _ fot [ 00(s)v(ds,dz) _
JE [ ds)v(ds,dz) [T [ é(s)v(ds,dz)
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11.2.4 Consistance

Théoréme 11.2 Supposons 0 > 0 que ¢ et In(0¢) soient dans L ([0,T], \(s)ds) pour tout
T > 0. Supposons aussi que

t
tllglo/o d(s)A\(s)ds = 00 (11.3)
Alors 0, tend P-p.s. vers 6.

Démonstration :
Pour tout ¢ € [0,T] on peut écrire :

0, — 6= fot fE p(ds,dz) — 0f0t fE o(s)v(ds, dz)
fot fE o(s)v(ds, dz)
o g JoLeln—08(s)v)(ds,d2)

I [ 06(s)(ds, dz)

Le numérateur est une martingale sous IP de crochet le dénominateur, il suffit d’utiliser I’hypo-

6, —
these 11.3 et d’appliquer la loi des grands nombres pour les martingales.
<

11.2.5 Normalité asymptotique

Propriété 11.2 Supposons que 8 > 0, que ¢ et In(0¢) soient dans L£1([0,T], \(s)ds) pour tout
T > 0 et que l’hypothése (11.3) soit vérifiée. On définit, pour tout t € [0,T],

1 t
H! = JE/O d(s)A\(s) ds.

H{[f: 6] = N(0,1).

et on a :

Démonstration :
Fixons u € R, et pour tout ¢ € [0,T], on définit :

i — uHY
= —2Lt
Jo &(s)A(s)ds
on a, en appliquant le théoréme 10.3 page 150, la fonction caractéristique suivante :
E [exp (iqu[ét - 9])]
t
= Elexp (i%S:)] exp (—zﬂ/ 0p(s)A(s) ds)
0

= exp ([expua) -u / 00(s)A(s) ds — i / 00(s)A(s) ds)
On vérifie alors que : \
E [exp (zqu[ét - 9])] T2 eXp {%]

Ce qui achéve la démonstration.



Chapitre 12

Un théoréme limite pour des

processus de Poisson filtrés

Dans ce chapitre, nous faisons le lien entre les deux processus centraux de cette thése & savoir
les processus de Volterra et les processus de Poisson filtrés. Nous allons montrer la convergence
en loi, sur un espace de Holder, d’'un processus de Poisson filtré vers un processus de Volterra
quand l’intensité du processus de Poisson sous-jacent tend vers ’infini.

Dans une premiére partie, nous introduirons les outils, & savoir la notion de martingale
hilbertienne et la technique de radonification. Dans une seconde partie, nous présenterons le
résultat de convergence de martingale hilbertienne. Enfin, nous projetterons le résultat pour

répondre a la question originelle.

12.1 Reésultats préliminaires

12.1.1 Martingales hilbertiennes

La référence choisie pour les martingales & valeurs dans un espace de Hilbert est le livre de

Michel Métivier [95]. Nous énoncons ici les principaux résultats utilisés.

Soit (€2, § = (F¢),>0,P) un espace probabilisé filtré. Soit V' un espace de Hilbert séparable.
Définition 12.1 On dit que X un processus & valeurs dans V est une §-martingale si et seule-
ment si :

E[”thv] < o0 pour tout t,

e pour tout s > t,
E[X:|Fs] = Xs, P p.s.

"Ce chapitre fait ’objet d’une publication [41] soumise & la revue Journal of the Bernoulli Society for Ma-
thematical Statistics and Probability
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L’analogue des crochets obliques est ici défini par <X >, et c¢’est I'unique processus prévisible
a variation finie et & valeurs dans ’espace des opérateurs nucléaires symétriques, positifs de V'
dans V, tels que, pour tout u, v € V,

{< Xy, u>y< X, o>y — < <X >pu, v >y, t >0}

est une martingale.

Puisque <X>; est un opérateur de Hilbert-Schmidt, on peut parler de sa racine carrée
notée <X >i/2 . On notera également L2(V; V), l’espace des opérateurs Hilbert-Schmidt de V'
dans V. Le plus important résultat pour nous est le théoréme 4.6 de [95, page 40] qui établie que :

Proposition 12.1 Soit {X™ : n € N*} une suite de martingales locales continues a valeurs
dans V. Si les lois des processus {<X”>i/2, n > 1} forment une suite tendue de probabilités
sur C(RY; Lo(V; V) Alors les lois des processus {X™, n > 1} forment une suite tendue de
probabilités sur C(R™; V).

12.1.2 Radonification

A part les exemples triviaux du mouvement brownien & valeurs dans V' ou des diffusions, il
est relativement difficile de voir quand un processus a valeurs dans V' est une martingale. Au
contraire, il est trés facile de vérifier si c’est une martingale cylindrique, i.e., si {< X, u >y
,t > 0} est une martingale réelle pour tout u € V. Le résultat de “radonification” suivant est
donc d’un intérét remarquable :

Théoréme 12.1 (voir [8, 125]) Soit E et F deux espaces de Hilbert et considéronsu : E — F
un opérateur de Hilbert-Schmidt. Soit M.([0,1],R) l’espace des martingales réelles continues
muni de la norme

M3 (o,11,2) = E
t€[0,1]

sup |Ms|2] .

Si L est dans L(E*; M.([0,1],R)), ’ensemble des applications linéaires continues du dual de

E, noté E*, dans M.([0,1],R)), alors uo L est une martingale continue & valeurs dans F.

Supposons maintenant donné un opérateur de Hilbert-Schmidt de £2 dans lui-méme noté
K, tel que :

Hypothése 12.1 Il existe a > 0 tel que K soit une application linéaire continue bijective de
£2 dans Ia+1/272.

Remarque 12.1 Puisque linjection de L, 12> dans L% est Hilbert-Schmidt, le caractére
Hilbert-Schmidt de K de L% dans lui-méme est garanti. Donc, il existe un noyau que nous

noterons encore K de sorte que l'opérateur K soit de la forme :

(Kf)(t) = /0 K(t,s)f(s)ds avec /O/OK(t,s)2dtds < o0 (12.1)

On suppose également que :

Hypothése 12.2 K soit triangulaire, i.e., K(t,s) = 0 pour tout s >t > 0.
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Remarque 12.2 On remarque que ces deux hypothéses sont vérifiées pour tout a par le noyau
K(t,s) = m(t—s)a”ﬂl[m”(s) qui correspond 4 B® puisque, dans ce cas, K, en tant que
fonction, coincide avec Igﬁj_l/Q. Le mouvement brownien fractionnaire admet la représentation
fot Juo(t, s) dBs, avec J, de la forme :
Jo(t,s) = La(t,s)(t — s)*~"/2g=1e=1/2],

ot L, est une fonction bicontinue (voir paragraphe 2.4). De plus, [121] assure que J, est
un isomorphisme de L£*([0,1]) dans Igf1/2(£2([0,1])). Par conséquent J, satisfait les deuz
hypothéses 12.1 et 12.2 pour tout o € (0,1).

Lemme 12.1 Soit M une martingale continue telle que < M >;= ct pour tout t € [0, 1]. Soit
K satisfaisant les hypotheses 12.1 et 12.2. Alors, pour tout ® € (Z,11/22)%,

{ai”(cb) = /Ot K*®(s) dM,,t € [0, 1]}

est une martingale continue. De plus, pour tout € € (0, ], Il existe un processus & valeurs dans
To—c o appelé XM tel que, pour tout ® € (Zo—c2)* on ait :
31(@) =< &,% >

afz,Z)*yHa—aﬂ

Démonstration :

Fixons ¢ € (0, «]. Considérons I’application linéaire

L: (Zogip22)" — M.([0,1], R)
® — {3M(®),t€[0,1]}.

L’inégalité de Doob nous assure que :

B [sup 31 (@] < el < ol

Donc L est dans L((Za41/2,2)*, Mc([0,1], R)). Comme l'injection de Z,.1/2,» dans Zg 155 est
Hilbert-Schmidt pour § < a — 1/2, le résultat découle du théoréme 12.1.

|

12.2 Le résultat de convergence

12.2.1 Convergence de martingales hilbertiennes

L’espace des mesures entiéres simples, localement finies sur [0, 1] sera noté Q. On définit la
probabilité P comme 1'unique mesure sur §) qui fait de la mesure canonique w une mesure de

Poisson de compensateur Ads. La filtration canonique § est définie par :
Fo={0,Q}etFr=0 {/ w(ds),s < t} , pour tout ¢ € [0, 1].
0
On pose N} = w([0, s]). Notre objet de base est le processus X*, défini par :

t
XN = xl/‘é’/ K(t, 5)(dN> — \ds)
0

1 t
=—S KTyl — | K(t,s)V\ds,
= Y K T)rcq = [ K(t9) Vids

n>1
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ou K satisfait les hypothéses 12.1 et 12.2. En vertu de la continuité de K(t,.), il est clair que
X est & trajectoires continues.

Lemme 12.2 On note € la masse de Dirac en t. Considérons o > %
On a pour tout t € [0,1], 3M (¢;) est bien défini et s’écrit :

3M () = /0 K(t,s)dM

I
A
Q
Ky

>(Ia75,2)*71a—5,2

Démonstration du lemme :

Remarque 12.3 Selon que Uon travaille avec le M = B ou M = N, on utilise le calcul

stochastique introduit dans les chapitres 8 ou 10. (a ne change rien au raisonnement.

Une relation importante Soit ¢ € (Zy—c2)*, ¥ une fonctionnelle cylindrique et ¢ € [0, 1]
fixé. On a, en posant N> = \~1/2(N*) = A=1/2(NX — )\)

E[3:(4).9] = E /OK &(s)dN) . ¥ ] (12.2)

- IE/ K*( IA /\ds} (12.3)

= E_/o /0 K(r,s)%@(r)drvsllf)\ds]

= IE:/Ol/OtK(r,s)LVS\I!/\ds@(r)dr]

On utilise maintenant Fubini pour écrire :

/ [/Krs V\Il/\ds}é()dr
:/ [/Krst)‘\Il}tb()dr
- [/ /Krs AN ®(r) dr . \I/] (12.4)

Ou (12.3) vient de la définition de K* comme adjoint de 'opérateur de Hilbert-Schmidt K.

S

E[3:(¢) . ¥]

Montrons que € € Z,,1/2> Comme on peut le voir dans I’annexe 1 page 186, on a :
Tot1/22 C Zocp C Hol(a—e—1/2)

donc,
(Hol(a —e = 1/2))" C (ZTa—c2)” C (Zag1/2,2)"
comme a — & — 1/2 > 0 pour ¢ assez petit, ¢ € (Hol(a —e —1/2))* et donc €; € (Zoy1/2,2)"-

Conclusion partielle On applique (12.4) & ¢; et on obtient P — p.s. :

/01 /OtK(r,s) AN €(dr)

= X7 (12.5)

N ()
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Montrons que le “P — p.s.” ne dépend pas de ¢ Pour ce faire, il suffit de montrer que les
deux termes de I’équation (12.5) sont continus. C’est connu pour X*.

|<ers X >@aa) Zans — <6y X >
=<€ — €, xé\f" > (Tazen)* Tacen — < €t xi\f” XN = Z(Ta-e2)® Taze.2
S [EA: SN [P [P

— 0.
t—s

e — X Nz allee = el -

Les deux cotés de ’inégalité sont des processus continus donc on peut dire que P — p.s., pour
tout ¢ € [0,1], il y a une version de chacun des processus telle que :

3t(€t) = X;

|

Remarque 12.4 Quand a < 1/2, ¢, n'est plus dans (Zo—.2)* et on ne peut plus donner de sens
a 3M(e;). D’autre part, on sait que pour K(t,s) = (t — s)* /2 et pour M est un processus de
Poisson, quand o < 1/2, fo ,8) dMy est un processus qui saute a l'infini dés que le processus
de Poisson saute et qui prend des valeurs finies partout ailleurs. D’autre part, €' ft te 3M(s)ds

est, lui, parfaitement défini et peut servir, pour € petit, comme substitut de fo (t, s) dMs.

Par le lemme 12.1, on définit deux processus & valeurs dans Z,_. » : 2N ot %P définis a
partir des martingales continues N™ et B, un mouvement brownien standard. Le résultat clé
est le suivant :

Théoréme 12.2 Quand n tend vers Uinfini, la loi de XN" dans C([0,1]; Zy—e,2) converge vers
la loi de X5.

Démonstration :

Nous avons,

Ay =< uaxt P (Tacen)*Tace <V xt > (Ta—en)*Taen

t
:/ K*(u) dN"/ K*(v)(s)dN™
0
t
= / K*(u)(s —dN” / K*(v dN”
0

N est un processus de Poisson compensé de compensateur n ds, donc la variation quadratique
de A prend la forme :

t * 1 * in S
/0 K (1)) =K (0)(s) = m s,

donc,
) ¢
< <XV 3w, v 5= / K*(u)(s)K* (0)(s) ds
0

La suite {<.’£N "> : n > 1} est déterministe et ne dépend pas de n donc elle est évidemment
tendue. En vertu de la proposition 12.1, la suite {X™" : n > 1} est tendue dans C([0,1],Zs_- 2)-
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Soit {X™ : k > 1} une sous suite qui converge vers une limite disons L. Pour faciliter
les écritures, nous noterons la sous-suite par {X” : n > 1}. Soit u € (Zy—c2)*, la suite de
processus :

{<u, X! >z, oyezn it €001 in > 1}

n’est rien d’autre que la suite de processus
t A
{{/ K*u(s)dN} :t€[0,1]} :n > 1}
0
Puisque {N™ : n € N*} converge en loi vers B et comme

sup E [sup ANS”} < sup n~? < o
n>1 s<t n

On en conclut (voir [76, 84]) que {< u, X" >: n € N*} converge en loi vers [, K*u(s) dB,, donc
< wu, L >=< u, ¥8 > . Cela revient & dire que toutes les sous-suites convergentes convergent
vers la méme limite. Il s’en suit que les lois de X" dans C([0,1]; Zo—c,2) convergent vers les
lois de X5.

|

12.2.2 Retour au probléme initial

Nous devons maintenant différentier deux cas selon la position de « par rapport a 1/2.
Quand a > 1/2, T,_. 2 est un sous-espace de ’espace des fonctions continues et donc son
dual contient les mesures de Dirac. D’autre part, quand a < 1/2, la fonction s — f(s) =<
€s, f >(Zo_.0)* 7. ., n'est pas définie pour f € T o.

Corollaire 12.1 Sous les hypothéses 12.1 et 12.2, les lois des processus

{X{’:/OtK(t,s)de . te, 1]}

dans Hol(a — 1/2 — €), convergent vers la loi de

{Xt:/OtK(t,s)st L te [0,1]}

Démonstration :
Pour ¢ suffisamment petit, & —1/2 —e > 0 et pour tout f € Z,_¢ 2,

1£(s) = FO] < el fllza.olt — 5|71/
Donc, ’application suivante :

B: Iy_cp — Holla—-1/2—¢)
f — (S = f(S) =< €s, f >(IQ_E,2)*,IQ_E,2)7

est bien définie et est continue. Donc, pour tout F bornée et continue de Hol(a — 1/2 —¢) dans
R, F o B est continue de C(Zy—c2, R) dans R. Par le théoréme 12.2, nous avons :

E[F o B(xN")] — E[F o B(XP)),

n—oo
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cela revient & dire que
E[F(X")] — E[F(X)].

n—o0

Et la démonstration est terminée.

De la méme maniére, nous avons :

Corollaire 12.2 Soit a € (0,1/2) et soit n continue de [0,1] dans T, . 5. Sous les hypothéses
12.1 et 12.2, les lois des processus

{< ntax? Z(Taves)* Taces te [07 1]}

dans C([0,1]; R) convergent vers la loi de

{< M, Xt > (70 .0y Tuon @ LED, 1]}

Par exemple, on peut choisir 1 pour que :
(t4e)A1
<Ny f > (T o) Taen = 5_1/ f(s)ds

(t—e)VvO0
= IS+ ) M) - T (- 2) VD)),

Puisque f € Zy—_c 2, I&Jrf est dans 71 44—, lui-méme sous-espace de Hol(1/2+ a —e¢). Il est alors

clair que 7 est continu de [0, 1] dans 7, _. »- Par conséquent, la loi du processus
t+e
{51 X7(s)ds : te [0,1]}
t—e

dans C([0, 1]; R), converge vers la loi du processus

{51 /ttj%t(s)ds L € [0,1]}.

Remarque 12.5 Une conséquence du corollaire 12.1 est la convergence en loi dans C([0, 1], R).
Nous allons maintenant montrer comment ’hypothése 12.1 et le critére de Kolmogorov suffisent

pour obtenir ce résultat. Puisque K (t,s) = K*(e:), nous avons :

1
E[|Xp - X7P] = / K () — K (s, ) dr
0

IA

cl|K* (e — €5)lIZ2

IN

c ||€t - 53“%2&“/2.2)*

cl|t — s|?“.

Ceci est suffisant, en vertu du critére de tension de Kolmogorov ([116] théoréme 1.8 page 474),
pour montrer que (X™)pen+ est tendue et done, la convergence des lois finies-dimensionnelles

étant acquise, elle converge en loi dans C([0,1],R), vers X.
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Chapitre 13

Annexes

13.1 Annexe 1 : résultats cruciaux sur les processus gaus-

siens

Lemme 13.1 (de comparaison de Slepian, Adler [2]) Soient {X; , t € T} {Y:, t € T}
deux processus gaussiens séparables réels tels que :

E[X, = E[Y]] VteT

rx (t, t)

T‘y(t,t) VteT

TX(t,S) < TY(tas) v (t,S) € T?

Alors, on a pour tout u € R :

P[supXt > u] ZIP’[squ{g > u}
teT teT

Lemme 13.2 (Borell, Adler [2] pages 43-47 ) Soit {X; : t € T} un processus gaussien
centré a trajectoires bornées presque partout. Posons 02 = sup E [Xf] On a alors : Alors,
teT

on a pour tout u € R :

]P’[sup X > u} < 2.9 <i>
teT or

Lemme 13.3 (Fernique, Leadbetter [86] lemme 12.2.1 page 219) Soient {X; , t € [0,1]}
un processus gaussien centré tel que :

Var(Xy) = 6> > 0

E[(Xt —XS)Q] < K|t —s|®
avec 0 < a < 2.

185
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Alors, il existe une constante C,, > 0 telle que :

)+ yew ()
P|lsup Xy > wu|l < dexp|l——u"|+=-.exp| ——=—=u
tE[O%)l] ! ] N p< K 2P\ 7802

13.2 Annexe 2 : calcul fractionnaire déterministe

Pour f € £1([0,1]), les intégrales fractionnaires de f & droite et & gauche sont définies par :

1 T

Is = — )z —t)* tdt, x>0

T3 Hle) = g [ FO@ =0t 2 0,
I .

I f)(z :—/ f)(t—x)* " dt,  <b,

(I~ f)(z) I /. (t)(t — )

oua>0etI°=Id

Pour tout a > 0, tout f € LP([0,1]) et g € £L7(]0,1]) oit p~" + ¢~ < @, nous avons :

/f(S)(13+g)(S)dS=/ (7= f)(s)g(s) ds. (13.1)
0 0

L’espace de Besov I, (L?) et ZLo,p est habituellement équipé de la norme :

1fllza., = 1o Fllco-

En particulier Z, » est un espace de Hilbert (séparable) et on a le résultat suivant :
Proposition 13.1 ([57, 121])
e Sia—1/p <0, Alors Lo, est isomorphe a I (LP).
e Si0<a<l,1<p<1/a, Alors I, est un opérateur borné de LP([0,1]) dans L£9([0,1])
avec ¢ = p(1 — ap)~?t.
e Pour tout 0 < a <1 et toutp > 1, I, p est contindment inclus dans Hol(coo —1/p) pourvu
que o — 1/p > 0. Pour 0 < v < 1, Hol(v) est l’espace des fonctions Hélder—continues
nulles en zéro équipé de la norme :

10 = F6)|

1| Hot(w) = S
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13.3 Annexe 3 : simulations de trajectoires browniennes

fractionnaires

F1a. 13.1 — Trajectoire brownienne fractionnaire pour H = 0.2

F1a. 13.2 — Trajectoire brownienne fractionnaire pour H = 0.5
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Fic. 13.3 — Trajectoire brownienne fractionnaire avec H = 0.8

13.4 Annexe 4 : Simulations de trajectoires de processus

de Poisson filtrés

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

L
0 0.1

FiG. 13.4 — En haut : Trajectoire du processus sous-jacent, un processus de Poisson d’intensité
A = 0.3, En bas : Trajectoire du processus de Poisson filtré par le noyau (¢,s) — t s.
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6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
5 4
4
3
3
2
2
1
1
0 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Fia. 13.5 — En haut a gauche : Trajectoire du processus sous-jacent, un processus de Poisson

d’intensité A = 0.3. Les autres graphiques représentent les trajectoires de processus de Poisson

H

filtrés par le noyau (t,s) — (t — s)#~% avec en haut a droite, H = 0.6, en bas a gauche,

H = 0.8 et en bas a droite H = 1.

0 01 0.7 08 0.9 1
0
02k 1
-0.4F R
-0.61- 1
_osl 1
-1 1 1 1 1 1 1 1 Il 1
0 01 02 03 0.4 05 06 0.7 08 0.9 1

Fia. 13.6 — En haut : Trajectoire du processus sous-jacent, un processus de Poisson d’intensité
A = 0.3 avec des marques gaussiennes centrées réduites. En bas, trajectoire du processus de
Poisson filtré par le noyau (¢,s) — (t — s)¥~2 avec H = 0.8.
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o
T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 13.7 — En haut : Trajectoire du processus sous-jacent, un processus de Poisson d’intensité
A = 0.01 avec des marques gaussiennes centrées réduites. En bas, trajectoire du processus de
Poisson filtré par le noyau (t,s) — (t — s)2 2 avec H = 0.6.
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Résumé

Le mouvement brownien fractionnaire est devenu en quelques années un processus incon-
tournable dés que ’on veut s’affranchir de la propriété de Markov et d’indépendance des ac-
croissements. Nous verrons au cours de ce travail les principales propriétés de ce processus, nous
insisterons sur son utilisation comme modeéle de file fluide et sur le comportement asymptotique

de la capacité de stockage d’une telle file. Enfin, nous discuterons de la définition du temps local.

Le mouvement brownien fractionnaire ni pas une semi-martingale, des techniques alterna-
tives ont été développées pour définir une notion d’intégrale relativement & ce processus ou plus
généralement a des processus gaussiens de type Volterra. Aprés une présentation sommaire de
ces techniques, on développe la construction d’une intégrale anticipative relative au mouvement
brownien fractionnaire & partir de l'intégrale anticipative relative au mouvement brownien via
un opérateur linéaire. Fort de cette idée, nous avons introduit une intégrale anticipative relative
a des processus de Poissons filtrés a partir d’une intégrale anticipative pour des processus de
Poissons marqués, intégrale que nous relions a 'intégrale de Stieltjes. L’étude de cette intégrale
se poursuit par une formule d’Itd pour des fonctionnelles cylindriques et par un résultat sur la
continuité de Holdér de processus intégrés.

Des techniques de radonification et des résultats de convergence de martingales hilbertiennes
sont utilisés pour établir un théoréme de convergence en loi d’une suite de processus de Pois-
son filtrés d’intensité constante vers un processus de Volterra quand l'intensité tend vers ’infini.

Mots clés : Mouvement Brownien Fractionnaire, Auto-similarité, Dépendance & Long
Terme, Processus Gaussiens, Temps Local, Intégrale Anticipative, Processus de Poisson Marqué,
Processus de Poisson Filtré, Théoréme de Girsanov, Convergence de Martingales Hilbertiennes.



