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Formulaire des DL en 0
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1 Calculs de DL
Ezercice 1.1. On suppose que le DL de f en 0 d’ordre n est
f(z) = P(x) + a"e(x),
avec P(z) = ag + a1w + azx? ... + a,z™ polynome de degré n et lim, o e(x) = 0.

a) Montrer que le DL,,(0) de f(—z) est

f(=x) = P(=z)+a"e(x)
ap — a1z + azx? — azx® + ...+ (=1)"a,x™ + 2"e(x).
Application : donner les DL5(0) de log(1 4 ), e~ 7, HLI et (1 —x)>.
b) Si p > 0, montrer que le DL,,1,(0) de a2 f(x) est
2P f(r) = aPP(z)+ 2" Pe(x)

= aga? + a1xP . 4 a2 TP 2" Pe().
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Application : donner le DL7(0) de z*sin x.
c) Si p > 0, montrer que le DL,,,(0) de f(zP) est

f@)

P(aP) + 2"™e(x)

= ao+a12® + asx®® + ...+ apz™ + x"Pe(x).

Application : donner le DL;5(0) de sin(z*), puis le DL12(0) de v/1 + 5.

FExercice 1.2.

Ecrire les développements limités en x = 0 et & 'ordre indiqué entre parenthéses des expressions
suivantes :

1
cosx — e” a lordre 4; log(1 4 ) — T a l'ordre 3; 1+ x a 'ordre 3;

V1+x alordre 3; exp (x — 1) a lordre 3; /1 + 22 — /1 +x a l'ordre 3;

1+tanz _

sinztanx a 'ordre 3; a l'ordre 4; e**** a l'ordre 5; a lordre 4;
e —1 1 —tanz
.92 .
1
v 1+ 23 alordre 6; log(cosz) a lordre 4 ;sm Y A Tordre 3 ;ﬂ a lordre 3;
cos T 1 —sinz

1
exp(v1+ z) alordre 2; /1 + log(1 4+ x) a l'ordre 2 s In(1 4 x) a ordre 3;
x
log(1 — z)sinz a l'ordre 4;sin(In?(1 + x)) a l'ordre 3 .
tanx a Pordre 4;log(1 + €*) a Pordre 4;log(1 + sinz); v/1 + 23 & ordre 4.

2 Calculs de limites

FEzxercice 2.1.

Déterminer les limites suivantes en O :

sinx —x sinx —x 1 1
=

22 Tzlog(l—a2) z  log(l+ :v);

)

z(cosz —1) +tanz —sinz Vo +1—x  1—cosz
22sinz +tanz —x T Y1+ 22 — Va2 + 37 (1 —ex)2’
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3 Applications

FExercice 3.1.

Calculer la valeur en 0 des quatre premiéres dérivées de

CcoS T rsinx
= ——— puis de =—.
/(@) 1tz+a2 O 9(x) cos (e? — 1)
Ezercice 3.2.
Prolonger par continuité en 0 la fonction définie sur 0, | par f(z) = =%~ — —2—.

FEzxercice 3.3.

Déterminer les branches a 'infini des fonctions suivantes (seule ’étude de h nécessite un DL) :

f(x) = 1+glcogm
glz) =7

2 .
he) = Zhnz,

FExercice 3.4.

a) Etudier et tracer le plus précisément possible (y compris la position du graphe par rapport
aux asymptotes) le graphe des fonctions

x

1
f(x) =e* /a? — z, puis de g(z) = 27 et enfin de h(z) = zlog|2 + —|.
x

r< —T

FEzxercice 3.5.

On considére la fonction

a) Déterminer le domaine de définition de f, puis 'ensemble des réels ou f est continue (on ne
demande pas de tracer son graphe).

b) Montrer que

avec lim,_,ge(z) = 0.
c¢) Calculer lim,_,¢ f(z).

d) Soit a € R. On pose
| f®)siz#0
ga(ac)—{ asiz=0

Montrer que g, est définie sur tout R, puis déterminer pour quelles valeurs de a, la fonction g, est
continue sur tout R.
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4 Exercices théoriques

Exercice 4.1.
Soit f:] — @, +a]— R de classe C? telle que f(0) = 0. Calculer

o J@) + S(2)

x—0 2

FEzxercice 4.2.

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction de classe C2.

a)* Soit zp € I. Montrer que les deux conditions ci-dessous sont équivalentes. On dit alors que xg
est un point d’inflexion de f.

Jxo — a, ko + [C I,
() Ja >0, tel que le graphe de f sur Jxg — «, 2o[ est d’'un coté de la tangente en xq,
le graphe de f sur |zg, o + «f est de Pautre coté de la tangente en xg.

(12) f" s’annule en xy en changeant de signe.

b) Donner un exemple ou " s’annule sans changer de signe, montrant que cette condition est
’
nécessaire.

¢)* Soit [a,b] C I. On suppose que

f(0) = f(a)

Y @ <o)

Faire un dessin, puis montrer qu’il existe au moins un point d’inflexion ¢ €la, b|.

FEzxercice 4.3.

On considére la fonction f définie sur R par
1
e = siz>0
xTr) =
(@) { 0 six <0
a) Montrer que f est de classe C* sur R* et tracer son graphe.
b) Est-elle continue en 07

¢) Prouver par récurrence sur n que
. ) ~1p 1
VneN VzeR] fU(z) =e"=P,(=)
x

pour un certain polynéme P,.
d) En déduire que f est de classe C*° sur R, puis donner son DL, (0) pour tout n.

e) En déduire que deuz fonctions peuvent avoir le méme DL en 0 de tout ordre, sans pour autant
étre égales.
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Ezercice 4.4.
Soit f : R — R définie par
_ Jadsin(%) siz>0
f) = { 0 siz <0
a) Montrer que f est continue sur R (y compris en 0).

b) Montrer que
f(z) = a?e(2)
est le DL de f en 0 d’ordre 2.
c) Montrer de deux fagons différents que f est dérivable en 0, de dérivée f/(0) = 0.

d) Montrer que f n’est pas deux fois dérivables en 0. Il en résulte qu’une fonction peut admettre
un DL d’ordre 2 en 0, sans pour autant étre deux fois dérivables en Q.

e) Montrer que f est deux fois dérivable sur R*, puis calculer

lim f"(z).

z—0

5 DLena#0

FExercice 5.1.

Calculer les DL des fonctions suivantes en a et a 'ordre indiqués :
Y . .. .
logz alordre 3 en a =1, puisen a =2; — a l'ordre 3 en a = 1, puis en a = 2;
x
Vz alordre3ena=1,puisena=2;¢e” alordre 3en a =1, puisen a = 2;

6 Fonctions classiques

FEzxercice 6.1.

Calculer les DL des fonctions suivantes en 0 & I'ordre indiqué :

14+
Ccos T

(14 x)* alordre 3 en 0; ( ) al'ordre 3 en 0; (%) a l'ordre 3 en 0.
x

FExercice 6.2.



6 Fonctions classiques 6

Déterminer les limites suivantes, ot a,b € R sont des parameétres réels :

x4+ 2 eVetl

z—)O z>0 12 logx m_}bn;> 2u 10g($ + \/_)

xr
i 10001
A o A (g — 1000 log);

2
. xlog(cosh x) . N\ B
250 1+ 2y1+ x —exp(sinz)’ arpo \ T ’zggo( og(l+e™*)%;
* logx

. %" . a® + b* B . a® + b*® B
lim ——=—; lim ; lim
z2—0,2>0 T —1 "z—+o0 2 z—0,2>0 2

8=

FExercice 6.3.

Soit f :]0,+1[— R la fonction définie par f(zr) = 2zlogx — x + 1.

a) Etudier les variations de f.

b) Calculer la limite de f(z) quand « tend vers 0 et quand « tend vers 1.

¢) Montrer que 'équation f(z) = 0 a 2 solutions et que la plus petite est dans I'intervalle ]0, 1].

FExercice 6.4.

Soit a € [-1,+1] pour les deux premiéres questions, et a € R pour la troisiéme.
a) On pose « = arcsina. Montrer que I'ensemble des solutions de I’équation sinx = a est

S={a+2kmkeZ}U{r—a+2kr; ke Z}.

[Indication : on utilisera la formule sina — sinb = 2 sin Tb cos “+b ]

b) On pose B = arccosa. Montrer que 1'ensemble des solutlons de I’équation cosx = a est
S={8+2kmkeZ}U{-0+2kn;k € Z}.
¢) On pose v = arctana. Montrer que I'ensemble des solutions de 'équation tanz = a est

S={y+kmkelZ}

FEzxercice 6.5.

Soit f définie sur [a, b], donnée par f(0) =0 et f(z) = 2"+ pour z > 0.
a) Montrer que f est continue et dérivable sur ]0, 4+o0].

b) Calculer lim,_, 1o f(2).

c) Etudier les variations de f.

f(=@)

€T 3

d) Calculer lim; 4 et en déduire ’allure & 'infini de f.
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FExercice 7.1.

Calculer les équivalents en 0 des numérateurs et dénominateurs des limites de 'exercice 2.1, puis
retrouver chacune de ces limites.

FEzxercice 7.2.

Calculer les limites suivantes en 0 :

1
1 g% cosh2z — coshw

tanz — x

(1 —cosx)’ "sinx ’ 2z sinh 2z — zsinhz’

x(cosxz —1) sin2x —2sinx
sinz —z a3 '

Ezercice 7.3.
Calculer les limites suivantes en +00, ot a et b sont des paramétres réels :
5 3

x—ix—l;x(\/ﬁ_a_\/ﬁ_b)'

225 — 1

8 Développements asymptotiques

FEzxercice 8.1.

Calculer les limites, puis les deux premiers termes du développement asymptotique en +oo des
. . 1
fonctions suivantes (ol a est un paramétre > 0, et ou on note ¥/a :=a<) :

xT

(1+ x%)w (:Csin (l)y :3V/2 — 23/3; (sinh\/i)%;(;c%rl)“ — (2?2 — 1)~



