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Examen partiel 2: Correction
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Exercice 1

. Vx1,x €E, f(x1) = f(x2) = x1 = xp.

.VyeF 3xeE y=f(x).

L fU(B) = {x € E| f(x) € B}.

f(A)={y e F|3xe A,y = f(x)} = {f(x)| x € A}.

Exercice 2

. f estinjective car, si ky, ky € {0,1,2,3,4} tels que f(ky) = f(kz), alors:

dky +2 = dky +2 = 4k = 4ky = ky = k.
g est injective car, si x1, xp € R tels que f(x1) = f(xp), alors :

2x1+1=2xp4+ 1= 2x1 = 2xp = x1 = Xo.

. f n’est pas surjective, en effet, 3 € Z et, supposons par 1’absurde, qu'il existe k € {0, 1,2, 3,4} tel que

f(k) =3.Alors, 4k +2 =3,donck =1/4 ¢ {0,1,2,3,4}, ce qui est contradictoire.
g est surjective, en effet, soit y € R, posons x = % € R. Alors g(x) = 2(%) +l=y—-1+1=y.
Enfin, Im(f) = {2,6,10,14,18} et Im(g) = R.

. f nest pas bijective car pas surjective, on ne peut donc pas calculer f~1.

g est bijective car injective et surjective. De plus ¢! (y) = y2;1

Cfoh(x)=f(2x+1) =4(2x+1)+2=8x+6eth o f(k) = I/ (4k+2) = 2(4k +2) +1 = 8k +5.

On ne peut pas calculer g o f et f o g car ces applications ne sont pas définies sur les mémes ensembles
et ne sont pas a valeurs dans les mémes ensembles.

. Il'y a cinqg éléments dans Im(f) = {2,6,10,14,18}, ainsi, card(Im(f)) = 5.

(a) card (F ({0,1,2,3,4},{2,6,10,14,18})) = card({2,6,10, 14,18} )crd({01.234}) — 55 — 3125,
(b) A2 = 5! =120.

(c) card(Ss) = 5! = 120.
Remarquons que, d’apres le cours, si une application est injective et que I'ensemble de départ a le
méme nombre d’éléments que I'ensemble d’arrivée, alors c’est une bijection. C’est pour cela qu'il y
a le méme nombre d’injections que de bijections.

Exercice 3

1. D’apres le cours, card(E;) = Ck.

. Comme card(E) < +o0, A € P(E) & 3k € {0,..,n}, A C Eetcard(A) =k & Ik € {0,...,n}, A €

Ere AcEyU...UE,.

. Par l'absurde, si E; N E; % @, alors il existe Ag € E; N Ej, cest-a-dire Ay € E; et Agp € E;. Donci =

card(Ap) = j, ce qui contredit I'hypothese i # ;.



4. Par les questions 2. et 3. ona:
P(E) =EyIOE; II..1IE,.

Les réunions étant disjointes, en passant au cardinal et en utilisant la formule du bin6me de Newton, on
obtient :

n n
card(P(E)) = card(Eo) + ... + card(Ey) = Co+ ..+ Cr = Y Ck =} ch1f1mF = (1 +1)" = 2.
=0 k=0

Exercice 4

1. SoitBe F,xe f1(F\B) & f(x) e F\B& f(x) ¢B&x ¢ f1(B) & xeE\ f1(B).

2. : Supposons que f est injective. Soit A C E, montrons que f~1(f(A)) = A.
:Soit x € f~1(f(A)), alors f(x) € f(A), par définition, il existe a € A tel que f(x) = f(a). Comme f
est injective, x = a € A etdonc f~1(f(A)) C A.
:Soit a € A, en appliquant f on obtient f(a) € f(A). Enfin f(a) € f(A) < a € f~1(f(A)). Donc
A C fH(f(A)).
: Supposons que A = f~1(f(A)), pour tout A C E et montrons que f est injective. Soient x1, x, € E

tels que f(x1) = f(xp). Alors f(x1) € f({x2}),donc, x1 € f~1(f({x2})). Or, par hypotheses, f ~1(f({x2})) =
{x2}. Ainsi, x; € {x;}, cest-a-dire, x| = x5.
3. : Supposons que f est surjective. Soit B C F, montrons que f(f~'(B)) = B.
[C]:Soity € f(f(B)), il existe alors x € f~}(B) tel quey = f(x). Or, x € f1(B) < f(x) € B, donc
— f(x) € Bet f(f(B)) C B.
:Soit b € B, comme f est surjective il existe x € E tel que b = f(x).Or f(x) =b € B & x € f(B).
Ainsi b= f(x) € f(f(B)) et B f(f(B)).
: Supposons que f(f~1(B)) = B, pour tout B C F et montrons que f est surjective. Soit y € F =
f(f~Y(F)), par définition, il existe x € f~1(F) C E tel que y = f(x).



