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Examen terminal: Correction

Exercice 1

1. non(P): 3y e R, Vx € R, y #¢*;
non(Q): VyeR, Ix €R, y #e*;
non(R): 3x€Q,VqeZ, qx ¢ Z.

2. (P) est fausse car siy < 0, comme ’exponentielle est toujours positive, il est impossible qu’il existe x € R

tel que y = e*.
(Q) est fausse car non(Q) est vraie, en effet siy € R*, alors x = In(y) + 1 convient et si y = 0 alors x = 0
convient.

(R) est vraie, en effet, si x € Q, alors il existe p,q € Z tels que x = % Aisni, gx = p € Z.
Exercice 2

1. (@ [=]:x€AUB& x€ Aoux € B.Comme A C Balorsx € AUB < x € Boux € B, c'est-a-dire
x € B. Ainsi, AUB C Betcomme BC AUBalors AUB = B.
[<]:Soitx € A,comme A C AUB,alorsx € AUB = Bdonc A C B.

(b) AU(ANB)=(AUA)N(ANB)=AN(AUB)etcomme ANB C A, par (a), AU(ANB) = A.

() [=]:xcE\NA& xcEetx AOrxcE=AUB & x <€ Aoux € B.Comme x ¢ A alors x € B.
:SixeEalorstAoufoA.CommeE\ACB,sixgéAalorstB.Ainsi,xEE:>x€A
oux € Bdonc E C AU B. De plus, comme AUB C E, alors E= AU B.

2. (a) Card ((AUB)NC) =Card (ANC)U(BNC)) =Card (ANC)+Card(BNC)—Card ((ANC)N
(BNC)) =Card (ANC)+Card(BNC) —Card (ANBNC).

(b) Card (AUBUC) = Card (AUB) + Card (C) —Card ((AUB)NC) = Card (A) + Card (B) —Card (AN
B)+Card (C) — (Card (ANC)+Card (BNC)—Card (ANBNC)) = Card (A) + Card (B) + Card (C) —
Card (ANB) —Card (ANC) —Card (BNC) 4+ Card (ANBNC).

Exercice 3

1. f estinjective car 13 —5 = W13 5= AP =MW 5 dx 4 3 =4y 4+ 3= dx=dy=>x=y.
gestinjectivecar6x’ +7 =6 +7=>6x° =6 => P =y = x =y.

2. f n’est pas surjective, en effet siy = —5 et s'il existe x € R tel que f(x) = —5 alors e***3 = 0 ce qui est
impossible.

g est surjective car si y € R, alors pour x = { %7, gx)=y.
3. f n’est pas bijective car non-injective et donc f ! n’existe pas.

g est bijective car injective et surjective. g~ 1(x) = {/ 27

4. gof(x)= 6(e2+3 —5) +7 et fog(x) = p243+31 _ 5
5. ¢%+3 > 0 donc f(x) > —5. Ainsi f(R) =] — 5, -o0[. Donc inf f(x) = —5 et min f(x) n’existe pas.
xe xe



Exercice 4

Initialisation : pourn =1, fi(x) =let1" — (1 —-1)" = 1.
Hérédité : Soit n > 1, supposons que la propriété suivante est vraie :

(HR) @ fa(x) = 2" = (x = 1),
et montrons que f,,;1(x) = x"*1 — (x — )”+1
On sait que f,+1(x) = (x — 1) fu(x) + 2" et par (HR), fu(x) = " — (x — 1)", donc f,41(x) = (x —1)(x" —
(x —1)") + 2" = 2" — " — (x — 1) px" = " (x — 1)L
Conclusion: Vn > 1, f,(x) = x" — (x = 1)".

Exercice 5

LoU2 = {[1,1]}, U2 = {[1,1],[1,2], 2, 1]} et U2 = {[1,1],1,2],[1,3], 2,1], [3,1]}.

2. Ou bien le premier élément est 1 et on a 7 choix possibles pour le deuxiéme, ou bien le deuxiéme élément
est 1 et on a n — 1 choix possibles pour le premier (car on a déja compté [1,1]). Ainsi, Card (U2) =
n+n—1=2n—1=n>—(n—-1)>%

3.3 = {[1,1,1]} et U2 = {[1,1,1],12,1,1],[1,2,1],[1,1,2],[1,2,2], [2,1,2], 2,2, 1]}.

4. @ A = {[LFQ) O] | £ {123} = {L...,n}, (f(2),f(8) € {L,....n} x{1,....n}} =

{[L,xy] | (x,y) €{1,...,n} x{1,...,n}}.

®) o((x,y) =¢(x,y)) = [Lxyl=[1x,y] = x=x"ety =y Donc ¢ est injective.
Soit [1,x,y] € Ap1, comme x € {1,..,n} ety € {1,...,n}, alors par définition, ¢((x,y)) = [1,x,y] et
@ est surjective.

(c) Comme ¢ est bijective, Card (A,1) = Card ({1,...,n} x {1,...,n}) =nxn =n?
De méme, Card (A, ) = n? et Card (A, 3) = n? car un élément de A, , s’écrit [x, 1, y] et un élément
de A, 3 s’écrit [x,y,1], (x,y) €{1,...,n} x{1,...,n}.

5. Un élément de A, 1 N Ay s’écrit [1,1, x] avec x € {1,..,n}, ainsi, Card (A, 1 N Ay2) = n.

De méme, Card (A,,; N A,3) = Card (A, N A,3) = n. Enfin, le seul élément de A, 1 N A, N A, 3 est
[1,1,1], donc Card (A, 1 N Ay2 N Ay3) =1.

6. Card (U3) = Card (A1 UAupUA,3) = Card (A1) + Card (A,2) + Card (A, 3) — Card (A1 N App) —
Card (A1 NA;3) — Card (A2 N Aps) +Card (A1 N Aya N Apz) = 3n% —3n+ 1.
Or,md—(n—1P3=n®>—n3+3n>-3n+1=3n>-3n+1= Card (U3).

Exercice 6

1. Par la formule du bin6me de Newton, 2 P = Z Ckk1—p)y k= (p+(1-p)"=1.

k=0
n n
2. E= kgokpk = kgokc,’;pku — p)**. Or, kCK = (H)’}iw =nC* 1. Ainsi:
n
E = Z kclrclpk(l n —n Z Cl’; %Pk n —n Z Cn 1pK+1 p>n717K
k=0

=np(p+(1—p)" ' =np
3. Y Kpy = z K2Ckp*(1 — p)n*. Or, K2CK = k — nkCk~1. Ainsi -
k=0

n!
(k—1) '(n—k)!

n n
Y K —p)" *nZkCﬁ L) = Y (k- 1)CET (1 ) e Y CE (1
k=0 k=0 k=0

=n 2 KCn lpK—‘rl p)n 1—- K+Tl 2 Cn 1PK+1( p)n—l—K

=np((n—1)p) +np,
otll on applique 2. pour la premiere somme puis 1. pour la deuxieme. Enfin,

Var = np((n —1)p) +np — (np)* = (np)*> — np* + np — (np)*> = np — np* = np(1 - p).



