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Exercice 1

1. non(P) : ∃ y ∈ R, ∀ x ∈ R, y 6= ex ;
non(Q) : ∀ y ∈ R, ∃ x ∈ R, y 6= ex ;
non(R) : ∃ x ∈ Q, ∀ q ∈ Z, qx /∈ Z.

2. (P) est fausse car si y < 0, comme l’exponentielle est toujours positive, il est impossible qu’il existe x ∈ R

tel que y = ex.
(Q) est fausse car non(Q) est vraie, en effet si y ∈ R∗, alors x = ln(y) + 1 convient et si y = 0 alors x = 0
convient.
(R) est vraie, en effet, si x ∈ Q, alors il existe p, q ∈ Z tels que x = p

q . Aisni, qx = p ∈ Z.

Exercice 2

1. (a) ⇒ : x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ou x ∈ B. Comme A ⊂ B alors x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ B ou x ∈ B, c’est-à-dire
x ∈ B. Ainsi, A ∪ B ⊂ B et comme B ⊂ A ∪ B alors A ∪ B = B.
⇐ : Soit x ∈ A, comme A ⊂ A ∪ B, alors x ∈ A ∪ B = B donc A ⊂ B.

(b) A ∪ (A ∩ B) = (A ∪ A) ∩ (A ∩ B) = A ∩ (A ∪ B) et comme A ∩ B ⊂ A, par (a), A ∪ (A ∩ B) = A.

(c) ⇒ : x ∈ E \ A⇔ x ∈ E et x /∈ A. Or x ∈ E = A ∪ B⇔ x ∈ A ou x ∈ B. Comme x /∈ A alors x ∈ B.
⇐ : Si x ∈ E alors x ∈ A ou x /∈ A. Comme E \ A ⊂ B, si x /∈ A alors x ∈ B. Ainsi, x ∈ E⇒ x ∈ A

ou x ∈ B donc E ⊂ A ∪ B. De plus, comme A ∪ B ⊂ E, alors E = A ∪ B.

2. (a) Card ((A ∪ B) ∩ C) = Card ((A ∩ C) ∪ (B ∩ C)) = Card (A ∩ C) +Card (B∩C)−Card ((A∩C)∩
(B ∩ C)) = Card (A ∩ C) + Card (B ∩ C)−Card (A ∩ B ∩ C).

(b) Card (A∪B∪C) = Card (A∪B)+Card (C)−Card ((A ∪ B) ∩ C) = Card (A)+Card (B)−Card (A∩
B)+Card (C)− (Card (A ∩ C)+Card (B∩C)−Card (A∩B∩C)) = Card (A)+Card (B)+Card (C)−
Card (A ∩ B)−Card (A ∩ C)−Card (B ∩ C) + Card (A ∩ B ∩ C).

Exercice 3

1. f est injective car e4x+3 − 5 = e4y+3 − 5⇒ e4x+3 = e4y+3 ⇒ 4x + 3 = 4y + 3⇒ 4x = 4y⇒ x = y.
g est injective car 6x3 + 7 = 6y3 + 7⇒ 6x3 = 6y3 ⇒ x3 = y3 ⇒ x = y.

2. f n’est pas surjective, en effet si y = −5 et s’il existe x ∈ R tel que f (x) = −5 alors e4x+3 = 0 ce qui est
impossible.

g est surjective car si y ∈ R, alors pour x = 3
√

y−7
6 , g(x) = y.

3. f n’est pas bijective car non-injective et donc f−1 n’existe pas.

g est bijective car injective et surjective. g−1(x) = 3
√

x−7
6 .

4. g ◦ f (x) = 6(e4x+3 − 5) + 7 et f ◦ g(x) = e24x3+31 − 5.

5. e4x+3 > 0 donc f (x) > −5. Ainsi f (R) =]− 5,+∞[. Donc inf
x∈R

f (x) = −5 et min
x∈R

f (x) n’existe pas.
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Exercice 4

Initialisation : pour n = 1, f1(x) = 1 et 1n − (1− 1)n = 1.
Hérédité : Soit n > 1, supposons que la propriété suivante est vraie :

(HR) : fn(x) = xn − (x− 1)n,

et montrons que fn+1(x) = xn+1 − (x− 1)n+1.
On sait que fn+1(x) = (x − 1) fn(x) + xn et par (HR), fn(x) = xn − (x − 1)n, donc fn+1(x) = (x − 1)(xn −
(x− 1)n) + xn = xn+1 − xn − (x− 1)n+1 + xn = xn+1 − (x− 1)n+1.
Conclusion : ∀n > 1, fn(x) = xn − (x− 1)n.

Exercice 5

1. U2
1 = {[1, 1]}, U2

2 = {[1, 1], [1, 2], [2, 1]} et U2
3 = {[1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 1], [3, 1]}.

2. Ou bien le premier élément est 1 et on a n choix possibles pour le deuxième, ou bien le deuxième élément
est 1 et on a n − 1 choix possibles pour le premier (car on a déjà compté [1, 1]). Ainsi, Card

(
U2

n
)
=

n + n− 1 = 2n− 1 = n2 − (n− 1)2.
3. U3

1 = {[1, 1, 1]} et U3
2 = {[1, 1, 1], [2, 1, 1], [1, 2, 1], [1, 1, 2], [1, 2, 2], [2, 1, 2], [2, 2, 1]}.

4. (a) An,1 = {[1, f (2), f (3)] | f : {1, 2, 3} → {1, . . . , n}, ( f (2), f (3)) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , n}} =
{[1, x, y] | (x, y) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , n}}.

(b) ϕ((x, y)) = ϕ(x′, y′))⇒ [1, x, y] = [1, x′, y′]⇒ x = x′ et y = y′. Donc ϕ est injective.
Soit [1, x, y] ∈ An,1, comme x ∈ {1, ..., n} et y ∈ {1, ..., n}, alors par définition, ϕ((x, y)) = [1, x, y] et
ϕ est surjective.

(c) Comme ϕ est bijective, Card (An,1) = Card ({1, . . . , n} × {1, . . . , n}) = n× n = n2.
De même, Card (An,2) = n2 et Card (An,3) = n2 car un élément de An,2 s’écrit [x, 1, y] et un élément
de An,3 s’écrit [x, y, 1], (x, y) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , n}.

5. Un élément de An,1 ∩ An,2 s’écrit [1, 1, x] avec x ∈ {1, ..., n}, ainsi, Card (An,1 ∩ An,2) = n.
De même, Card (An,1 ∩ An,3) = Card (An,2 ∩ An,3) = n. Enfin, le seul élément de An,1 ∩ An,2 ∩ An,3 est
[1, 1, 1], donc Card (An,1 ∩ An,2 ∩ An,3) = 1.

6. Card (U3
n) = Card (An,1 ∪ An,2 ∪ An,3) = Card (An,1) +Card (An,2) +Card (An,3)−Card (An,1 ∩ An,2)−

Card (An,1 ∩ An,3)−Card (An,2 ∩ An,3) + Card (An,1 ∩ An,2 ∩ An,3) = 3n2 − 3n + 1.
Or, n3 − (n− 1)3 = n3 − n3 + 3n2 − 3n + 1 = 3n2 − 3n + 1 = Card (U3

n).

Exercice 6

1. Par la formule du binôme de Newton,
n
∑

k=0
pk =

n
∑

k=0
Ck

n pk(1− p)n−k = (p + (1− p))n = 1.

2. E =
n
∑

k=0
kpk =

n
∑

k=0
kCk

n pk(1− p)n−k. Or, kCk
n = n !

(k−1) !(n−k) ! = nCk−1
n−1. Ainsi :

E =
n

∑
k=0

kCk
n pk(1− p)n−k = n

n

∑
k=0

Ck−1
n−1 pk(1− p)n−k = n

n−1

∑
K=0

CK
n−1 pK+1(1− p)n−1−K

= np(p + (1− p))n−1 = np

3.
n
∑

k=0
k2 pk =

n
∑

k=0
k2Ck

n pk(1− p)n−k. Or, k2Ck
n = k n !

(k−1) !(n−k) ! = nkCk−1
n−1. Ainsi :

n

∑
k=0

k2Ck
n pk(1− p)n−k = n

n

∑
k=0

kCk−1
n−1 pk(1− p)n−k = n

n

∑
k=0

(k− 1)Ck−1
n−1 pk(1− p)n−k +n

n

∑
k=0

Ck−1
n−1 pk(1− p)n−k

= n
n−1

∑
K=0

KCK
n−1 pK+1(1− p)n−1−K + n

n−1

∑
K=0

CK
n−1 pK+1(1− p)n−1−K

= np((n− 1)p) + np,
où on applique 2. pour la première somme puis 1. pour la deuxième. Enfin,

Var = np((n− 1)p) + np− (np)2 = (np)2 − np2 + np− (np)2 = np− np2 = np(1− p).
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