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Chapitre 1

Rappels
Equations différentielles ordinaires

1.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre
Une équation différentielle linéaire du premier ordre est du type :
a(@)y' () + b(@)y(x) = f() (L.1)
ot les fonctions a et b sont données et s’appellent les coefficients de 1'équation différentielle

et la fonction f est donnée et s’appelle le second membre.

Une solution de (1.1) est une fonction y de classe C' sur un intervalle I vérifiant (1.1)
pour tout x € I.

1.1.1 Equation homogéne
On appelle équation différentielle homogene associée a (1.1) I’équation :

a(z)y' (z) + b(z)y(z) = 0. (1.2)

Equation a coefficients constants

On se place dans le cas ol a et b sont des constantes. Alors la solution générale de I’équation
homogene (1.2) est
v(z) = Ce™

b o
avec r = —— et C' est une constante arbitraire.
a

Equation a coefficients variables

Soit I un intervalle ou les fonctions a et b sont définies et continues et tel que a(z) # 0,
pour tout € I. Alors la solution générale de (1.2) est

v(z) = Cet®

5

6 1.1. Equation différentielle linéaire du premier ordre

b(z)

avec u'(r) = ——— et C' est une constante arbitraire.

a(x)

1.1.2 Solution générale

Soit vy une solution particuliére de (1.1) ; alors les solutions générales de (1.1) s’écrivent

y(z) = v(w) + vo(7)

ol v est la solution générale de I'équation homogene (1.2).

1.1.3 Recherche de solution particuliére

On commence toujours par regarder s'il n'y a pas de solution évidente, sinon on peut
appliquer 'une des méthodes suivantes

Second membre de la forme : f(z) = ¢’ P, ()

Pour une équation a coefficients constants, si le second membre est de la forme f(z) =
e P,(x) ot P, est un polynoéme de degré n :
187‘ . M )\ — b

cas :si A #r=——,

a
alors on cherche une solution sous la forme vy(z) = e**Q,(r) ott @, est un polynéme
de degré n.

b

2¢°M€ cas tsi A =r=——,
on cherche une solution sous la forme vy(z) = e**xQ, (x) oil @, est un polynéme de
degré n.

Méthode de variation de la constante

Si v(x) est une solution de I’équation homogene, on cherche une solution particuliére sous

la forme vo(z) = C(z)v(x) et C” vérifie alors : C'(z) = ﬂ

1.1.4 Exemples
Exemple 1 Résoudre y'(z) + 2y(x) = 2cos .

Exemple 2 Résoudre zy/(z) + y(z) =z pour z € R™.
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1.2 Equation différentielle linéaire du second ordre

Une équation différentielle linéaire du second ordre est du type :

a(@)y’(z) + bz)y'(z) + c(z)y(x) = f(z) (1.3)

ot a, b et ¢ sont des fonctions données, appelées coefficients de I’équation différentielle
et f est appelée seoned membre de I'équation différentielle. Une solution de (1.3) est une
fonction y de classe C? sur un intervalle I vérifiant (1.3) pour tout z € I.

La solution générale de ’'EDO de (1.3) s’écrivent :

y(x) = yn(x) + yo(@),

ou yy, est solution de I'équation homogeéne associée et yy une solution particuliére de (1.3).

1.2.1 Solution de I’équation homogéne
Soit :
(Ep) a(z)y"(z) + b(z)y (x) + c(x)y(z) = 0.
Contrairement aux EDO linéaires homogeénes du premier ordre, on n’a pas d’expression

explicite des solutions lorsque les coefficients sont non constants. Commengons par donner
la structure des solutions d’'une EDO lin¢aire homogéne du second ordre :

Proposition 1 Soit I un intervalle ow les fonctions a, b et ¢ sont définies et continues
et tel que a(x) # 0, pour tout x € I. Les solutions de l’équation homogeéne (E},) sont de
la forme :

y(@) = 1 (z) + pya (),

ot A ety sont des constantes arbitraires et yi, ya deux solutions linéairement indépen-
dantes. Autrement dit, l’ensemble des solutions de (E}) est un espace vectoriel de dimen-
sion 2.

La solution de 'équation (Ej) dépend ainsi de deux constantes arbitraires, soit 2 degrés
de liberté. 11 suffit donc de connaitre deux solutions linéairement indépendantes de (E})
pour les connaitre toutes. En réalité, grace a la méthode de réduction d’ordre décrite ci-
aprés, il suffit de connaitre une solution de I’équation homogéne pour pouvoir en construire
une deuxiéme, linéairement indépendante, et ainsi les obtenir toutes :

Méthode de réduction d’ordre. C’est une variante de la méthode de la variation de la

constante. Le principe est le suivant :

Etape 1. “Deviner” une solution y; de I'équation (Ej) : regarder la forme de I’équation,
essayer par exemple des polynomes : z, %, €” (si a(z) + b(z) + c(z) = 0, y(z) = €”
est solution!), etc.

Etape 2. On cherche une solution y, de (F}) sous la forme : yy(z) = C(z)y1(v) avec C
fonction non constante.

8 1.2. Equation différentielle linéaire du second ordre

Etape 3. La solution générale de (F},) s'éerit alors : y(z) = Ay () + pya(z) avec A\, u € R
(ou C si on cherche des solutions complexes).

Exemple Résoudre : 2%y" 4+ zy — 4y = 1.

1.2.2 Cas particulier des EDO homogénes a coefficients constants
Une équation différentielle linéaire du second ordre a coeflicients constants est du type :
(E)  ay(@)+by(x) +cy(a) = 0 (14)
ou les réels a, b et ¢ sont donnés dans R* x R x R.
On appelle équation caractéristique associée a (E.) :
ar? +br 4+ ¢ = 0. (1.5)

Notons A = b? — 4ac son discriminant.

Si A >0 alors I'équation caractéristique admet deux solutions ry # ro réelles. La solution
générale de (E,) s'écrit :

y(z) = Cre"* + Cye™*, avec : (1, Cy € R constantes arbitraires.

Si A <0 alors I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées r =
a+if et T = a —if. Comme précédemment on a donc :

y(z) = C1e™ + Coe™, avec C1,Cy € C,  solutions complexes
ou bien si on veut les solutions réelles de (E,) :
y(x) = e** (Acos(fz) + Bsin(fz)), avec A,B € R, solutions réelles

Si A =0 alors I'équation caractéristique admet une unique solution r = 7i (racine
double) et les solutions de (E,) s’écrivent :

y(z) = (A+ Bzx)e™, ou A et B sont deux constantes arbitraires réelles.

1.2.3 Recherche d’une solution particuliére
Revenons a 'EDO compléte :
(B)  a(@)y'(@) +b(@)y (2) + c(2)y(z) = f(2)

dont on cherche une solution particuliére. On commence toujours par regarder s’il n’y a
pas de solution évidente, sinon on peut appliquer I'une des méthodes suivantes.
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Cas d’une EDO a coefficients constants
e Sile second membre est de la forme f(z) = a cos(z)+ Bsin(z) alors on peut chercher
une solution sous la forme : yo(z) = ¢; cos(z) + ca sin(z).

e Si le second membre est de la forme f(z) = e’ P, () avec P, polynéme de degré n :

17 cas siaX®+bA\+c#0ie \#r et A#ry, on cherche une solution sous la
forme yo(z) = X Qn(7) ot Q,, est un polynome de degré n.

2°m¢ cas  si aA? 4+ bA+c=0et 2a\+b# 0 ie. si A =7, ou A =7y avec r; # 1y, on
cherche une solution sous la forme yo(7) = e’2Q,(z) ot @, est un polynome
de degré n.

3¢ cas si A = r; = ry, on cherche une solution sous la forme yo(z) = e*22Q, (z)
ou @), est un polynome de degré n.

Cas général - Méthode de variation des constantes Le principe est le suivant : on
a trouvé une solution de I’équation homogeéne de la forme : y,(x) = Ay:(z) + Bya(z). On
va chercher une solution particuliére sous la forme :

10(2) = A@)(2) + B@)ya(a).
On va étre amenés a chercher des fonctions A et B vérifiant le systéme suivant :

y1(x)A'(z) + ya(x) B'(x) =
) Y@@ + @B @) =

- o

(x

x)

N

a

—~

Ce systéme est un systéme linéaire en (A’(z), B'(x)) de déterminant :

Cn@) )
W“*Wié>l@

appelé Wronskien de y; et yo. Le systéme (S) a-t-il des solutions ? oui car son déterminant
W (zx) est non nul :

, v\
W) = (hlo) ~ s ente) = m(o? (2 ) (@) 0
puisque y; et yo sont linéairement indépendants.
On calcule donc A'(z) et B'(x) solutions du systéme (S), puis on intégre pour trouver
A(z) et B(z) et en déduire yo(z).



Chapitre 2

Introduction aux Equations aux
Dérivées Partielles linéaires

On peut difficilement étudier les équations aux dérivées partielles (E.D.P.) dans une
totale généralité comme on peut le faire pour les équation différentielles ordinaires (E.D.O.)
le domaine étant trop vaste. Heureusement, les E.D.P. les plus intéressantes proviennent
de la modélisation d’un nombre restreint de phénoménes :

e Le transport : convection de chaleur dans un liquide, convection d’un polluant dans

I’atmosphere ...

e La diffusion : diffusion de la chaleur dans un solide ...

o Les vibrations : son dans 'air, vibration des structures ...

e L’équilibre : calcul de 'équilibre d’une structure soumise a des forces ...

Nous verrons qu’a chacun de ces phénoménes correspond une catégorie d’E.D.P.. L’étude
est restreintes aux E.D.P. linéaires (en fait affines) d’ordre inférieur ou égal a 2.

Une référence bibliographique :
H. Reinhard, “équations aux dérivées partielles, introduction”, Dunod Université.

2.1 E.D.P. de type transport

2.1.1 Définition et exemples

On appelle E.D.P. linéaire d’ordre 1 dans un domaine Q2 C RY et d’inconnue

P:0—R,
une E.D.P. de la forme
F(2).Vo(z)+ g(x)®(z) = h(x)
ou V®(z) est le vecteur gradient de @, (V®(z)); = ()iir) et F(z) = (fi(x),..., fn(2)),
soit encore : o
0 PG, . 0
Fle) (&) + ) (o) f(0) 5 (2) + 9(a)B(e) = o),

11

12 2.1. E.D.P. de type transport

Exemple : L’¢quation de continuité de la mécanique des fluides :

7]
d—i(fr) + div (p(t,z)U(t,x)) =0, pour

pour une vitesse U(t,z) : [0,7] x R® — R? connue, c’est & dire en considérant que
I'inconnue est la densité

ot ) R* — R
(21, 22,23) = p(t, 21,22, 73)

En effet I’équation se récrit

%(t @) +U(t,2)-Vp(t, @) + plt, x) div U(t x) = 0.

ATTENTION : Dans cette écriture que I’on rencontre en mécanique ou en physique,
les notation div U(t,z) ou Vp(t, z) concernent uniquement les dérivées en espace et
non la dérivée en temps,

dp
U @W)
3 _ |9
o (t.2) et Vplt,) = | 22
9 (1, 2)
Oxs "

U oU.
div U(t,z) = a—x:(t,m) + 873@,.@) +

11 est facile de constater que 1'on a
div (p(t,2)U(t,z)) = U(t,x).Vp(t,z) + p(t, ) div U(t, z).
Finalement, I’équation de continuité se met dans le cadre général avec :

1
Uy
Uz
Us

d=p, F= g= div U,

Les E.D.P. linéaires d’ordre 1 sont des E.D.P. de type transport. Dans 'exemple précé-
dent, il s’agit du transport de la masse par le champ de vitesse U(¢, ). Le terme h(z) est
appelé terme source. Dans le cas de I'équation de continuité, il n’y a pas de terme source
de masse.

Courbes caractéristiques
On considére les courbes paramétrées de RV

z(s): R — RV
s = (x1(8), 22(8), ..., N (8))
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On note J . J
. Ty dx TN
i(s) = (——(s), E(S)v ) K(S))’

la tangente a la courbe dont on suppose qu’elle est partout non nulle.

ds

Définition 1 On dira que la courbe paramétrée x(s) est une courbe caractéristique de
U'E.D.P.

F(z).VO(z) + g(x)®(z) = h(z),

si et seulement si (s) est partout parallele au champ de vecteur F(x). En pratique, on
cherchera les courbes paramétrées x(s) vérifiant :

Ces courbes sont appelées aussi lignes de courant du champ de vecteur F'.
Remarque 1 A partir d’une courbe z(s) vérifiant

i(s) = A(s)F(2(s)),
(avec A : R — R continu et A(s) # 0), il est toujours possible de fabriquer une
courbe T(t) telle que
i(t) = F(a()),
(i.e. en prenant A(t) = 1 dans la définition précédente) qui représente la méme courbe.
1l suffit pour cela de faire un changement de variable

d
t—s(t), tel que “_

car alors

et on pose T(t) = x(s(t)).

2.1.2 Transport le long des courbes caractéristiques

Soit z(s) une courbe caractéristique vérifiant

alors la solution ®(x) vérifie le long de cette courbe

%‘P(w(é’)) => 00 (@(5))i(s) = VO(x(s)).i(s) = VE(2(s))-F(z(s)) = h(w(s))—g(x(s))D(x(s)).

Jx;

14 2.1. E.D.P. de type transport

~ Cas g(z)=h(z) =0
On a alors —®(z(s)) = 0. Dans ce cas donc, la solution ®(z) est constante le
long de la courbe caractéristique. On dit que ® est transportée le long des courbes
caractéristiques.

— Cas général ou g(x) # 0 et h(z) #0
s—®(z(s)) vérifie 'équation différentielle

%(I)(z(s)) = V&(x(s)).F(x(s)) = h(x(s)) — g(z(s))P(x(s)),

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont on peut obtenir la solution
par variation de la constante.
En conclusion, si la valeur de ® est connue en un point z(sg) de la courbe caractéristique,
on peut calculer sa valeur partout. Résoudre ce genre de probléme consiste donc principa-
lement a trouver les courbes caractéristiques.

11 est possible de montrer qu’en chaque point 2 du domaine ou F' # 0, il passe une et une
seule courbe caractéristique. Les courbes caractéristiques “remplissent” tout le domaine.
Exemple : Retour sur ’équation de continuité.

dp

a(t,r) + div (p(t,z)U(t,z)) =0,

ou la vitesse U(t, x) est supposée connue. On a vu que cette équation se met dans le
cadre général avec F = (1U; Uy Uz )" et g = div (U).
p— t(s) .

Les courbes caractéristiques sont les courbes s— 2(s))’ qui sont telles que

dt dxy dxy dxs

ds 7 ds ds T ods
On prend ici t = s et on a @(s) = U(s, z(s)). Les courbes qui vérifient ceci sont tout
simplement les trajectoires des particules de fluide. Cette équation traduit le fait que

la masse est transportée le long des trajectoires des particules. On a de plus le long

des trajectoires
t

pla(®) = plalO))exp — ([ div UGe(o))v).

0
En particulier la densité p augmente quand div U < 0 (il y a alors compression) et
diminue lorsque div U > 0 (il y a alors dilatation). L'opérateur div U mesure les
changements de volume.

Equations a coefficients constants
C’est le cas ont F' ne dépend pas de z. Mais alors les courbes caractéristiques sont de la
forme #(s) = F, c’est-a-dire
x(s) = zg + sF

Ce sont des droite de RY paralléles entre elles.
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2.1.3 Probléme des conditions aux limites

On a vu que pour toute courbe caractéristique z(s) de 'E.D.P., la connaissance de
la valeur en un point de cette courbe suffit & connaitre la solution sur toute la courbe
caractéristique. On peut donc énoncer le principe suivant

Pour déterminer complétement une solution de 'E.D.P. il faut et il suffit de fixer la valeur
de cette solution sur un point et un seul de chaque courbe caractéristique.

En pratique, on fixera la valeur de la solution sur une courbe/surface qui croise une et une
seule fois chaque courbe caractéristique.

Exemples. a) Sur I'équation de continuité
9p .
E(t,x) + div (p(t,2)U(t,x)) =0,

on a vu que les courbes caractéristiques étaient les trajectoires des points du fluide continu.
Or a chaque instant ¢, toutes les particules sont représentées. Donc pour déterminer p de
maniére unique, il suffit de connaitre p a un instant donné, par exemple & P'instant initial
t=0.

b) On considére I'équation a coefficients constants

dy dy
—(t,x —(t,r) = x s t >0,
5t (t,z) +aax(f,7’) 0, z€l0,1], t>0,

avec a > 0 fixé. Dans ce cas, les caractéristiques sont les droites

()= () ()

et la solution y(t,x) est constante sur ces droites caractéristiques.

" //;\
\\/ Courbes caractéristiques
1
a Bl
0
0 1

16 2.1. E.D.P. de type transport

Comme souvent dans les problémes évolutif, supposons que 1’on se donne une condition
initiale
y(0,z) = yo(x), ol yo(x) est donnée .
Alors la valeur de y(t, z) est fixée sur la partie (¢, ) telle que ¢t < —. Dans cette partie, on
a

ay(t,z) =y(0,2 — at) = yo(z — at).

1 1
E a
(t,x)
t t
(t. )
(t - %! 0)
0 o
0 (0,z—at) 1 0 1

Cast < — Cast > —
a a

z
Dans la partie ¢ > — la solution n’est pas déterminée, il faut donc une autre condition
a
aux limites. On ne peut pas prendre une condition sur {z = 1} sinon il y a conflit pour
1
t<—.
T a
On va imposer par exemple une condition aux limites en {z = 0}
y(t,0) = y1(t), ou yi(t) est donnée .
Pour ¢t > = on aura donc y(t,z) = y(t — =,0) = y1(t — —).
a a a
Globalement, la courbe sur laquelle on impose des conditions aux limites est

{t=0tx{ze[0,1]} U {t >0} x {z =0},

elle respecte bien le principe de couper une et une seule fois chaque courbe caractéristique
de 'E.D.P.
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2.2 E.D.P. linéaires du second ordre

2.2.1 Définitions

Définition 2 On appelle E.D.P. linéaire d’ordre inférieur ou égal a 2 dans un domaine
Q CRY et d’inconnue
P: Q0 — R,

une équation du type

al a D(z
Z e é)x 805 ZL

ij=1

Par convention, on supposera que a;;(x) = aj;(z).

h(zx) est souvent appelé terme source de I'équation.

Q C RY est le lieu oit I'on étudie 1'équation. N est la dimension, i.e. aussi le nombre de
variables dont dépend ®. Il pourra varier de 2 a 4. Dans la suite, on écrira

d(z),
ouz € Q admet N composantes, notées & = (1, g, ..., x). On écrira aussi indifféremment

O(z1, 2, ., TN).

o

Ty

FIGURE 2.1 — Exemple de domaine dans R?.
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Ecriture vectorielle On introduit les notations suivantes :
o A(z) = (aij)i<ij<n la matrice N x N symétrique des coefficients devant les termes
d’ordre 2.

o [(x) = (fi(x))1<i<n le vecteur de taille N des coefficients devant les termes d’ordre

2
d
e H®(z) la matrice Hessienne de @, (H®(x));; = Zr (;i)
;0
P
e V&(z) le vecteur gradient de @, (V®(z)); = 6821)

ainsi que la notation (appelée produit scalaire de Frobenius)
N
A N B = Z (L,;jbf,j,
ij=1
ot A et B sont deux matrices de composantes respectivement a;; et b;;.
Avec ceci 'E.D.P. d’ordre 2 se réécrit
A(z) : HO(z) + F(x).V®(z) + g(x)®(z) = h(z).
Exemple : pour 'équation

0*® 0*d oD
o z( y)+dm7( y)+§(¢ y) =sin(z +y), pour z,y € R,

on aura
1
Ly 1
A=11 % ; F:(()), g(x,y) =0, h(z,y) = sin(z +y),
2
AT N
2 k]
ve() = % | e Fo 0%y
Ly "
dy 0]/8.7‘ L,y) 8 z(‘L y>

Pour les E.D.P. linéaires d’ordre 2, la matrice A est non nulle et est symétrique. Elle

est donc diagonalisable a valeurs propres réelles et leur étude fournit des éléments de
classification des E.D.P linéaires d’ordre 2.

2.2.2 Eléments de classification : E.D.P. elliptiques, hyperboliques
et paraboliques

Pour les E.D.P. d’ordre 2, il n’existe pas de notion de courbe caractéristique comme
au premier ordre. En revanche, on peut les classer en trois grandes familles : “elliptique”,

“hyperbolique” et “parabolique”.
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Remarque 2 La terminologie “elliptique”, “hyperbolique” et “parabolique” vient du fait que
lorsque la matrice A(z) est constante, les courbes z7 Az = cte sont respectivement
des ellipsoides, des hyperboloides et des paraboloides.

E.D.P. elliptiques

Définition 3 Une E.D.P. linéaire du second ordre est dite elliptique en v € § si la

matrice A(x) n’admet que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes de méme
signe.

Si PE.D.P. est elliptique sur tout le domaine d’étude € elle modélise en général un
probléme d’équilibre ou un probléme stationnaire.

Exemple d’applications :
e [’¢quation

AD() = f(x)
N o
. P . _ .
(ou AD(z) = Z oz est le laplacien de ®(x)) est elliptique, car la matrice A(x)
=1 Ot
1 0we O
correspondante est A(x) = 0 l 0 matrice identité de RY. Toutes les valeurs
0 01

propres sont donc égales a 1.
e Plus généralement, les équations de la forme
div (k(2)Va(x)) = f(z),

avec k(z) > 0 sont elliptiques.

E.D.P. hyperboliques

Définition 4 Une E.D.P. est dite hyperbolique en x € Q si A(z) n’admet que des valeurs
propres non nulles et qui sont toutes de méme signe sauf une de signe opposé.

Si 'E.D.P. est hyperbolique sur tout le domaine d’étude 2 elle modélise en général une
propagation d’onde.

Exemples d’application.
e [’équation des ondes

2

%‘D(t,z) — AAD(t, ) = f(t,x), pourt>0, z€RY,
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3

82
5 est le laplacien de ®(¢, ) par rapport
iin

o)

N
est de type hyperbolique (A®(t, z) = Z
i=1

a z). En effet la matrice A(z) vaut dans ce cas é(ux)

dont une

valeur propre vaut 1 et toutes les autres —c?.
e Plus généralement, les équations du type

o2
%@(t,z) — div (c(x)V®(t, z)) = f(t,x), pourt>0, z€RY,

sont hyperboliques pour ¢(z) > 0.

E.D.P. paraboliques

Définition 5 On dira que I’E.D.P. est parabolique en z € Q si A(z) admet N —1 valeurs
propres non nulles de méme signe et une valeur propre nulle. De plus, soit v(z) le
vecteur propre associé & la valeur propre nulle, on doit avoir v(zx).F(z) # 0.

Si la condition v(z).F(z) # 0 n’est pas vérifiée, alors 'équation est dégénérée (c’est
un couplage entre une E.D.P. est une équation algébrique) et on ne parle plus d’équation
parabolique.

Si I'E.D.P. est parabolique sur tout le domaine d’étude €2 elle modélise en général un
phénomeéne de diffusion.

Exemples d’application
e L’équation de la chaleur

%‘D(t,x) — kAD(t,x) = f(t,x), pourt>0, v € RY,

0 0w 0
. . A(t, —k
est de type parabolique. En effet, dans ce cas : 7< ) ? admet une
a 0 e 0—F
valeur propre nulle, toutes les autres valant —k. La valeur propre 0 correspond a

1

0
la valeur propre temporelle. De plus F' = | . [, la condition v(¢,z).F(t,z) # 0 est

vérifie.
e Plus généralement, les équations du type

%@(t,:t) — div (k(z)V®(t,2)) = f(t,x), pourt>0, z€RY,

sont paraboliques pour k(z) > 0.



Chapitre 3

Outils pour la résolution des E.D.P. : les
séries de fonctions

Principales références bibliographiques : J. Combes, Suites et séries, Presses Universi-
taires de France et C. Gasquet, P. Witomski, Analyse de Fourier et applications, Masson.
3.1 Séries Numériques

3.1.1 Définitions

Soit (un)nen une suite de nombres réels (ou complexes).
On appelle suite des sommes partielles de u,, la suite (Sy)yen o pour tout N € N,

N
Sy =up+u+---+uy= E U,
k=0

Cette suite (Sy)nen des sommes partielles s’appelle la série de terme général u,,n € N

ou encore la série E Up-

3.1.2 Nature d’une série

Etudier la nature d’une série, c’est étudier la convergence de la suite des sommes par-
tielles.
— Si la suite (Sy)nen admet une limite finie S (A lim Sy = 5), on dit que la série
V— 400

g u, converge ou est convergente et on écrit alors :

+oo
S = ZU"'

n=0

S s’appelle la somme de la série Z Up.
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— Si la suite (Sy)nen n'admet pas de limite, on dit que la série E u, diverge ou
est divergente.

3.1.3 Condition nécessaire de convergence

La série E u, converge —> lim wu, = 0.
n—+o0o
La condition lim w, = 0 est nécessaire a la convergence de la série mais elle n’est pas
n—-+00

suffisante.

Exemples
Série harmonique :

. . . 1
Etudions la série numérique de terme général —. On peut démontrer que
n

k41 g koo
vk e N, / diglg/ b
k T k k-1 T

alors, en sommant pour k allant de 1 & n on obtient
In(n+1) <S5, <1+lIn(n).
Ainsi la suite des S,, tend vers 400 quand n tend vers +oc.
1 1
Donc la série de terme général — est divergente. Cependant, on a : lim — = 0.
) ) n n—+o0 1
Série géométrique :
Soit ¢ € R, la série numérique de terme général ¢™ converge si et seulement si |g| < 1.
1

+oo
De plus, si |¢] < 1, alors Zq"’ =1
—q

n=0
Série de Riemann :

. . . 1 . .
Soit a € R, la série numérique de terme général —, n € N” converge si et seulement si
n
o> 1.

Exercice : Etudier la convergence des séries de terme général :

1\" o 1
U=z, vu= Wy, = —F———.
" 2/ 7 " T a(n41)
3.1.4 Séries numériques i termes positifs
Définition 1 On dit qu’une série Z u, est a termes positifs si ¥Yn € N, u, > 0.

Théoréme 1 Si la série Z“” est a termes positifs alors

la série E u, converge <= (Sy)nen est majorée.
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Théoréme 2 (Comparaison de séries a termes positifs)
Soient (up)nen €t (Un)nen deut suites réelles a termes positifs.
SivneN 0<u, <wv,, alors

1. Sila série Y v, converge alors la série Y u, converge et

+o0 +o00
Zun =U<V= Z’U,,,
n=0

n=0
2. Sila série > u, diverge alors la série Y v, diverge.

Inn
Exemple : Etudier la nature de la série numérique de terme général u,, = —.
n

1
(Indication : Comparer u, avec la suite définie pour tout n € N par v, = —).
n

Théoréme 3 (Reégle de Cauchy) Soit (u,)nen une suite a termes positifs. Si il existe
un réel positif ou nul l tel que ngl}rlm Yy, =1 alors

- 8i0<1<1, la série Y u, converge.

- Sil>1, la série Y u, diverge.

- Sil =1, la régle de Cauchy ne permet pas de conclure.

2

n
n
Exemple : Etudier la nature de la série numérique de terme général u,, = ( T > avec
n+a

a€R.

Théoréme 4 (Régle de d’Alembert) Soit (uy,)nen une suite a termes strictement po-

. L Uy
sitifs. Si il existe un réel positif ou nul l tel que lim ntl
n—+oo Uy

= [ alors

- 8i0<1<1, la série Y u, converge.
- Sil>1, la série Y u, diverge.
- Sil =1, la régle de D’Alembert ne permet pas de conclure.

Exemple : Etudier la nature de la série numérique dont les termes généraux sont définis
n

a
par u, = ] avec a € R,
n!

Théoréme 5 (séries de termes généraux équivalents)
Soient (un)nen €t (Vn)nen deuz suites réelles a termes positifs dont les termes générauz sont

) ) L L
équivalents quand n tend vers 400, i.e.  lim — = 1. Alors les deuz séries Y u, et > v,
n—+00 Up

sont de méme nature.

Cas des séries a termes tous négatifs. Soit > u, une série a termes négatifs (i.e. :
IN € N,Vn > N,u, < 0). Alors les séries > u, et > (—u,) sont de méme nature. En

particulier, la série Y (—u,) est & termes positifs et on peut utiliser les régles précédentes.
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3.1.5 Séries a termes réels de signe quelconque
Séries absolument convergentes

Définition 2 Une série Y u, est dite absolument convergente lorsque la série a termes
positifs Y |u,| converge.

Exemples : étudier 'absolue convergence des séries numériques dont les termes généraux
. —1)" —1)"

sont définis par u, = Tl) et v, = u

Théoréme 6 Soit (u,)nen une suite a termes réels alors

+oo
<D funl

n=0

+00
>

n=0

E u, est absolument convergente = E uy est convergente et

Séries alternées

Définition 3 La série numérique Y u,, est dite alternée si u,, = (—1)"v,, ou si

u, = (=1)""v, avec, dans chacun des cas, Vn € N, v, > 0.

Théoréme 7 (Théoréme spécial des séries alternées) Soit la série numérique alter-

née Y uy,. Supposons par exemple que u, = (—1)"v, avec Vn € N v, > 0.

Si la suite (vy)nen est décroissante et tend vers 0 quand n tend vers +oo alors la série
numérique y_(—1)"v, converge.

Exemple : étudier la nature de la série , neN.

(=
n
3.2 Séries de fonctions

Définition Soit (f,)nen une suite de fonctions de A dans R.
On appelle série de fonctions et on note Z S, la suite de fonctions (Sy)nyen définie pour
tout NV € N et pour tout € A par

N

Convergence simple

On dit que la série E fn converge simplement sur A vers la fonction S si

(vt € A)( Jim 3" fult) = 5(1)).
k=0

Exemple : étudier la convergence simple de la série Y z",n € N sur A = [0,1] et sur
A=[0,1].
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Convergence uniforme

On dit que la série Y f,, converge uniformément sur A vers f si

n

lim sup =0.

n—+00 4 A

fi(t) = S(t)
0

k=
Exemple : étudier la convergence uniforme de la série Y 2™ n € N sur A = [0,a] avec
a€0,1].

Convergence normale

Soit ( fn)nen une suite de fonctions définies sur A. La série de fonctions Y f,, converge normalement

8’1l existe une série numérique Y u, convergente telle que

VneN, VieA |f.(t)] < u,.

sin xe "™

Exemple : Etudier la convergence normale de la série Z ,n €N sur A =|[0,n].

n?
Théoréme 8 Si Y f, converge uniformément alors Y., f,, converge simplement.
Si Y fn converge normalement alors Y, f, converge uniformément.

Convergence uniforme et régularité

Théoréme 9 (Limite et continuité) Soit (f,)nen une suite de fonctions continues sur
A. Sila série Y [, converge uniformément sur A vers S alors S est continue sur A.

Théoréme 10 (Limite et intégration) Nous supposerons ici que A = [a,b]. Si la série
>~ fu converge uniformément vers S et si pour tout n € N, f,, € Ca alors

Via, f] C la, 1],
i (/(3 f"(t)df> = /j (:Z;; fn(t)> dt = LB S(t)dt.

Théoréme 11 (Limite et dérivation) Nous supposerons ici que A = [a, b]. Soit (fn)nen
une suite de fonctions continues et dérivables sur A. Si 3ty € A tel que Y, f,(to) converge et
si la série Y f1 converge uniformément vers g alors la série Y f, converge uniformément

vers S avec S' =g
+oo ! +o00
vteA (an(t)> => .
n=0

n=0

Exemple : Etudier le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de la fonction
[ définie par
+oo

f(I) _ Z COSATL(IT

n3
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3.3 L’espace L(0,Tp)

3.3.1 Définitions
Définition 4 L’ensemble LE(O,TU) désigne les fonctions a valeurs réelles ou complezes,
périodiques, de période Ty, telles que |s|* est intégrable sur [0, Ty) ; c’est a dire :

To
LX0,Ty) = {s ‘R — C, s de période Ty et /O |s(t)|?dt < +oo} .

Cet ensemble, muni de 'addition usuelle des fonctions et de la multiplication par un sca-
laire, est un espace vectoriel.
On définit sur I'ensemble L2(0,7p) un produit scalaire pour s et o dans L2(0,Ty) par :

(s,0) = /0 ' s(t)a(t)dt.

On dit que deux fonctions s et o de L2(0, Tp) sont orthogonales si
To
/ S(tF(t)dt = 0.
0

La norme associée a ce produit scalaire est définie pour s € L;(O, To) par :

lslls = +/Ts,5) = / (o))t

Cette norme est aussi appelée moyenne quadratique.

On remarque, que la norme de s peut étre nulle sans que s soit nulle (par exemple si s est
nulle sauf en un nombre fini de points). Pour obtenir une vraie norme, on va dire qu'une
fonction est nulle presque partout lorsque l'intégrale de la valeur absolue de cette fonction
est nulle, c’est a dire :

Définition 5
To
s =0 presque partout <= / [s@))Pdt=0 <= |s]la=0.
0

s =0 presque partout <<= s—o =0 presque partout.

On considérera comme nulle dans L;Z;(O- Tp) une fonction nulle presque partout et on consi-
dérera que deux fonction de L;(O, Ty) sont égales lorsqu’elles sont ¢gales presque partout.

Proposition 2 (Intégrale sur une période d’une fonction périodique) Soit s €

L2(0,Ty). Alors :
a+To To
Ya € R, / s(t)dt :/ s(t)dt.
a 0
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3.3.2 Convergence en moyenne quadratique
Définition
Soit une suite de fonctions donnée par (f,)nen avec f, € LZ(O, To) pour tout n € N.

On dit que cette suite de fonctions converge en moyenne quadratique (ou converge dans
L2(0,Tp) ) lorsqu'il existe f € L2(0,Tp) telle que :

Jim [l fu = £l =0.
3.3.3 Polyndémes trigonométriques et meilleure approximation

Considérons les fonctions e, (t) = e2™/T pour n € Z. Pour le produit scalaire défini
précédemment, ces fonctions forment un systéme orthogonal c’est-a-dire :

To
/ en(t)en(t)dt =0, pour n # m.
0

/Tl)
0

De méme dans le cas réel, on démontre que la famille :

2mnt 2mnt
{sin( ;?) nGN*;cos( 7}::), neN}

forme une famille orthogonale de L2(0, Tp) :

7o 2 2rk
V(n,k) € N* x N, / sin ( 7mt> cos < ﬂkt) dt = 0
0

T T

T (omnt okt
Y(n, k) € N* x N, / sin < > sin ( ) dt =
5) 0 To Ty
T 2mnt 2kt sin#k
V(n,k) € N* x N, /0 cos<T0>cos<T0>dt T, -

2
Remarquons que dans le cas réel, ces deux familles engendrent le méme sous-espace vectoriel

de Li(O,TU) :
2imnt 2mnt 2mnt
Vect (en(f,) —e T )nEZ = Vect {sin ( 7}:: ) , n € N*; cos ( ;T,On ) , nE N} ,

appelé espace des polynomes trigonométriques.

De plus, pour n =m

en(t)|?dt = Tp.

sin#k

sin==k
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Définition 6 On appelle polynémes trigonométriques de degré inférieur ot égal a N les
fonctions de la forme
N 2imnt

p<t): Z Tn€ Ty 5

n=—N

ou dans le cas réel :

2T

nt +8 2mnt
nCOS——=—
i ’

Ty

N
p(t) = ap + Z 0, Sin
n=1

Calculons la norme d’un polynome trigonométrique, on obtient :

pIE=To 3 [l

n=—N

3.3.4 Meilleure approximation

N étant fixé, nous cherchons a approximer les fonctions de LIZ)(O, To) par des polynomes
trigonométriques de degré inférieur ou égal & N. On cherche donc, pour s € LZ(O7 Ty), des
coefficients z,, tels que :

soit minimum.

N
s — E Tpen

n=-N

2

On a le résultat suivant :

Théoréme 12 [l existe un polynome trigonoméltrique de degré inférieur ou égal a N, et
un seul, tel que ce minimum soit réalisé. Ce polynome est :

N 2imnt
pn(t) = Z cne To
n=—N
ot ¢,, —N <n < N, sont définis par :
. —2imnt

1 1 T T 4
= (5, en) = — e To dt.

6= golsen = - [ sto)e

On dit que py réalise la meilleur approximation de s en moyenne quadratique sur 'ensemble
des polynomes trigonométriques de degré inférieur ou égal & N. Les coefficients du polynome
py sont uniques. Ces coefficients sont appelés coefficients de Fourier exponentiels de s.

3.4 Séries de Fourier

Soit s € L;Z,(O, To). L’objet de cette partie est de décomposer le signal périodique s dans
les bases vues au paragraphe précédent.
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3.4.1 Coefficients de Fourier

Ce sont les coefficients de la projection de s :
— dans la base des (e,(t)),,c;, dans le cas complexe.

— dans la base des {sin (2;”) , n € N*;cos (2”’t> , nE N} dans le cas réel.

T T
Définition 7 On appelle coefficients de Fourier exponentiels de s :
—2imnt
s(tye To dt pour toutneZ

1 a+To

7?0 a

Cn
ot a € R est quelconque car la fonction s est périodique.

Dans le cas ou la fonction s est a valeurs réelles, on définit les coefficients de Fourier
trigonométriques de s par

2 [t (27mt>
Uy = — s(t) cos dt  pour tout n € N
=) (t) T

2 a+To 2rnt
et by, = */ s(t) sin ( T;L ) dt  pour tout n € N*.
a

Ty 0

On définit aussi, dans le cas réel, Uamplitude et la phase, pour tout n € N par
- - a . b
on =2 +02 et ¢, [—m 7| tel que cos ¢, = — et sin ¢, = —.
p’L n
Les coefficients de Fourier exponentiels peuvent s’écrire en fonction des coefficients de
Fourier trigonométriques dans le cas réel.
Propriété 13 Pour toutn € N on a :
ap an, — by, ay, + iby,

Co= % Cn= ; Con =

2 2 ' 2

et inversement :
ap = 2cy j Ay =CptCopn bn = 7/((371 - C—n><

Selon la parité de la fonction s, on peut simplifier les expressions des coefficients de Fourier

Propriété 14 Si s est une fonction impaire, alors :

To
4 [z 2mnt
a, =0 pour tout n e N et b, = T/ s(t)sin ( ;n
0 Jo 0

) dt  pour tout n € N*

Si s est une fonction paire, alors :

Ty

4 [ 2mnt

p = — s(t)cos ( ™ ) dt pour tout ne€ N et b, =0 pour tout n € N*.
Ty Jo Ty
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3.4.2 Séries de Fourier et premiers exemples

Nous pouvons maintenant définir la série de Fourier de la fonction s € Li(O, To) :

= 2imnt
S(t) = Z cpe 7o dans le cas complexe
a = 2mnt 2mnt
L0 L . L
= —+ a,, COS + b, sin ( > . dans le cas réel
2 nz:: ( 1y > Ty

Admettons pour l'instant la convergence de ces deux séries (nous répondrons a cette ques-
tion dans le prochain paragraphe 3.5). La question que l'on se pose ici sur deux exemples
est de savoir si leur somme S(t) est une “bonne” approximation de s(t). Introduisons pour
cela les sommes partielles de la série de Fourier de la fonction s : pour tout N € N :

N
Sn(t) = Z cnehTL;t

n=—N

N
o _ag . 2mnt R 2mnt
et dans le cas réel : Sy(t) = 5 + nE:1 ay, COS (T(,) + b, sin ( T ) .

Exemple 1

Soit s la fonction définie sur R par : s(t) = 1 pour ¢ € [0, 7, s(t) = —1 pour ¢ € [, 27|
et s est périodique de période 27r. La fonction s est impaire et est représentée ci-dessous.

anEnE

Le calcul des coefficients de Fourier réels de s donne, pour tout n € N :

a, =0;

. . 4 . .
b, =0 sinestpair ; b, =— sin estimpair.
nm
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Les premiéres sommes partielles sont :

4

Si(t) = =sin t

1(t) —sin

4 1

Ss(t) = - <sin t+ gsin 3t>
4 (. 1. 1.

Ss(t) = - (sm t+ 3sin 3t + gsin 5t> ;

On représente ces fonctions ci-dessous :

[
- L] k )L

FIGURE 3.1 — Exemple 1 : s, Sy, S3, S5

Exemple 2

Soit ¢ la fonction définie sur R par o(t) = m — 2t pour t € [0, 7, paire, et périodique
de période 27. La fonction o est représentée ci-dessous.

o \/ \/
|
K
B 0 g O]
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Le calcul des coefficients de Fourier de o donne, pour tout n € N :
. . 8 . . .
a, =0 sinest pair ; a,=—— sin estimpair;
n2mw
b, = 0.

Les premicres sommes partielles sont :

8
S1(t) = —cos t
T

Ss(t) = 8 <cas t+ %cos 3t>

us

8 1 1
Ss(t) = - <cos t+ gcos 3t + 55008 5t> .

On représente ces fonctions ci-dessous :

3 3
2 2
1 1
o o
-1 -1
2 -2
-3 -3
o 5 10 o 5 10
3 3
2 2
1 1
o o
-1 -1
-2 -2
_3 -3
o 5 10 o 5 10

FIGURE 3.2 — Exemple 2 : 0, S}, S3, S;

3.5 Convergence des séries de Fourier

3.5.1 Convergence en moyenne quadratique
On a le résultat de convergence suivant (admis) :

Théoréme 15 Soit s € L;(O7 To). Alors s est égale presque partout a sa série de Fourier,

soit : .
2imnt

+oo
s(t) = Z cne To presque partout.

n=-—o00
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Awec les coefficients réels, on a :

a R 2mnt 2mnt

0 )

s(t) = —+ a, cos + b, sin resque partout.
) =5 ;n <To> " <To> presque p
Cela ne signifie pas que s est ¢gal a sa série de Fourier mais seulement qu’elles sont égales
presque partout. Il est important de remarquer que deux fonctions de sz(()v Ty) ayant les
mémes coefficients de Fourier ne sont pas nécessairement ¢gales, mais seulement égales
presque partout (i.e. au sens de la définition 5).

3.5.2 Théoréme de Dirichlet

Seul le théoréme de Dirichlet nous dit exactement en quels points la fonction s est égale
sa série de Fourier.

Théoréme 16 - Soit s une fonction périodique, de période Ty, de classe C' par morceaus

. . N s(ty) +s(t—
alors la série de Fourier associée a s converge, pour tout t € [0,Ty], vers M

- Si, de plus s est continue alors la série de Fourier associée a s converge, pour tout
t € [0,Tp), vers s(t).

Rappel. On dit qu’une fonction s est continue par morceaux lorsque s est continue sur
[0, Tp] sauf, au plus, en un nombre fini de points qui sont des discontinuités de premicre
espéce (c’est a dire des points ou la fonction s admet une limite & droite et une limite a
gauche notées s(t,) et s(t_)).

On dit que s est de classe C'' par morceaux sur [0,Tp) si s est continue par morceaux sur
[0, 7] et s est dérivable sur [0,7p] sauf en un nombre fini de points avec s’ continue par
morceaux.

Les fonctions définies au paragraphe 3.4.2 sont de classe C* par morceaux sur [0, 27].

Retour aux exemples. Les fonctions s et o sont 27-périodiques, de carré intégrable et
de classe C! par morceaux sur [0, 27]. D’aprés le théoréme de Dirichlet, on a donc :

s(t) sit#km, kelZ

0 sinon.

1
f) = — sin((2: Ht) =
S(t) = - ; 5o (2 + 1)) {
1 .
) cos((2n + 1)t) = s(t), quel que soit t € R.

Dans 'exemple 1, on remarque que s(0) = 1 mais la somme de la série de Fourier est nulle
pour ¢t = 0.
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3.5.3 Egalité de Parseval

En utilisant le résultat d’approximation obtenu au paragraphe 3.3.4, on obtient I’égalité
suivante, appelée égalité de Parseval :

Propriété 17 Pour s € L2(0,Tp)

1 [T
7l

=)

sPdt = 3 fef

n=—o00

qui s’écrit dans le cas réel :

2 o 2 1 2 - 2 2
T, ), 1@Fdt=5lal +;Ian| + [bnl*.
+00 1

Application. Calculer Z —.
o (2n+1)



Chapitre 4

Quelques résolutions théoriques
d’E.D.P.

4.1 Préambule : modéliser des phénoménes impulsion-
nels

4.1.1 Convolution de deux fonctions et propriétés élémentaires

Définition 6 Soient deux fonctions f,g : R — R( ou C). On appelle convolution de f
et g la fonction que l'on note f x g, si elle existe, définie par

oo +oo
(Feo) = [ s-ngar= [~ gl - wdu

o0

L’application qui a la fonction f associe fx* g est linéaire, c’est a dire que pour A\, u € R
on a

M+ uf)xg=Aixg+pfaxg.

La convolution est une opération symétrique dans le sens ot f* g =g * f.

Exemples

1. Prenons f = g = Xjo,1 ol la fonction x(o,1j est la fonction caractéristique de I'intervalle
[0, 1] définie par

_ J O0siaz¢[0,1],
XOU=\ 1siae0,1).

On a

+00 r+oo
[ fle—=1t)g(t)dt = [ Xi0,1)(@ — t)x[o,1)(t)dt = longueur([z — 1,2] N [0,1])

S
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d’on

0siz <0,

) N rsi0<z <1,

(xjoa) * Xjo)) () = 2—xsil<z<2
0six>2.

f(f) = 9(1‘) = X[o,1] X[0,1] * X[o,1]
1 1
0 1 0 0 1 1 2

Remarque 3 Une des caractéristiques de la convolution est un effet régularisant. Ici le
produit de convolution de deux fonctions discontinues donne une fonction continue.

, . 1
2. Convolution d'une fonction par o Xlohil:
h

On pose g5, = —nn On a

2\l
ix[—h,h]

14

-h 0 h T

oo
/ gn(x)dx =1, Yh >0,

—o00
Le produit de convolution

h

' 1
/), flz—t)dt = w/, flx+t)dt.

00 1 h

(Fro@)= [ o~ t)gxn i)t =

—o0

Quand h est petit, f * gn(z) est proche de f(z) pourvu que f soit continue.
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Convolution et dérivation

Pour deux fonctions f,g: R — R( ou C) avec g dérivable, on a

(rea@ = [ st -t = [ s - 0=+ ()@

Tdx ) _
De la méme maniére, si f est dérivable, on aura
(f*9)(x) = ((f) *g)(@).

Conclusion : Si f est n fois dérivable et g est p fois dérivable, alors f * g sera au moins n+ p
fois dérivable. C’est une propriété trés intéressante de la convolution qui illustre aussi son
effet régularisant.

4.1.2 Impulsion de Dirac

, . 1 , .
Reprenons l'exemple de la fonction g, = BT X[-h,1) de 'exemple 2 précédent. Que devient
le produit de convolution f * g, quand h tend vers 07 L’intervalle sur lequel on fait la
moyenne de f autour de = devient de plus en plus petit, et si f est une fonction continue
on aura
lim(f * gp)(z) = f(x),
h—0
On se pose alors la question, puisque seule g, dépend de h de ce qu’est la limite }Lur(lJ n-
—
Si cette limite a un sens, alors la “fonction” limite, que 1'on note d§y = }llm% g est I'élément
—

neutre pour la convolution
dox =1,
+

= ot
Comme / gn(x)dx =1 pour toute valeur de h, on s’attend a ce que

do(z)dx = 1.
Il est facile de voir sur la figure 4.1 qu’aucune fonction usuelle ne vérifie ces conditions,
car a la limite on devrait avoir dy(z) = 0, pour tout = # 0, Jy(0) = +o00, mais cette
fonction est d’intégrale indéfinie, voire nulle et non d’intégrale 1.

En conclusion, la notion de limite dans dy = lim g, ne peut pas étre une limite ponc-
h—0

tuelle et dp n’est pas une fonction. On parle de distribution, qui est un concept généralisant

les fonctions et d’une limite au sens des distributions.

L’objectif du cours n’étant pas de présenter la théorie des distributions, ce qui serait
un cours en soi, nous définirons la distribution (ou impulsion ou encore masse) de Di-
rac d’aprés ses propriétés a travers l'intégrale. La masse de Dirac en 0, notée dy sera pour
nous la “fonction” en un sens généralisé qui vérifie la propriété suivante :

+00
/ do(z) f(z)dx = f(0), pourvu que f soit continue en 0. (4.1)

oo
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~+ 0:
9

)
wan

FIGURE 4.1 — La fonction g, pour différentes valeurs de h

et en conséquence

/‘+°° dp(x)dx =1,

—c0
do* f=f, pourvu que f soit continue.
Par translation, on peut définir aussi la masse de Dirac en = par

0,(t) = 0o(t — ).

Une propriété importante de cette masse de Dirac est qu’elle est la dérivée, au sens des
distributions (i.e. de l'intégrale) de la fonction de Heaviside

0six<0,
H<I):{1si1'20.

En effet on a .
1@ = [ s

au moins pour z # 0. Une difficulté vient du fait que

/i%ww



Chapitre 4. Quelques résolutions théoriques d’E.D.P. 39

est indéterminée (c’est une valeur comprise entre 0 et 1). En effet

0 +o0
[ o= [ oot

S} )

0
ce qui d’apres (4.1) voudrait dire que / 0o(t)dt = X)-00,0)(0) mais qui ne marche pas car

J =00
X]-oc,0) D'est pas continue en 0. Il est donc recommandé la plus grande prudence dans la
manipulation de la masse de Dirac.

On verra en T.D. les applications de la masse de Dirac. En particulier, elle sert a re-
présenter une impulsion de durée infiniment petite.

De la méme maniére que 'on vient de voir que la suite de fonctions g, tend vers la
masse de Dirac en un sens particulier (au sens des distributions), on dira qu’une suite de
fonctions ¢, tend vers la masse de Dirac au sens des distributions si et seulement si

hm/WEﬁﬁmﬁ:ﬂ%

h—0 J_

pour toute fonction f continue en 0.

4.2 Equation de la chaleur

Les équations paraboliques sont de type équation de dissipation, on les rencontre la
plupart du temps sous la forme d’une équation évolutive du type

0P

5 (1) = div (¢(2) Ve 2(t, ¥)) = h(t,2),

ou g(z) > 0. Le terme div(q(z)V,®(¢,2)) est un terme elliptique par rapport a la variable
Nous allons étudier 'équation unidimensionnelle, avec ¢(z) = k

u 0*u

—(t,x) — k—=(t,z) = h(t,q >0, .

g (t,z) kaxz(f’ r) =h(t,z), t>0, x€R

4.2.1 Solution fondamentale de I’équation de la chaleur

On considére 1'équation de la chaleur sur R sans terme source

ou 0u
—(t,x) —k—(t,x) = t >0, x
5 (t, ) AaxQ(f'T) 0, t>0, z€eR

u(0,z) = ug(x), ot up(z) est donnée .

On voudrait voir I'évolution d’une quantité de chaleur unitaire concentrée en x = 0.

40 4.2. Equation de la chaleur

La quantité de chaleur portée par uy (en supposant que la capacité calorifique est C), = 1)

est donnée par
+oo
/ ug(x)dz,

o0
que lon veut égale a 1 avec une concentration autour de 0. On pourrait prendre une
concentration sur un petit intervalle autour de 0, mais on aurait a choisir la taille de ce
petit intervalle. On préfére idéaliser cela en prenant

la masse de Dirac en z = 0. On a alors le résultat suivant

Proposition 3 La solution de l’équation de la chaleur

ou 9*u
il Y Sl — >
. (t,z) k(?xz (t,x) 0, t>0, z€eR

u(0,z) = do(z),

2

1 T
est u(t,x) = ———=exp(—-——). On appelle cette solution, la solution élémentaire de
(t.2) 2Vrkt ( 4kt)

Uéquation de la chaleur. On la note O,(t, ).

Preuve. La fonction 6,(t,z) = ) est appelée distribution gaussienne

1 ( 22
—exp(——
2V rkt 4kt

autour de 0 (elle a une grande importance en statistique). Elle vérifie

/Gk.(t,x)dz =1,
R

ce qui est compatible avec la conservation de la quantité de chaleur. On peut le vérifier par
le calcul suivant

. 2 . 2 2 1/2 21 oo 2 1/2
/ cxp(fﬂ)dw = (/ oxp(fx +y )dl:dy) = </ / cxp(fr—)’rd'rd0>
o ] - ] A ]
2

oo L/
= (271'[/ c’tﬁdt> =Vl
0

2Vt

1
On remarque que la fonction 6y (¢, z) admet son maximum en 0 qui vaut 6;(¢,0) =
2V rkt

et qui tend vers 0 lorsque ¢ augmente. Il y a étalement de la solution (cf figure ci-contre).

La fonction 6y(t,x) a des propriétés trés similaires a la fonction g, = X(_p vue au
paragraphe 4.1.2. En effet comme g la fonction 6 (t,z) est d’'intégrale 1 et concentrée

autour de 0. Pour une fonction continue f(z), 'intégrale / f(2)0k(t, z)dz est une moyenne
R
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L’étalement, ou la dissipation, est un comportement typique des équations paraboliques.
Remarque 4 On voit que Ueffet de lapport d’une masse de Dirac en x =0 et t =0 fait
que la solution vérifie
Or(t,z) >0, pourt>0, etxelR,

autrement dit, il y a un effet instantané & une distance arbitraire de la source de

08 chaleur. Heureusement cet effet décroit exponentiellement.
Proposition 4 La solution de l’équation de la chaleur
08 P 82
u u
E(tw) — k@(t,ar) =0, t>0,z€eR
04
u(0, ) = uo(x),
est
) (.0) = o)+ 0h(t2) =~ [ exp(- 2
u(t,z) = up(x) * O (t,x) = exp(— uo(y)dy.
’ 2/t Jr akt

Preuve. On a

tlir(gr u(t,z) = ug(z) * tlil[gr Or(t, z) = ug(z) * do(z) = up(x),

pondérée autour de 0 de la fonction f(x) et donc fli}lé}r / f(2)0k(t, z)dz = £(0). On a donc
=0+ R

et
. . S P P du 00y,
tlir(gr 01 (t,z) = dp(z) (au sens des distributions). La condition initiale est donc vérifiée. E(t x) = up(z) * 5 (t, ),
éri ai (t,2) est soluti ‘6quat : *u %0 196, 10u
Vérifions maintenant que 0 (t, z) est solution de 'équation de la chaleur. On a ﬂm ) = uo(x) * 0 i (t,2) = ug * 7@&7 o) = 7%(@ 2).
: 2 2 2 dx? dx? k ot k Ot
Phitr) = gt oxp( ) 4t P expl(— ) .
ot vk 4kt 2vVrk 4kt 4kt Des résultats similaires existent en dimensions supérieures. Pour les domaines bornés, on
_ 1 872 exp(fx—z)(fl n LZ) peut adapter la méthode mais c¢’est plus délicat. C’est pourquoi nous allons voir la méthode
ANk 4k 2kt”’ de séparation des variables.
et
o0 1 2 o 4.2.2 Résolution de I’équation de la chaleur par séparation des
87;“"” = *sz”z exp(= ) () variables
?29; (tz) — 1 1302 exp(—ﬁ) N acexp(—ﬁ)(&)) On cherche a résoudre I’équation de la chaleur
ox Ak Tk 4kt 4kt 4kt 5 2
_ 106, Bt o) — kS (t,2) =0, t>0, 2€[0,L]
- EW( ). ot Ox
| u(t,0) = u(t, L) =0,

u(0,z) = up(x).
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avec les relations de compatibilité entre la condition initiale et les conditions aux limites
o(0) = ug(L) = 0.

1€7€ gtape : La méthode de séparation des variables consiste a poser

u(t, x) = Y(t)p(x),
dans I'équation et de “séparer les variables”. L’équation devient
Y'(t)e(x) =k (t)e" (2).
On divise alors formellement par u(t, z) = ¥(t)p(x)

19(t) _ ¢'(x)

ko) o)’

Comme le membre de gauche ne dépend que de ¢ et le membre de droite que de x on en
déduit qu’ils sont constants, c’est a dire qu'’il existe A € R avec

P (t) = Meap(t),
¢'(2) = Mp()
On a bien obtenu deux équations a variables séparées.

2€M€ gtape : On cherche les solutions non nulles de I'équation en ¢(z) avec les

conditions aux limites, soit
{wmzwm
©(0) = ¢(L) =0.

Les solutions dépendent de la constante A
— Si A > 0 alors les solutions de 'équation différentielle sont
o(z) = Ae¥™ + Be Ve,
Si on cherche maintenant a tenir compte des conditions aux limites, il vient
= A+B=0,
= A - VA =,

— 2Ash (VAL) =0,
= A=B=0.

0
0

Il n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas.
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— Si A =0 alors

p(z) = Az + B,
p(0)=0 = B=0,
p(L)=0 = AL=0 = A=0.

Il n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas non plus.
Si A <0 alors

o(z) = Asin(v/—=Az) + Bcos(vV—Az),

= Asin(vV—AL) =0,
—> oubien A =0 ou bien V—AL =nm, n > 0 entier.

11 existe donc des solutions non nulles dans ce cas qui sont

. nw
on(z) = sm(fa:), n>0,
associées aux valeurs de \ suivantes

’VLZT['Z

A==

Au total, on a obtenu une suite infinie de solutions associées chacune a une valeur de
A. On appelle les solutions ¢, () les fonctions propres du probléme et les A, les valeurs
propres associées. La fonction propre, comme les vecteurs propre en algébre linéaire, sont
définis & un scalaire multiplicatif prés.

géme étape : On remarque que le produit scalaire

L
<f9>= [ g
0
orthogonalise la suite des ¢, (z), dans le sens ou

< 5971(I)7 Wm(l‘) >=0, pourn 7é m.

Ceci indique que la suite des ¢, () est une base sur laquelle on va pouvoir développer la
solution en la projetant grace au produit scalaire.

4eme étape : On résout I'équation en ¢(t) pour les valeurs de A, trouvées précédem-
ment et sans se préoccuper de la condition initiale. On a a résoudre ’équation

U (t) = Nk (t),
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qui a pour solutions

2 2
Pn(t) = cpeft = c e F

étant donné qu’il n’y a pas de condition initiale a cette équation différentielle d’ordre 1
on trouve un espace vectoriel de dimension 1 de solutions. ¢, est une constante arbitraire
pour le moment.

A ce stade, les fonctions

"/’n(t)WTL(m)v

sont solutions de I'E.D.P. et des conditions aux limites mais pas de la condition initiale.

56MEe gtape : L’équation étant linéaire, la somme de plusieurs solutions & 1’équation

est toujours solution de I'équation. On écrit donc la solution w(t,z) comme somme de
toutes les solutions élémentaires

+o0 +oo s
u(t, ) = Z’@n(t)gon(:z') = ch(fkT‘rt sin(n%x).
n=1 n=1

11 faut maintenant déterminer les coefficients ¢, pour que la solution u(t, z) vérifie la condi-
tion initiale. Cette condition initiale s’écrit

u(0,2) = up(x),
ce qui donne

> a(0)pul@) = 3 cupula) = up.

Ici, les ¢, peuvent s’interpréter directement comme étant les coordonnées de la décompo-
sition de uy dans la base des ¢, (z). Comme les ¢, (z) sont orthogonales pour le produit
scalaire < .,. > défini précédemment, on a

<up(x), pp(z) > 2 /’L _onm
= TP 7 2 2)sin(—m ) ds.
= @) on@ > T ug () sin( T x)dx

On obtient donc la solution sous la forme d’une série. Ici il s’agit d’une série de Fourier ou
o ) N . .
seules les composantes en sm(fx) sont présentes, puisqu’on a imposé : u(0) = u(L) = 0.

4.3 Equations des ondes

Les équations hyperboliques sont de type équation de propagation d’ondes, on les ren-
contre la plupart du temps sous la forme d’une équation évolutive du type

9*® . N

W(f@) — div (¢(z)V,®(t,x)) = h(t, z), ou ¢q(x) > 0.

Le terme div (¢(z)V,®(t,z)) est un terme elliptique par rapport a la variable z.
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Comme dans le cas des équations paraboliques, nous allons regarder dans un premier temps
'équation unidimensionnelle, avec g(x) = c?, qui est ici
0*u ,0%u

W(t,z) —c W(fﬁ:) =h(t,z), t>0, z€R.

4.3.1 Résolution de I’équation des cordes vibrantes par séparation
des variables
On cherche a résoudre 1'équation
0*u ,0%u
W(ﬂ?‘) - (zzw(t,m) =0, t>0, z€(0,L]

u(t,0) = u(t, L) =0,
13@0, x) = up(x),
E(OJ) = vo(z).

avec les relations de compatibilité entre les conditions initiales et les conditions aux limites
up(0) = up(L) = v(0) = vo(L) = 0.

1€7€ gtape : On pose encore

ult,2) = () (),
et on porte dans I'E.D.P. L’équation devient
W (Bple) = B ().
On divise alors formellement par u(t, z) = 1 (t)¢(x)
P

") _ ¢

1

Aut)  elr)’
Comme le membre de gauche ne dépend que de ¢ et le membre de droite que de = on en
déduit qu’ils sont constant, c’est a dire qu'il existe A € R avec

Y (t) = A(t),

¢"(2) = Ap(x).
Et on a obtenu deux équations a variables séparées.

géme étape : On cherche les solutions non nulles de I'équation en ¢(z) avec les

conditions aux limites, soit
{ ¢"(x) = Ap(x),
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C’est exactement la méme équation et les mémes conditions aux limites que pour I'équation
de la chaleur unidimensionnelle. On a donc les mémes solutions

on(z) = sin(%x), n>0,

associées aux valeurs de \ suivantes

38Me gtane : Le produit scalaire

<ﬁg>:A f(@)g(w)da,

orthogonalise toujours la suite des ¢, (z).

46me étape : On résout I'équation en ¢ (t) pour les valeurs de A, trouvées précédem-

ment et sans se préoccuper de la condition initiale. On a a résoudre I’équation
Yp(t) = )‘nczd’n@)v

qui a pour solutions, étant donné que A, < 0

n(t) = ¢y sin(%ct

)+ d, cos(ﬁct)7
L
étant donné qu’il n’y a pas de condition initiale & cette équation différentielle d’ordre 2
on trouve un espace vectoriel de dimension 2 de solutions. ¢, et d, sont des constantes
arbitraires.
A ce stade, les fonctions

nm nm
—ct

i3 )+ dp cos(fct))gpn(z),

sont solutions de 'E.D.P. et des conditions aux limites mais pas de la condition initiale.

(¢ sin(

5€ME gtape : On écrit a nouveau la solution u(t, ) comme somme de toutes les

solutions ¢lémentaires

) Sin(%m).

+o00
nm
—ct
=1

+oo
u(t,z) = Zq/)n(t)ga,,(m) = Z(cn sin(%ct) + d,, cos( T
n=1 n

11 faut maintenant déterminer les coefficients ¢, et d,, grace aux conditions initiales, ce qui
donne pour u(0,z) = ug(z) :
+o0

Z d, sin(n%w) = ug.

n=1
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Les d,, peuvent donc s’interpréter comme étant les coordonnées de la décomposition de ug
dans la base des ¢, (z), soit
<up(z),pn(z) > 2

L nm
dy = 2202 PnlT) > _ 2 (" ) dz.
< on(2) (@) > L/o up(x)sin( T z)dz

0
Quand a la condition 8—1;(0, x) = vo(x), elle donne
foo
Z e sin(ﬂw) =
T 7 0-
n=1

On obtient donc

L ), $nl 2 "
L sulohpnl)> | 25 g,

Cp = =
" onme < @u(),pn(x) > nme Jo

4.3.2 Séparation des variables dans le cas 2D

Si Q est un domaine représentant la forme d’un objet dont on veut étudier les vibrations
(mur en béton, piece mécanique, chassis de voiture, pont ...) On étudie I'équation
0*u 9
ﬁ(t,z) —c*Au(t,z) =0, pourzeQ, t>0,
du
on
(En réalité, la plupart de ces objets sont élastiques et réagissent a deux équations des
ondes : ondes de cisaillement et ondes de compression).
On pose de la méme maniére

(t,z) =0, sur ON.

u(t, z) = (t)e(x),
On se retrouve avec
W) = APu(),
Ap(x) = Mp(a),
Le probléme en ¢(t) ne change pas par rapport aux cas 1D. Le probléme aux valeurs

propres a résoudre est
%cp(z) = Ap(x),
a—i(t, z) =0, sur .

. L. . . [RVEDY
La aussi on trouve une suite infinie A, ¢,, de solutions. Les valeurs Tn correspondent
T

aux fréquences propres de la structure étudiée.
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4.4 Généralités sur la méthode de séparation des va-
riables

4.4.1 Pour des conditions homogénes et sans terme source

Comme dans les deux cas vus précédemment, on considére une terme source nul et des
conditions aux limites (Neumann ou Dirichlet) nulles. On suppose que I'inconnue u dépend
de deux variables, ¢ et = avec t € [0,T] et z € Q C RY.

Les étapes suivante sont nécessaires :

1. On pose u(t,z) = ¥(t)p(z) et on porte cela dans I'équation. On doit alors obtenir
deux équations a variables séparées en opérant une division formelle de I’'équation
par u(t,z) = 1(t)p(x). Il apparait de plus un parameétre réel que I'on note A.

2. On résout 'équation en ¢(z) avec les conditions aux limites correspondantes. Il faut
alors obtenir une suite infinie de couples de solutions A, ¢, () dits valeurs et fonc-
tions propres du probléme.

3. 1l faut trouver un produit scalaire qui orthogonalise la suite des ¢, (z).

4. On résout I'équation en 1(t) pour les valeurs de ), trouvées. Ce qui donne une suite
de solutions 9, (t), chaque 1, (t) étant défini & un certain nombre de constante prés
(qui dépend de l'ordre de 'équation en ¥(t)).

5. On écrit la solution générale de I'équation sous la forme u(t,z) = ZU‘),, (t)pn(z)

n
et on applique les conditions initiales pour déterminer les coefficients présents dans
Pnt).

L’objet du paragraphe suivant est de justifier cette méthode et de donner un moyen de
trouver le produit scalaire de 'étape 3.
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4.4.2 Problémes de Sturm-Liouville en dimension 1

Définition 7 On appelle probléeme régulier de Sturm-Liouville le probléme d’inconnues
¢ :la,b] — R et p € R suivant

d

= (@)¢'(2)) + (a(@) + ps(@))p(x) =0,

avec les conditions auz limites suivantes
arp(a) + az¢’(a) =0,

bip(b) + bayp' (b) = 0,

avec
a2 4+a2#0, +b2A0,

et p(z), q(z) et s(x) continues et

plx) >0, s(xz)>0, pourz € la,bl,

L’intérét de ce probléme en ce qui nous concerne est que dans le cas d'une E.D.P.
d’inconnue u(z,t) avec x € R, t > 0, la méthode de séparation des variables meéne a la
résolution d’une équation du type

a(z)¢"(x) + f(2)#'(2) + (9(2) + p)e(z) = 0.

Cette équation se met sous la forme d’un probléme de Sturm-Liouville si on pose

p(z) = exp ( CI gg:; du) , ¢ € [a,b] quelconque
i) = D),

pourvu que p(x) > 0 et a(z) > 0. On le vérifie de la maniére suivante

L (o) () + (ae) + ps(a))ola) =0,

40+ )"0 + (ala) + ) plo) =0

a(z)
% (a(z)@"(x) + f(z)¢ (z) + (g(x) + p)p(z)) = 0.

Les couples (A = —p, ¢) solutions de ce probléme sont encore appelés respectivement
valeurs propres et fonctions propres du probléme.
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Le produit scalaire qui orthogonalise les solutions est donné par le résultat suivant.

Théoréme 1 Pourvu que le probléme de Sturm-Liouville soit régulier avec p, q et s conti-
nues sur [a,b], deuz fonctions propres ¢; et ¢; de classe C* correspondant & deuz valeurs
propres distinctes \; et \; sont orthogonales pour le produit scalaire défini par

b
<%w>&/¢ﬂMMM@M

Preuve. Pour p; et ; on respectivement

d
dzx
%(P(I)%(x)) +(gx) + \ys(2))gs () = 0.

En multipliant la premiére équation par ¢; et la deuxiéme par ¢; et en les soustrayant on
obtient

(p(x)¢gi(x)) + (a(x) + Ais(z))pi(x) = 0,

1) (@A) — ) T () + = )s(@)ou(wes@) =0,

soit
%(p(ﬂf)(%(ﬂf)w(x) = @i()pi()) + (i = Aj)s(@)pi(@) s (@) =0,

En intégrant, on obtient

b
(A=) / s(@)pi(@)p(x)de = pd)((¢i(b)e;(b) — &(b)@i(D)))
= p(a)((¢i(a)p;(a) — ¢j(a)pi(a))),

On fait la méme chose avec les conditions aux limites en x = a. On a
!
arpi(a) + axpi(a) = 0,

a1p5(a) + axpj(a) = 0.
En multipliant la premiére équation par ¢;(a) et la deuxiéme équation par ¢;(a) et en
soustrayant, on obtient

ax(¢i(a)pj(a) — g(a)ei(a)) = 0,
Donc ou bien ay = 0 et alors ¢;(a) = @;(a) = 0 ou bien ay # 0 et ¥j(a)p;(a) — j(a)pi(a) =
0. Dans les deux cas on a

gi(a)p;(a) — @j(a)pi(a) =0,
On peut bien sir faire le méme raisonnement pour la condition en x = b, et donc finalement
on obtient

b
(=) [ s@ete)eiade =0,

et par suite le résultat annoncé du fait que A; # A; par hypothése. | ]
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On peut montrer d’autres propriétés intéressantes des problémes de Sturm-Liouville.

Théoréme 2 Un probléme de Sturm-Liouville régulier n’admet que des valeurs propres
réelles.

Preuve. Admettons que \; = o + i/ soit valeur propre avec 3 # 0 du probléme de
Sturm-Liouville avec ¢; = u + iv comme fonction propre. Alors

4
dx

Si on prend la complexe conjuguée de 'équation on obtient

(p(2) (' (z) + v (x))) + (g(x) + (@ + iB)s(2)) (u(z) + iv(z)) = 0.

L o) (@) — /(@) + (0(e) + (@~ i9)s())(ula) — iv(z)) =0,

qui implique que \; = a — i est valeur propre avec ¢ = u — iv comme fonction propre.
Si on reprend la preuve du théoréme précédent on arrive a

b
O =2 [ sl =0,

ce qui implique A\j =\, = 0 soit # = 0. Autrement dit, la valeur propre n’est pas complexe. B

Théoréme 3 Pour un probleme de Sturm-Liouville réqulier, a chaque valeur propre cor-
respond une unique fonction propre (a un coefficient multiplicatif pres).

preuve. Soit ¢ et ¢y deux fonctions propres associées a la méme valeur propre A. Alors

d

(P (2) + (a(e) + As(a))r () =0,

d

72 (@) (@) + (@) + As(2))pa(x) = 0.
En multipliant la premiére équation par ¢, et la deuxiéme par ¢; et en les soustrayant on
obtient d p

2(2) - (p(2)¢1 (7)) = p1(2) - (p(2) P()) = O,

Soit

L o) )eata) — o)) =0,

Soit encore
P@) (¢ (@)ea(r) — Ph(x)er(2)) = cte = pla)(gh(a)pa2(a) — py(a)pi(a)) =0,
d’aprés la démonstration du théoréme 1. Donc
@h(@)pa(x) — @h(w)er () =0,
et par suite : ¢;(z) = cte X po(z). |



Chapitre 4. Quelques résolutions théoriques d’E.D.P. 53

Théoréme 4 (admis) Soit un probleme de Sturm-Liouville régulier pour lequel q(x) < 0.
Alors ce probléme admet une infinité de valeurs propres

A <A <o <A <o

avec lim;_, 4 oo A; = +00.

Théoréme 5 (admis) Soit un probleme de Sturm-Liouville régulier pour lequel q(x) < 0
et soient A, la suite des valeurs propres et , la suite des fonctions propres correspon-
dantes. Alors toute fonction continue

fila,b) — R,

telle que
b
/ FA(#)dt < +oo,

et qui se décompose en
f(”L) = Z avm@n,(w)v
n>0
avec

b
[ s@en@storis

ap = ——F—""""""""

f%mmm

4.4.3 La méthode de séparation des variables en présence d’un
terme source

Par exemple

2 2
%(tﬁx) — %(f,r) =tsin(rx), pour 0 <z <1, t>0,
u
0,2) = —(0 =0,
u(0,) = SH(0.2) =0,

u(t,0) = u(t,1) = 0.

Les trois premiéres étapes se font en oubliant le terme source h(t, ) = tsin(rx) (i.e. sur
I'équation homoggéne). Dans cet exemple on trouve la suite de valeurs propres A, = —n’r?
associées aux fonctions propres ¢,(z) = sin(nmz) qui sont orthogonalisées par le produit
scalaire < f, g >= jol f(x)g(z)da.

Nouvelle étape 4 : On fait le produit scalaire de 1’équation avec le terme source par
une fonction propre ¢, (x) en considérant que la solution u(t, ) s’écrit u(t, x) = 1, (t)pn ().
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On arrive a
V() < On(2), ¢u(x) > =0 (t) < (), ¢u(x) >=< h(t,2), dn(x) >,

et donc
< h(t,x), Pn(x) >

IR
PI(t) — Aatn(t) = .
) = M(t) = T
On arrive en fait a la résolution de la méme équation que dans le cas sans terme source
. . < h(t,x), pp(z) >
mais avec un second membre qui vaut h,(t) = M
A < On(), ful) >
Dans l'exemple, on obtient
hi(t) =t, et hn(t) =0, pour n > 2.
— Pour n =1 on a donc a résoudre
() + T (t) = .

t
Les solutions sont : t;(t) = ¢ sin(wt) + dycos(nt) + —5.
71'
Pour n > 2 on a a résoudre
W) + (1) = 0.

Les solutions sont : ¢, (t) = ¢, sin(nnt) + d,cos(nwt).
Par la suite I’étape 5 se déroule comme dans le cas sans terme source.

4.4.4 Méthode de séparation des variables avec des conditions aux
limites non homogénes

Par exemple
+—(t,a) =0, pour 0 <z <1, t>0,
1%}
u(0,2) = Z5(0,2) =0,
u(t,0) = f(t), u(t,1)=g(t).
Une méthode est de relever les conditions aux limites. Pour cela on cherche une fonction

0(t,x), a priori quelconque vérifiant les conditions aux limites (dans la pratique, il faut
essayer de choisir la fonction la plus simple possible). Dans I’exemple, on peut prendre

0(t, ) = (1 =) f(t) + xg(D),
puis on fait un changement d’inconnue : u(¢,z) = u(t,z) — 0(t,z), de telle manicre a ce
que a(t,z) vérifie des conditions aux limites homogeénes. Dans I'exemple, le probléme en
u(t, x) s’écrit

02~ 02~ 2
d—g(ti) — d—g(t,x) = 70—2)(&1'), pour 0 <z <1, ¢>0,
ot Oz 94 ot 2

u(0,z) = —0(0,z), E(O,I) = —5(0,1),

@t,0) =0, a(t,1)=0.



Chapitre 5

Transformée de Laplace et applications

La transformée de Laplace est un outil de résolution de problémes, principalement
évolutifs, modélisés par des équations différentielles ou intégrales linéaires ou des équations
aux dérivées partielles linéaires.

Principale référence bibliographique : M.R. Spiegel, “Transformées de Laplace, cours et
problémes”, Série Schaum.

5.1 Définition de la transformée de Laplace

Soit une application

f:R—R (ouC),

telle que
f(t) =0, pourt<O0.

Pour p > 0, on définit

+o00
F(p) = / e f(t)dt,

lorsque cette intégrale existe. F' est appelée transformée de Laplace de f. Par rapport
a F on dira aussi que f est 'original de F' par la transformée de Laplace. On note
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5.2 Transformée de Laplace de quelques fonctions élé-
mentaires

Attention, implicitement, la valeur de la fonction f(t) est 0 pour ¢ < 0. Bien que cela
n’intervienne pas pour le moment, il faut garder cela a l'esprit pour certains résultats
(translations par exemple).

0 pour t < 0,
e Pour f(t) =1 xH(t):{ . iourt>0

F(p) = LI (1)) = 1—1) pour p > 0.

Pour f(t) =tH(t) :
F(p) = LU0)(p) = . pons p > 0.

e Pour f(t) =t"H(t), n>1: On établit par récurrence que

n!
pn+] ?

L[t"](p) = pour p > 0.

e Pour f(t) = e H(t) :
1
Le")(p) = ——, pourp>a.
p—a
Cette fois-ci, on voit que le domaine de définition est plus réduit, au moins si a > 0.
Pour f(t) = e H (1) :

; 1
LM (p) = ———\ >\
) = S powr

Pour f(t) = sin(wt)H (1) :

Llsin(t)](p) = —5——, pourp>0.
V4 w

e Pour f(t) = cos(wt)H(t) :

L[cos(wt)](p) = — z pourp > 0.

e Pour f(t) = sh(wt)H(t) :

Lsh(wt)](p) = — d 5, pour p > |wl.
PP —w

e Pour f(t) = ch(wt)H(t) :

Llch(wh)](p) = 5L—5,  pour p > |w].
PP —w
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5.3 Condition suffisante d’existence de la transformée
de Laplace

Définition 8 On dit que f : R — R (ou C), est continue par morceauz sur |0, +oo[
si pour tout 0 < o < B, lintervalle [, 8] peut étre découpé en un nombre fini d’intervalles
(fermés) sur lesquels f est continue.

Ceci assure que f(t7) et f(¢T) existent pour tout ¢, et donc que la fonction f(¢) n’admet
que des singularités de premiére espéce, en dehors de 0.

f(t)

Définition 9 On dit que f : R — R (ou C), est une fonction exponentielle d’ordre
quand t tend vers +oo s’il existe deuzr constantes a > 0 et ty > 0 telles que

[f@®)] < ae™,  pourt > t,.

Exemples :

— Toutes les fonctions bornées sont exponentielles d’ordre 0 (sin(wt), cos(wt) ...)
— F(t) = t? est exponentielle d’ordre v pour tout v > 0.
— F(t) = e nest pas d’ordre exponentielle.

5.3. Condition suffisante d’existence de la transformée de Laplace

Théoréme 6 Soit f : R — R (ou C), avec f(t) = 0 pour t < 0. Si les conditions
suivantes sont réunies :

e f est continue par morceauz sur |0, 400],
o [ est exponentielle d’ordre vy,
to to
o pour tout to > 0, / [f(t)|dt existe (soit/ |f(t)|dt < +00),
0

0
alors F(p) = L[f(t)](p) existe pour p > ~. Le domaine de définition de F(p) contient
donc Uintervalle |, +oo].

f(t)

FIGURE 5.1 — La fonction f(¢) doit étre intégrable entre 0 et ¢y, elle peut donc avoir une
singularité en = pour a < 1 par exemple. Elle peut avoir des singularité de premiére espéce

et son graphe doit se situer en dessous de ae pour t > t,.

Preuve du Théoréme. On doit vérifier que

z—+00

lim / e Pf(t)dt
0

existe. Une condition suffisante est que

lim //e”’t\f(tﬂdt < +o0.

z—=+oo Jo

Mais on a

[ s

0

to T
P (1) |dt TP £ (1) |dt
| e If(f)\f+/toe ()t
0 di " fr")*l'td'
/0 ) t+/ actedt,

to

IN
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to T
ce qui permet d’établir la preuve car on a supposé que / |£(t)]dt existe et on a / aet'ePldt =
0 to

[(’,(V”’ﬁ]: et bien sar lim 0P =0,
Y—p 0 T—+00
|
5.4 Propriétés de la transformée de Laplace
Dans la suite, f(t) et g(t) sont deux fonctions convenables de R dans R (ou C), dans

le sens ou 'on suppose qu’elles satisfont aux conditions du théoréme 6.

Linéarité de la transformée de Laplace

Soit A, i € R, alors on a

LINf + pgl = ALIf] + pLg],

sur Uintersection des domaines de définition de L[f] et L[g].

Premiére propriété de translation

Pour a € R, on a

Lle" fB)](p) = LIF )P — a).

Attention au domaine de définition de L[e® f(¢)](p). Exemples :
2
(p—1)°

. 2 .
L[] = — pour p >0, donc Lle't?!] = pour p > 1.
p

Deuxiéme propriété de translation

Pour a >0 on a

LIf(t = a)l(p) = e LIF(D)](p)-

ATTENTION : On utilise le fait que f(t) est supposée nulle pour ¢ < 0. C’est donc une hy-
pothése importante si on veut appliquer cette régle. La propriété ne marche pas pour a < 0.

Exemple d’utilisation

Llsin(t — 1)H(t — 1)](p) =

pr 1
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Propriété de changement d’échelle

Pour a >0 on a

clf(at)p) = ~£[r )2,

a a

Exemple : retrouver cos(at) a partir de cos(t)

Cleosal) = 1 (25 ) = =2

a \p?la® +1 p*+a

Transformée de Laplace de dérivées

Si f'(t) satisfait aux conditions du théoréme 6, et si f(0+) = Llh& f(t) existe alors
—

LI O)p) = pLIFB)](p) — S(04).

Exemple : retrouver L[cos(at)] a partir de L[sin(at)]

aLl|(cos(at))|(p) = L[(sin(at))](p) = pL[sin(at)](p) = p[ﬁ = am

Par récurrence on obtient la formule pour une dérivée niéme :

LIF™ ()] (p) :ﬁ%WM®fihM*NWﬂ
k=0
= pPLIFOIp) = p T F0+) = p 2 F(0+) — . — FT(0+4),

toujours sous réserve de régularité de la fonction et des dérivées.

Transformée de Laplace de primitives

aAfwmwm:%qﬂmwx

En utilisant le résultat précédent.
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Multiplication par t"

Pour n >0 on a

LI f#)](p) = (D" (L ON™ (),

Division par ¢

& {0

=~ satisfait aux conditions du théoréme 6 on a

L‘[@Mp) - L[f ()] (u)du,

car

/U%C e”’t@dt = /U+oc /HC e " f(t)du dt.
. . Jp

Exemple, & partir de L[sin(t)](p) = ——, on a
p+1
sin(t) /*’”c du 1
L][7/2] = = Arctg(-).
[ t ) » w41 e g(p)

Transformée de Laplace d’une fonction périodique
On suppose que f(t) est périodique de période T pour ¢ > 0, autrement dit
f(t+T)=f(t), pourt>D0.

Alors on a

L] = {7 [ 01

C’est a dire que l'on utilise la transformée sur la premiére période. En effet, on a

(n+1)T

LIft)] = Z/ e P f(t—nT)dt = Z/ﬂ e Pt T) £ () du = (Z e”’”yv)/o e P f(u)du.
n>0 71T

n>0 n>0
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Limite quand p — 400
En posant F' = L[f] on a

lim F(p) =0,

p—+o0

ceci vient du fait que la fonction vérifie les hypothéses du théoréme 1.

Théoréme de la valeur initiale

On a

FO+) = Tlim pLIf(®))(p)-

Théoréme de la valeur finale

Si LETOO f(t) € R alors

ti_f(¢) = ling p£L/ ()] 9),

t—+o0

Equivalence en 0 et +o0o

t
Quand 1im it) =1 on dit que f et g sont équivalentes quand ¢ tend vers a.
—a g

Si g(t) > 0 (ou g(t) < 0) pour t assez petit, et f et g sont équivalentes quand ¢ tend
vers 0, alors L[f] et L[g] sont équivalentes quand p tend vers +oc.

Unicité de P’original

Si F = L[f] et F = L][g] alors f = g, au moins aux points de continuité de f et g (en
fait presque partout, cf la suite).
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5.5 Transformée de Laplace et convolution

Définition 10 (Rappel.) Soient deuz fonctions f,g : R — R( ou C). On appelle
convolution de f et g la fonction que l'on note f x g, si elle existe, définie par

+o00 ~+o0

(f*9)(x) = fla—tg®)dt = [ flu)glz — u)du.

Pour f,g : R — R( ou C) convenables, en particulier telles que f(t) = g(t) = 0 pour
t < 0. On pose

o) = (7290 = [

—o0

+o0

fu)gtt = udu = [ flagle =i
alors . e
L[h)(p) = /0 e Ph(t)dt = /0 /0 e P f(u)g(t — u)dudt,
u

14

FIGURE 5.2 — Domaine d’intégration

u

+o00 +o0
LIR)(p) = / / e fu)g(t — u)dtdu,
0
et en posant v =1 —u
+00

+o0 +oo +oo
L[h](p) = | f(u)/U e"”(“*"”g(v)dvdu:/[J e"'“f(u)du/u e Pg(v)dv.

Et donc

L[f * 9] = L[f]L]g],

Autrement dit, la transformée de Laplace transforme un produit de convolution en produit
simple des transformées de Laplace.
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5.6 Impulsion de Dirac a droite §;

La définition que I'on a donné de I'impulsion de Dirac correspond a des fonctions qui
ne sont pas nulles pour t < 0 ce qui est le cas des fonctions que 'on manipule avec la
transformée de Laplace. On a vu que fnﬂo 0p(t)dt est indéfini. On définit donc I'impulsion
de Dirac & droite §; ayant les propriétés suivantes pour toute fonction f nulle pour ¢ < 0
et ayant une limite a droite en t =0 :

[ s = s,

TS0+
o xf=1
L5f] = 1.

Cette impulsion de Dirac & droite est la limite au sens des distributions des fonctions
gn, définies par
1

9n(t) = 3 X,

Cette définition nous permettra de modéliser des phénomeénes de type impulsionnel tout

en rendant possible la résolution via la transformée de Laplace.

5.7 Fonction I'

La fonction I' est définie pour x > 0 par

+oo
I'(z) = / u® e du,
Jo
On a
I(z+1) =2(x).

De plus
I(1)=1.

Et donc pour n entier strictement positif on a
I'(n) =(n—-1)!

La fonction I'(z + 1) est donc une fonction qui interpole n!.
Quelques autres propriétés :

lim I'(z) = 400, lim T'(z) = +o0,

z—0+ T—+00

3

[(1/2) = V7, D(3/2) = 2”.
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FIGURE 5.3 — Allure de la fonction T’

On montre alors que

I(s+1

ps+l ), pour s > —1,

L[t*l(p) =

ce qui interpole une formule déja trouvée pour s entier positif.

1
0.

Exemple : Calculer la transformée de Laplace de f lorsque f(¢) =

5.8 Résolution de problémes grace a la transformée de
Laplace
Etant donnée une équation a résoudre (e.d.o. ou e.d.p.) on va récrire 'équation équi-
valente sur la transformée de Laplace en faisant la transformée de Laplace de I’équation
elle-méme et en utilisant les propriétés vues précédemment.
Si on veut résoudre, par exemple, le probléme suivant
y'(t) +y(t) = f(t), pourt>0,
y(0) =1, y'(0) = -2,
On va poser : Y = L[y], et on aura alors :
L) =pY (p) — 1,
Lly")(p) =p*Y (p) —p +2,
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d’apres la propriété établie sur la transformée de Laplace de dérivées. On effectue alors la
transformée de Laplace de I'équation
Lly" +y) = LIf].
Soit en utilisant en plus la linéarité de la transformée de Laplace
PY(p) —p+2+Y(p) = LI[f].
On obtient donc
_L[f]+p—2
PP+ 1
On a donc résolu le probléme dans le sens ot on a I’expression de la transformée de Laplace
de la solution. Il reste bien stir, en fonction de f, a retrouver y(t) = L7[Y(p)](t). Pour
cela on pourra utiliser toutes les propriétés établies précédemment ainsi qu’'un glossaire de
transformées de Laplace connues.

Y(p)

5.8.1 Les équations différentielles ordinaires a coefficients constants

Plus généralement, soit le probléme d’inconnue y(t)

y(0+) =40, ¥'(0+) =41, -, " D(0+) = ya_1.

En posant Y = L[y], on a

{ any™ () + any™ V() + ... +agy(t) = f(t), pourt >0,

Ly =p"Y(p)—p" o — 0"y — o = Yo,

On applique alors la transformée de Laplace a toute I’équation, ce qui donne en utilisant
la linéarité

3"y = £17),
=0
puis, avec F(p) = L[f]
aoY (p)+a1(pY (p)—yo)+a2(P’Y (p)—pyo—v1)+ - +an(P"Y (p)—1" Yo~ ... —yn-1) = F(p),
soit
a(p)Y (p) — B(p) = F(p),

ou a(p) et B(p) sont les deux polynémes en p suivant

n n-1 n
alp) = ap', BE) =Y > ap 'y
i=0 k=0 i=k+1
F
Donc : Y(p) = () + ,B(p) La partie Blp) représente la transformée de Laplace de
alp) — alp) a(p)

la solution de I’équation différentielle pour f = 0. C’est aussi la partie qui dépend des
conditions initiales. C’est une fraction rationnelle; on verra dans le paragraphe suivant
comment en trouver loriginal.
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Exemple. On considére le systéme masse ressort. Un ressort linéaire de raideur k est

attaché par une de ses extrémités a une fondation fixe et par l'autre & une masselotte de
masse m qui subit elle méme l'influence d’une force f(¢). La position de la masselotte est
représentée par z(t) avec une position au repos x = 0. L’évolution de z(t) est donnée par

2
m%x(t) + kx(t) = f(t), pourt >0,
2(0) = o, 2'(0+) = a1.
Transformée de Laplace de I'équation :
m(p*X (p) — pro — 1) + kX (p) = F(p),

Flp)  mlpro+ o)

ot 'on a pos¢ X = L[f] et F = L(f). Il vient donc X(p) = o L E S

Supposons pour simplifier que 2o = z; = 0, on sait que

L] ! ein(\/ﬁf)]f ! _L !
VEm  Vm mp*+k  mp*+k/m’

On peut donc en conclure que

. 1 X k
2(t) = ((s) * msmq/;s»(t)ﬂ(t).

5.8.2 Original d’une fraction rationnelle

On a vu que la résolution des équations différentielle ordinaires linéaires a coefficients
constants par la transformée de Laplace méne a la recherche d’originaux de la forme

F(p) | Bp)
LIyD(p) = —= + =41,
) = S + o
1
ol —— et Bp) sont des fractions rationnelles, avec S(p) un polynome de degré au plus
alp) — ap)

n—1 et a(p) un polynoéme de degré au plus n.

La stratégie est de décomposer ces fractions rationnelles en éléments simples puis d’utiliser
les transformées de Laplace connues.

Rappels sur la décomposition en éléments simples :
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e Sile degré de (p) est supérieur a celui de 0(p) alors pour décomposer % il faut
p
d’abord effectuer la division euclidienne de v(p) par 6(p).
W) e
(p—a)i(p) p—a
p) O a C2
(p—c(t))é(p) p—a (p—a)
pavy C1 (&) Cj
o« M +—2 4 4,
(p—afsp) p—a (p—a)? (p—ay
7(p) _cop+d
® 9 =9 3
(P +a)slp) P +a
~(p) _ ap+di  cp+dy cip+d;
(p° +a*Yo(p)  pP+a®  (pPHa®)? T (P a?Y

Quand on a obtenu la forme de la décomposition appropriée a I'aide de ces régles, on iden-
tifie les constantes en prenant des valeurs de p appropriées.

p+3
Exemple. Avec F(p) = —————— ona
P W= T ne-27
Fp) = C1 4 C I C3p + ¢4

p-2 (p-2° P41

~ On multiplie par (p — 2)? puis on fait p = 2 et on obtient ¢y = 1.

On multiplie par p — 2 puis on fait p — +o00 et on obtient ¢; 4+ ¢5 = 0.
- . 1

— On fait p = 0, on obtient ¢, = 5(1 +c1).

— On fait p = 1, on obtient —2¢; + ¢3 + ¢4 = 2.
On arrive donc a
1(,i + L + w
5' p—2 (p—27 PP+l
On utilise alors les transformées de Laplace connues

Fp) = )-

!
L) = o
Llacos(at) + gsm(at)] = ijab;
Elgmtsintat) + B0 — 15 - S
Ce qui donne ici
Clgrnpma < 5 T e
= é(f‘&e% + 5te® + 3cos(t) + sin(t))H(t).



