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TD 2 Logarithme, zéros isolés, holomorphie

Exercice 1. Soit f(z) =
∞∑

n=0
anzn une série entière de rayon de convergence R > 0. Montrer que

seule la fonction nulle satisfait à la condition f
(

1
k

)
= 0 pour tout k ∈ N∗.

Exercice 2. Logarithme complexe
Soit Ω = {z ∈ C | <e(z) > 0} et f(z) = f(x + iy) = ln |z|+ i arctan( y

x).
1) Montrer que f est holomorphe sur Ω.
2) Peut-on prolonger f en une fonction F holomorphe dans C\]−∞, 0]?
3) Calculer F ′(z).

Exercice 3. Déterminer toutes les fonctions analytiques sur un ouvert U connexe tel que U∩R 6= ∅
qui cöıncident avec la fonction cosinus sur R, c’est-à-dire f satisfaisant f(t) = cos(t) pour tout
t ∈ U ∩ R. Que dire si U n’est pas connexe.

Exercice 4. Soit R > 0 et (an)n∈N une suite de réels qui converge vers 0. Montrer que si f est
une fonction C-analytique sur le disque ouvert D(0, R) telle que pour tout n de N, f(an) est réel
alors f est réelle, c’est-à-dire f(z) = f(z), pour tout z ∈ D(0, R)).

Exercice 5. En quels points les fonctions suivantes sont-elles holomorphes?

z 7→ z, z 7→ |z|2, z 7→ ez − 1
z

.

Exercice 6. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U . Les fonctions suivantes sont elles
holomorphes?

z 7→ f(z) sur U, z 7→ f(z) sur U = {z | z ∈ U}, z 7→ f(z) sur U.

Exercice 7. Soit U un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe sur U .
1) Montrer que si pour tout z de U f ′(z) = 0 alors f est cosntante sur U .
2) Montrer que si <e(f), =m(f) ou |f | est constante sur U alors f est constante sur U .

Exercice 8. Déterminer les fonctions holomorphes f(z) = f(x + iy) sur D telles que <e(f) =
sinx cosh y + 2 cos x sinh y.
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Exercice 9. On définit les opérateurs différentiels ∂ = ∂
∂z := 1

2( ∂
∂x − i ∂

∂y ) et ∂̄ = ∂
∂z := 1

2( ∂
∂x + i ∂

∂y )
en sorte que f est holomorphe sur un ouvert Ω de C ssi elle est R-différentiable sur Ω et satisfait
∂f
∂z̄ ≡ 0 sur Ω (on a alors f ′(z) = ∂f

∂z (z)).
(1) Calculer, pour k, m ∈ N, ∂

∂z (zkzm). En déduire qu’un polynôme des deux variables réelles
x et y à coefficients complexes P (x, y) =

∑N
k,m=0 βk,mxkym définit une fonction holomorphe sur C

ssi il peut s’écrire sous la forme P (x+ iy) =
∑

n an(x+ iy)n, où les an sont des nombres complexes
(que l’on ne demande pas de calculer en fct des βk,m).

(2) Montrer que si f est de classe C2 (au sens réel) sur D ouvert de C, 4∂∂f = ∆f sur D où ∆
est l’opérateur laplacien. En déduire que si f est holomorphe sur D, alors ∆<ef ≡ ∆=mf ≡ 0 sur
D.

(3) Soit Ω un domaine de C, f, g ∈ Hol(Ω) ; vérifier que ∂∂
(
fg

)
= f ′g′. En déduire que

si f1, . . . , fn ∈ Hol(Ω) sont telles que |f1|2 + · · · + |fn|2 est constante sur Ω, alors chacune des
fonctions fk doit être constante sur Ω.

Exercice 10. 1) Résoudre dans C l’équation cos(πz/2) = 0.

2)Soit f(z) = cos
(

1
2 + z

)
.

2.1) Quel est le plus grand ouvert Ω sur lequel f est holomorphe ?
2.2) Montrer que f possède une infinité de zéros dans Ω et que cet ensemble possède un

point d’accumulation dans C. Ceci contredit-t-il le théorème des zéros isolés?
3) Soit f ∈ O(C) une fonction entière. On désigne par Z(f) l’ensemble { z ∈ C | f(z) = 0} de

ses zéros.
3.1) Donner un exemple d’une fonction f non constante telle que Z(f) = ∅.
3.2) Donner un exemple d’une fonction f non constante telle que Z(f) soit infini.
3.3) Soit f ∈ O(C) non identiquement nulle telle que Z(f) soit infini. Montrer que pour tout

R > 0 l’ensemble ZR(f) := Z(f) ∩ { |z| < R} est fini, puis que Z(f) est dénombrable.
3.4) Soit f ∈ O(C) non identiquement nulle telle que Z(f) soit infini. Soit (zn)n l’ensemble

de ses zéros. Montrer que limn |zn| = +∞.

Exercice 11. Soit w ∈ C, avec <ew > 0, a, b réels a < b. En intégrant ez sur un segment
convenable prouver l’inégalité : |ebw − eaw| ≤ (b− a)|w| eb<e w.

Exercice 12. Soient a > 0, b > 0 et γ l’ellipse x2/a2 + y2/b2 = 1 paramétrée par γ(t) = a cos t +
ib sin t, t ∈ [−π, π]. Calculer de deux manières différentes l’intégrale

∫
γ

dz
z .

En déduire l’égalité ∫ π

−π

dt

a2 cos2 t + b2 sin2 t
= 2π/ab


