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IT - Remarques auteur de la deealilédelhantororich

& consequences .

① Count vs surplus

Remaeqeeons que si Cta
, g) f alx) + bty )

la
, b) € L' (f) ✗ L'(v)

Aeors stay) : = abed + bty) - ology)
"

surplus
"

satisfait

*⇐µµ,,
Seth's)ñdkdy) = p(a) + web) - sup /sÑ%¥inf

KEITH,V)

rn> Minimise on count est equivalent a' maximise
on surplus . Et la daalité de Kantorovich

passe trivialevent a
' cette formulate .

Lemmy :
sup S stay)ñldx,dy) = inf Nlf) + vlg )
stellar) floe) + gly) I stay)

Ireuv sup J sky) ltldoxdy )
1T€ Ilp,v1

= pla) + vcb) - inf
IH)



Duality
= pla) + v16) - sup poll + v00)

de K . CH) c- Ioc

= inf plea- 4) + ✓ Cb -10)

I g-
avec flat + geog ) = abel -484 + bty) - Ily)

3 abet +bag) - day) = stay )
☒

② c- coneavité etlastuce de double eonvexificato

Def [ c- concavilé]
e : X×Y → Pro {to] count arbitral're

One fond-0 Q : N → RU{-•} est dote

c- concave sie exist 4 : y → IRU {→ } ,
① =/ → ( non identiquement -•) to
4th = inf else

, g) - ① (y)
gey

on note 4=10

Example important : 91--2=1127
run

day) = £11m-yll
"

= 11K¥ -11112,112 - logy?
In

* Si Yi 112
"

→ 11201--3
,

Alois 94g) = inf £1bn-YIP - 414
set pin



= inf
nepnn

£1k"
'-445 + 1¥ ⇒Ggg>

←→ Cfc- 11¥) (y) = inf
repin

-MY > - G-¥3k)
-

toe
, g>

-

~

9=>1 f' (g) = inf flat
KERN

Eat la conearite' habitude
.

- fcty) = sup
ocean

< BY > - C-f) (a)

est la transformed converse de Legendre ,

* Transformer eoeit en surplus
senreese eoncavilé et convexité

sup Stay> ltldx,dy) = inf µ (f) + stg)
+ c-11-40,8) floe)+ gty) 34mg>

astoee I
de

eonvexifieat
inf Nlf) + v(f* )
f
ai f*(g) = snap thy>

- flat

transformed de Legendre .

Iassons maintenant a' elastuce de double

convexification ( en fait 2x coneavifieat
mais ce mot est laid

. . . ) rue dans



la prove de la deealilé de Kantor@rich .

(Etape 2 , e borne') :

Dans e'égalété inf IGT) = Sop 1014) +800)
Qiu)E0Ie

on peat restreindre I'Optimist a
'

14
"

,
4°)

.

En effet poll) +800) avec 4K) +91g) £ ebay)

out an

f pl" t 8149

gvstega! £ µ 14
") + v19

')

Le lemme suivant monte qui il est inutile
de répéter ecopérat .

~

HQ:X → R0{-•}
,

@eye = yeLemme :

En particulier 4 c- concave <⇒ 4=4"

Drewe : * Mq 4
"

z 4
run

Dar def 44g) = inf Ctr,y)- 41.x)
se C- DX

done 41Mt 44g) & else,y) Fay
De meine il

" (a) = inf clay)-44g)
dloei 4

"

z 4 . he



* Mg Cf
")
'

= yc

On a deja @eye z ye
(Parle point precedent)
E-

Ensiile
4
'"

(g) = inf else
, y)-4%2)

f inf else ,y) -46) = 44g)
Dane Reef ye ,
Ensemble , les deux inégalites donneent f '"= 4

'
☒

③ Cas des distances c=d

On retroeeve la distance de Kantororich-Rubinstein

(dans une version non bornée ) .

Then [ Kantorovich - Rubinstein ]
Soit N = G espace hoeonais rneeni d 'one

distance d. et

1111140,8) i= inf Solberg) itcdxdy)
IT -c1T(µ,V )

tears 111£ Gyro) = sup 1µm - still
11411L:p

-41
( d- non

11411,32=114110 )
+11411.PH#eerve:-Parappeoximat0

,
on rent suppose

run

d borne'e .



On a : dualitédek .

1111144 a) ¥ sup poll +8001

4taltttyjfdcx.gl
double

convexufoeat sup polled) + v(ydd)
(can't 9 borneé
borné)

or Holly? = inf allay} - 4th est 1-Lip
see X

( Fn effet 44g ,) dly , ,ya) + inf dtriya) -4k)
REX

= day , , ya) + lldtyz) )
nuts - cfdta) { pddtod-infdtx.gl - Petty)

441- lip J

f - 4%1

Pony

my
- led

=
qdd

Done 1/1/1948) = sup
borneé

MM - socyd )

pull - seal )4
"
1-tip# sup

11411:p £1
9 1- Lip

£ sup poll -18 ) = IN
, 448)

⇒ ce,-9>
c- Id → Chiu)£OI¢ ☒



Nee beséen de vous faire la prove

que V11 métrise la CV faille !

(Au detail prei que II. Hip a→ II. HBL ) -

④ Cas discreet

✗ = {se, , . - - , em } p = (µ , -→ pm) c- Rtm

Y = { Yi , - - - gym} D= ↳ , ,
. .

- in) ERT

T(µ, so) = {I C- Mm,nCR) / Ij 30
ÉIij = pi
j='m }2- Bij = Vji =\

= {Ie Mm,nGR+) I II.
n =p , I'-1m=v }

111

(1
,
. . - ,
1)

Fois
count = Matrices de coeib C

= ( Cij ;
' km )i. j f n

La dualik' saivante de Kantor•rich est

tres interessan.lt dee point de rue

computational i



min { C
,
I > = inf ICI)

IE Mmm/Rt) 2T€ 1T(µ,o )
I -1m =p
E1m= so 11 dualité

11 de K
.

sup poll + v0)
max 1µF> + <kg> = Uta) + Tty) £ else,y )Gg) c- IRM ✗112h

fitgj f Cig

I c- Mm,nlR+) est bien plus grand a
'

explorer que les ② g) C- IRMXIRM

ceairement one eésoeeeto algorithmique deriaait

préféree le point de rue deal !

HILT . Aspects computations .

Comme reference tres complete pour les

aspects computational der transport optimal ,
nous secommanders

" Computational Optimal Transport
"

, -Peyré, Cuturi
( ArXiv 1803 . 00567 )



② Isoeléme historique
Dian point de rue numérique , Sade le

eas discreet est formalisahle et programmable
sur un ordinated digital .
Et nous someones odors confront

'

a' résovdre ;

min SGI> = maxs%%>+↳g>-
II. =p fitgjscij
IT Im =N

-

t.it/VoGu#/-PrimalT1seeelproblemed1optimisat0
→ Optimised linéaire sous eontraintes :

Explorat des points extremes du polytope
des eontraintes comme enseigné dans

un Cours d ' analyse niemenique (chap2

ceutoriteyré
② Ioint de rue moderne

: Reguearisatentropique .

L' entropic discrete poor I C- Mmm (Rt) :

HCA) =

{
- ¥ Dig. Clog-Pij - 1) si Ij > 0

Hi.j
- so Sinon



If est facile de voir que H est 1- fortement
concave car

¥¥ =
- diagCY-P.gr )
⇒ < a

, 8¥:& > f- tell
'

+
Digits 1- forte eoneavité .

Dar consequent one ideé est deconsiderate
problem E- régularisé :

LGI> - EHCI)VK.EC/yo)=infI-cMmmCR+)Fuaire
② * In =p
-

E convexe sur

Itm =D
ee compact 11-440)

done solute cenoque

Be .


