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Tfartie 3 : Une introduce

an transport optimal
IIT Irésentat. dee obgectifs .

Soeent ✗ et Y deux espace poeonais
Cpenser arrests de 112^1 .

* he profléme historique de Monge .

×÷i÷m÷v
Soit c : ✗ ✗Y → RU {too} fondi

being ) 1→ clay) de coat.

Le but at de transporter one distribute de
masse µ sue one autre v ; en

minimisont ee count c.

Il en décoeele un certain mombee de
eontraentes naturelle Mode'lisat° )
↳

µ (X ) = wtf) .
En normalised a' I



on
a
i µ c- 06

, (1) ; v Edf, (G) .

↳ T*p =D si T : *→ Y est

e' apple.cat de transport (T*µ= me sure )
image

Done

Monge ( 1781
⇐

Memoires sue la theorie des

déblais & des semblai

WI
"

"Flµr) := inf S

T.it#v=uqttdHcGe,TG11Leprofle'
me de Monge est one optimised

sous contrails non- lineaires
.

De ee point de rue,
le poofléme de Monge semble difficile a' résoudre .

* La relaxat
°

de Kanter@rich :

En 1942
,
Kantor rich proposer one relaxato

dans un papier
"
on the translocate of masses

"

a
"

l ' aeadémie des sciences de l ' URSS

(Dokeady) .

Ideé_ : Iermeltre be
"

splitting
"

de masse .



^Y
mi>

Mesure naturelle

sur ✗ ✗ YT.fm itldx,dg)=µldnl%☒H
En discreet trei instruct if ;
a G = { 1 , - - - im ] = Em ]1

y
,

= Graphedet

> ✗ = In ]1
µ , Pa -

-
-

-
-

pen
= { 4 - - - in}

Nécersairemeut

*JE IMI , vj =
I µ ; ( out just
iitli)=j T*p= V

)
E'est bien mains général que de considera

^ Y Tcp ,8)
i= { a- c- ok , 14×4) /

⑦+5--14422+5=8}
°

ox
= Livid]

oei Llxl -40,2141=8



Le discreet est toujours anssi instructif

a G = { 1 , - - - im ] = Em ]1

!
n

> ox = IMI"

µ , pa .
-

I
-
-

µn
cij = { 4 - - - in}

écersairement

Hi c- END
, µ ; =

Im cij
ja
m

Hj c- EMI
, Dj = I cij

i=1

Hirsi

Irobléme de Kantorrich

Welp , d) : = inf
* c- 117µs) %×yc↳Y)1Tldqdg)

= inf E CCX,Y)
LCXI =p
LIY ) = so

Monge
ceairement Help, so) 2 We 448)



car l'optimised poor le pb de Monge

se fait sur un espace plus petit :

{ pedal Ssggggldyl ] E IT Gun)

Applicator de Goeplages
transport /Beans de

transport

R-mkifxjvldodda.TN)
pedals,-µldy) clay )= Say-
ltldrsgdg) Dean de transport

renault d '
one apple.cat

'

de transport -
De fagan informelle , visible saetout an

niveau Deseret, Kantororich permet le
" splitting

" des masses Hii #em) et

restore la sgmétrie entre X et y .

Hassi Kantororich relciche les contrails

non - lenéaires de Monge en des contradicts
linéeeires .



-

Goon conceptual considerableRemarque :

cae ee probléme de Kantorrich est

• leinéaere en 2T .

• it € 11-40,0) converse
,
obtenee par

eontraente leinéaire see ckgcxxy) .

De ce point de rue
,
il semble been

plus facile de résoudre Kantorovich

que Monger

Example: (Masse de Dirac )
F- Sa Coo y={a} )
Aeors préfleme de Monge et de Kantororich

coincident -avec

Walp,v) = inf
* c-#gyp)

/ ↳ 8) ltcdxgdy)

= Sox da , a) µldx)

* Example important : Fspaces discrete et

masses identiques



Hey = END
m

;
I = 1- É Syjµ = In ¥

,

Sxi
j= .

~.> it C-
ITGu,D) de le forme

* = ( In Jtij ) ii. jen
vi. µ)*I=µ ⇒ In = FEIN ⇐☐ 1=-2*8i

(A)**⇒ = -zzij = I
i n j

⇐☐ IT E Dn -= Matrices nxn

bistochastiques

Done Welp,8) = inf { In É olxiiyj)Iij / IEBN}ij=i
¥On peat encore grandemeut exsliatee .

anvexe

Eggs : Thom de Cloquet compact
Them de Birkhoff } of Villani . Intro .

Ieee le them de Ehoqeeet , la minimised sur

le eonvexeborné Dm de la forme liuéaire



I 1→tnÑ ccaiiyjjstij est alteénle
i,j= '

sur des points extremaeex C- ext (Dm)

ext(Bn) = Ioinb extremaux

= {a £8m / • me peat siéerire y
x= Ay + 4-A)z

IX. g) c- Dmx@ , At]9I

Dar le them de Birkhoff :
ext (Bn ) =

Done Welp, 8) = inf ± ¥ ccai; got:D
c- Nm

corner sous le nom de

"

Matching P→flem
"

/
"

Izobléme dlaffecta.to
optimal

"

sober aegorithmique en 0cm3)
appelé

"

Algorithm hongrois
"

ou encore
"

Algorithm de Kahn-flunkies
"

Lcf Wikipedia)

Bcp trop lent pour unewtilésato

sgstématique . . .
Ge ga bien mieux

aujourd
' hui : Sinkhorn .



Exercice : Du
"

transport optimal
"

un

se cache derriere la distance de

Livy - Tdrokhorov.

Dans ee cours
,
nous nous intercessors

aux questions :

☒ Est - ce que le proteome de Kentarorich
est bien pose

' ? Admet - it one solute x→?
rut Dualité (coovexel de Kantorieh

.

LQT Deut - on dédeeine one applicator de

transport T* a' Martir dion plan
de transport optimal ** ?



Ca'd quand le pb de Kantor rich

et le pb de Monge coincident ?

ma theorem de Berenice -

1☒ caked effeetif ? Sinkhorn .


