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CM8 : Intégrales et primitives

But : calculer des aires.

Plan :
• la notion d’intégrale et ses propriétés,

• le calcul d’aire,

• les primitives.
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1. Intégrale et calcul d’aire

Definition
Soit f : I !R une fonction continue sur un intervalle I de R.

1 On appelle primitive de f toute fonction F : I !R vérifiant

F 0
(x)= f (x) pour tout x 2 I.

2 Soit F une primitive de f sur I. Pour tous a et b de I, on définit

l’intégrale de a à b de f par

Zb

a
f (t)dt = [F (t)]

b
a = F (b)°F (a).

O

⇐=
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Question 1

On suppose que f est dérivable. A-t-on

Zx

0

f 0
(t)dt = f (x) ?

1 Oui, toujours.

2 Non, pas toujours, mais parfois.

3 Non, jamais.

f = G

f
'

= g

sifter = forget dtI
date [ GHB?
= Gcn) - Glo)
= floe) - fco )
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Rappel : Deux primitives de f : I !R di�èrent d’une constante,

c’est-à-dire que si F1 et F2 sont deux primitives de f , alors

F2 = F1 +cste.

Un certain nombre de primitives « classiques » sont à connaître par cœur.

Si F
,
& F, primitives def

Aeors f=F! = FI done ⑦ -E) ' =D
done

Fitz
=Cste
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Remarque 8

1 La définition d’intégrale semble sous-entendre que

Zb

a
f (t)dt

dépend de la primitive de f choisie. Vérifions que

Zb

a
f (t)dt est

en fait indépendant de F .

Sabf HI dt = [FED
b
= Fcb) - flat

→
a

↳ 0M€ primitive .

( N 'IMIORTE 2AQUELLE!
sifestuneautre.F-ft.es#
[ Fi HD ab = Fcb) - flat = #b) tofte ) - EGHAM

= Fcb) - Fca ) .
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Remarque 8

1 La définition d’intégrale semble sous-entendre que

Zb

a
f (t)dt

dépend de la primitive de f choisie. Vérifions que

Zb

a
f (t)dt est

en fait indépendant de F .

2 L’intégrale vérifie les propriétés de linéarité suivantes :

Zb

a
(f +g)(t)dt =

Zb

a
f (t)dt+

Zb

a
g(t)dt et

Zb

a
∏f (t)dt =∏

Zb

a
f (t)dt.(

# pressure en i'regaenrdontw.ee?nfeehI
.

La derivation at line.ae're

Itg ) ' = ftgi , f)
'
= Af !
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Théorème 9. Admis

Si f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b] alors

l’aire délimitée par :

• les droites d’équations x = a, x = b,

• l’axe des abscisses,

• et Cf

est égale à

Zb

a
f (t)dt unités d’aire.

Cf

I =
Rb
a f (x)dx

x = a x = b

1 u.a.O 1

1

Errors
,

o ¥
tp

Aire
4
n

z 2- Aire rectangle i i -
- 91,2, . - - in - I

= blah flatten in) ai = atb-a) in
~ Nite = at Cb-a) it

= iz; daffodil n

b = Nite - Ni

=Lb-a)=Sabdxfk¥¥↳e
.

L -- fixity
n
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Exercice 26

1 Calculez I =
Z

4

0

x2 +2x +1dx .

2 Interprétez graphiquement I en terme d’aires. Illustrez vos

propos par un schéma.



Intégrale et calcul d’aire Propriétés de l’intégrale Primitives À venir

2. Propriétés de l’intégrale

Proposition 4. Conservation de l’ordre

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b], avec a < b.

• Si f est positive sur [a, b], alors

Zb

a
f (x)dx   0.

• Si f … g sur [a, b], alors

Zb

a
f (x)dx …

Zb

a
g(x)dx

Démonstration. near
• Aire sous eaeoulrbe

done 20 .

A b

.
Si ffg

,
F- g- f >o done fab 9 SO

done of Sabel -_ fab Cgca) - food) DX
Line'aei6= fabgbddn-fabfbh.dk . tf
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Proposition 5. Relation de Chasles

Si f est une fonction continue sur [a, c] et b désigne un réel de [a, c],

alors on a : Zc

a
f (x)dx =

Zb

a
f (x)dx +

Zc

b
f (x)dx

x

y

Cf

x = a
x = b x = c

f

? Mt - Fcb)

-- Ireuve :
Fla) Fcb)-Fla)

si Fest

one primitive
FH -

Lakers
C

Done on a bien FH-Fla) = ⇒- Fla) - [FEI -Mbf)
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Remarque : Conséquences de la relation de Chasles

Intégrale « vide » : Za

a
f (x)dx = 0.

Échange des bornes :
Za

b
f (x)dx =°

Zb

a
f (x)dx .

"
"

/ consequencesde la

=
- Ha) definite .

¥¥b) = - [ Fcb) - Fca))
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Exercice 27

1 Calculer

Z
4

°4

|x | dx puis illustrer le résultat.

2 Calculer

Z
4

°4

|x °2| dx puis illustrer le résultat.

#geom① ↳ lgeldx = Aire sous lacombe = 2x Aire dhenretriangle
a total

= & x BiH #
EE E ¥4 - E
t se Authement; paelianaegse

- " F
"

f
"
pddx = f:(oddx tsollnldx"

= - f.End. + Sobeck

'
② / Fastidious .

=
- EEL! HII!

¥# *:* - to - ESTE
T

'

2*4
= 4×42/21=116 .

" "

f! la- aldx = BALI tBZ
= Ea t Ea

'

= Eat 321=2+18--20 .



Intégrale et calcul d’aire Propriétés de l’intégrale Primitives À venir

Question 2

Que vaut l’intégrale Z
4

°4

|3°x |dx?

1

Z°3

°4

(3°x)dx +
Z

4

°3

(x °3)dx

2

Z°3

°4

(x °3)dx +
Z

4

°3

(3°x)dx

3

Z
3

°4

(3°x)dx +
Z

4

3

(x °3)dx

4

Z
3

°4

(x °3)dx +
Z

4

3

(3°x)dx

A- Y

×

. s k
k

lzzeldx tfg4EEdx
£4313 -a) dx
÷

+ 53
"

CEE) doe
30
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Réponse en image :

x

y

y = |3°x |

x = a x = b

°4 °3 °2 °1 1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

7
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Question 3

x

y

1 2 3 4 5 6 7

a

b

c

Que peut-on dire à propos de l’aire coloriée ci-dessus ?

1 Elle est comprise entre b et c
2 Elle est comprise entre 2b et 2c
3 Elle est comprise entre 4b et 4c
4 Elle est comprise entre 6b et 6c

→UI

→ 4£

• o
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Proposition 6. Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur [a, b] et soit m et M deux nombres

réels. Si pour tout x de [a, b], on a m … f (x)…M, alors on a :

m(b°a)…
Zb

a
f (x)dx …M(b°a)

x

y

Cf

x = a x = b

y =M

y =m
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Definition
On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le nombre réel

1

b°a

Zb

a
f (x)dx

x

y

1

b°a

Zb

a
f (x)dx

Cf

x = a x = b

mi f maxf
BC -a) mints fab fcajdx f lb-a) max f

-
- -

- -
- .
→

Cb-a) maxf .

min f - -
-
-
- -

-
-

-

11/1/14
↳ Cb-a) x minbf



Intégrale et calcul d’aire Propriétés de l’intégrale Primitives À venir

Exercice 28

Calculer l’aire colorée ci-dessous.

x

y

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

y = x +cos(x)

-

a- fatdncateosoe)
= [ a£tsinx ]?
= 52£ + sin I

= 12T sins - sin ! .
= Be.
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Exercice 29

La courbe représentée est celle

de la fonction

f (x)= e°x °4.

Calculer l’aire colorée.

x

y

°1 1

°4

°3

°2

°1

1

2

3

4

y = f (x)

y =°f (x)
Aire = Aire en rouge

+Aire en been
Syme'tri¥ 2x Aire en rouge

= 2£ ! dx 4- e-a)a
=
2 [4ate

-ay! f.
'

dxfflxl)

=L (Ote
- ie) €

=

= 16

tale- E
' )

← I ,
'

dx flat

µ fab fetid = -Aire

aire algobriquet .
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Bilan : lorsque f ne change pas de signe

Cf

x = a x = b

Si f est positive sur [a, b], on
retiendra

A =

Cf

x = a x = b

Si f est négative sur [a, b], on
retiendra

A =fabfcsddse - fabfor)dk
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Bilan : lorsque f ne change pas de signe

Cf

x = a x = b

Si f est positive sur [a, b], on
retiendra

A =
Z

b

a

f (t)dt

Cf

x = a x = b

Si f est négative sur [a, b], on
retiendra

A =°
Z

b

a

f (t)dt
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3. Primitives

Le formulaire de primitives est à connaître par cœur !
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Fonction f une primitive F remarques

xa xa+1

a+1
a 6=°1, le domaine de déf. dépend de a

x°1 = 1

x ln(x) x 2R+§

sin(x) °cos(x) x 2R
cos(x) sin(x) x 2R

ex ex x 2R
lnx x ln(x)°x x 2]0, +1[

1

1+x2
arctanx x 2R

1
p

1°x2
arcsinx x 2]°1, 1[

u0
(x)(u(x))

Æ (u(x))
Æ+1

Æ+1
uniquement si Æ 6=°1

u0
(x)eu(x) eu(x)

u0
(x)

u(x)
ln(|u(x)|)

Remarque 9

On obtient toutes les primitives d’une fonction en ajoutant une constante à une primitive

fixée : si F est une primitive de f sur I, alors les primitives de f sont les fonctions F +C , où

C est une constante.
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À venir

• CC1 : Semaine prochaine (lire le syllabus !) ,! regarder Celcat pour

lieu et horaire !

• TD : préparer l’exercice 41

• Dates limites DM WIMS :

• DM3 - Bijection et fonction réciproque - 4 octobre 2020
• DM4 - Étude qualitative de fonctions - 11 octobre 2020
• DM5 - Intégrales et primitives - 25 octobre 2020
• ...


