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CM7 - Limites et asymptotes

But : savoir tracer la courbe de la fonction f :]2, +1[!R définie par

f (x)= x2 +3x +1

x °2
.

Plan :
• règles usuelles sur les limites (somme, produit, quotient et composée),

• croissances comparées,

• asymptotes.
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1. Règles usuelles de calcul de limite

Definition
On dit que limx!+1

f (x)= L si tout intervalle ouvert contenant L contient

toutes les valeurs de f (x) pour x assez grand.

Autrement dit, limx!+1
f (x)= L si

• 8"> 0, 9M" 2R tel que x >M") f (x) 2]L°",L+"[, ou encore

• 8"> 0, 9M" 2R tel que x >M") |f (x)°L| < ".

Exemple

Prenons f (x)= 1

x . Que vaut L ? Que vaut M" ?

-
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Anssi

L±¥H=¥n+¥=o=L
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Question 1

L’égalité

limx!+1
f (x)= L

signifie que si x1 est plus grand que x2 alors f (x1) est plus proche de

L que f (x2).

1 C’est faux et je sais expliquer pourquoi !

2 C’est faux mais je ne sais pas dire pourquoi.

3 C’est vrai mais je ne sais pas dire pourquoi.

4 C’est vrai et je sais expliquer pourquoi !

Ittner
o O
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Somme de limites

Le tableau suivant donne la limite

lim
t!Æ

(u+v)(t)

lim
t!Æ

u(t)\ lim
t!Æ

v(t) L0 +1 °1

L L+L0 +1 °1

+1 +1 +1 FI

°1 °1 FI °1

LTD

AN
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Exemple 16
• Soient u et v les fonctions définies respectivement par

u(t)= 2t +1 et v(t)=°3cost. Calculons les limites respectives

de u et v en 0, puis la limite de la somme.

• Même chose avec les fonctions u et v définies respectivement

par u(t)= 1
t2 et v(t)=° 3

t4 .

Continente? Done limedH = eelo) =L
t -70
leon VCH = old =-3

let ult) = too

:÷÷. . - is :::*:
' '

¥
m

+→ o

-

- fi:O Fa -FEI:O#(E-3)
= -310T = → .

Hot
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Produit de limites
Le tableau suivant donne la limite

lim
t!Æ

(u ·v)(t)

lim
t!Æ

u(t)\ lim
t!Æ

v(t) L0 < 0 0 L0 > 0 +1 °1

L< 0 °1 +1

0 LL0
FI FI

L> 0 +1 °1

+1 °1 FI +1 +1 °1

°1 +1 FI °1 °1 +1
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Exercice 22

Calculer la limite

lim
t!0

h
2+ (3+ t)(1+ t2

)

i
.

3
-
I

3 ff
- M

= -5
- e
→2+3
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Quotient de limites
Le tableau ci-dessous donne la limite

lim
t!Æ

u
v (t)

lim
t!Æ

u(t)\ lim
t!Æ

v(t) L0 < 0 L0 > 0 0 +1 °1

L< 0 ®1 1

L> 0
L
L0 ±1 1

0

0 FI

+1 °1 +1 ±1 1
FI

°1 +1 °1 ®1 1
FI

1. Attention : si v n’est pas de signe constant au voisinage de Æ, le quotient n’a pas
de limite.

I

E-
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Remarque

Si la fonction u ne garde pas un signe constant près de Æ, alors
1
u

n’admet pas de limite en Æ

Figure – une fonction u Figure – la fonction 1
u

#

fin:" Fmais pass:-)
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Exemple 17

Soit f :R\{°2}!R, t 7! t2 °4

2t +4
. Que peut-on dire de la limite

lim
t!2

f (t)?

O E- 4= #ft -2)

ft→2
htt4=211-+21

-

~

48 = 0

him fat = am E¥¥t -- E:-#Ma
tis -2tis -2 t #-2 = -41£ -£

d- eat tI4→ o

2ft 4) → O
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Exemple 17

Soit f :R\{°2}!R, t 7! t2 °4

2t +4
. Que peut-on dire de la limite

lim
t!2

f (t)?

• On a lim
t!2

u(t)= 0,

• et lim
t!2

v(t)= 8,

• donc la limite du quotient existe et vaut
0
8 = 0.
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Question 2

La limite de
10

8x +1

x2 en +1 est :

1 n’existe pas

2 0

3 1

4 10
8

5 +1
6 C’est une forme indéterminée, on ne peut pas conclure.

←
to
= IIa

t ta

. tf ko

€
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Bilan

Il y a quatre formes indéterminées à connaître par cœur :

• 1°1=FI,
• 1£0= FI,
• 0

0 = FI,
• 1

1 = FI.
Dans une telle situation, on réécrit lorsque c’est possible la fonction

di�éremment de façon à rendre la forme déterminée.
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Composée de limites

Théorème 6. Admis

Soit u, g deux fonctions, Æ , Ø et ∞ trois réels ou +1 ou °1.

Si

lim
t!Æ

u(t) = Ø

lim
x!Ø

g(x) = ∞

9
>>=

>>;
alors lim

t!Æ
g(u(t))= ∞.
I iii.a

-Tutti → B
le'm glad = 8
nap
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Question 3

Que vaut la limite

limx!°1
arccos

µ
1

x

∂
?

1 °1
2 °º

2

3 °1

4 0

5 1

6
º

2

7 +1
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Exercice 23

Calculer, si elle existe, la limite

lim
t!0

q
4+ t + ln(1+ t).
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2. Croissances comparées

Théorème 7. Comparaison exponentielle et polynômes à
l’infini - Admis

On a limx!+1
ex

x =+1 et plus généralement :

8n 2N limx!+1
ex

xn =+1.

De façon similaire, on a limx!°1
xex = 0 et plus généralement :

8n 2N limx!°1
ex £xn = 0.

site
-

lim e? sen = lim e
- a

#
n

na- as a →to
=# =D
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Exercice 24

Calculer les limites

1 limx!°1
(e°x +x)

2 limx!+1
ex °x
ex +1

3 limx!+1
ex

x3 +4x2 +x +1

1

T
to A Fcc
F t m

=
= Lim

. - •

e-
" (Ita- e

" ) = to

=qm→+. eTcE-oa= ;
tea +EI ) → I

$ = i

Tf O
= L'Iata thatIzz ) = to

* up
=

too
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Théorème 8.

limx!+1
ln(x)

x = 0, lim
x!0+

x £ ln(x)= 0.

Démonstration.

lim bum .

- to him en se = -o
N⇒ tD n→Ot

yn ⇒ y= Use

= him tylney)
→to

J → too

= lying,→_enyI=o

dog,o
↳O Foi
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Question 4

Pour étudier limt!+1
ln(t)

t , on utilise le théorème 6 en prenant les

fonctions

1 g(x)=°xex
et u(t)=° ln(t)

2 g(x)= xex
et u(t)= ln(t)

3 g(x)= ln(x) et u(t)= 1
t

4 g(x)= ln(x)
x et u(t)= et

5 J’ai réfléchi mais je ne sais pas répondre.

lipmg = r

lion u .
- B

2

⇒ finna gcuttl )

⑥ → goretti = - tent!e-en9¥
→ gault) = en Ye = -Ent=

tim gta) = lim
- seek = O = V

n-a - oo
n→ him httnlimgoultl

lnimult) = - oo =p t→too
t-rata

+→ to =
I 0=8
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Exercice 25

Calculer les limites

1
limx!+1

(3x °2 ln(x))

2

lim
x!0+

ln(x)

xn

3
limx!+1

xn £ ln(x) avec n   1

bn 10100 .

- 100£10

o par
to to ta a CC

Ft t
=u£*.

- lament )
\
= too → 3

= - OO
' '
-

= too

* to
+N to
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3. Asymptotes à une courbe

Definition
Soit f une fonction définie au voisinage de +1 (respectivement °1).

Si limx!+1
f (x)= L (respectivement limx!°1

f (x)= L), on dit que la droite

d’équation y = L est une asymptote horizontale à la courbe

représentative de f en +1 (respectivement en °1).

Illustration

x

y
Cf y = L
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Definition
Soit f une fonction définie au voisinage de +1 (respectivement °1) et

a, b deux réels.

Si limx!+1
(f (x)° (ax +b))= 0 (respectivement limx!°1

(f (x)° (ax +b))= 0),

on dit que la droite d’équation y = ax +b est une asymptote oblique à la

courbe représentative de f en +1 (respectivement en °1).

x

y

Cf
y = ax +b

f (x)° (ax +b)

O
Rg : si a -_ O
- a

Aeors
asymptote f
Eep ee'm flat - bao
nato y -_

aatb

L'asymptote
oblique

at en fait
horizontal !
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Exemple 18

Soit f la fonction définie sur ]2;+1[ par f (x)= x2 +3x +1

x °2
et Cf sa

courbe représentative.

Déterminons l’asymptote oblique à Cf en +1.

Gl soffit que Iarideutificato .

auf - Laa tba -2bte
- 2btC =L = ={-2atb=3⇐o{7÷3¥ajdegd-axtHLtte
je
t

= 11 A-2

[ on

= at 5 +I
e se-2

Done lim ffa)- bet5) = him Is
Je-Dtr M -Df@ K - 2

Idek generale : Div eeeclidienne = o
- degree de poly =

x2t3nt I = Ita) Cx- 2) to
X. .

Fudge ← deg O
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Definition
Si limx!a f (x)=±1 ou si lim

x!a+
f (x)=±1 ou si limx!a° f (x)=±1 alors on dit

que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale d’équation

x = a.

x

y

Cf

x = a



Règles usuelles de calcul de limite Croissances comprarées Asymptotes À venir

Question 5

On considère la fonction f représentée ci-dessous.

Quelle expression donneriez-vous à f (x) ?

1 f (x)= 1

x +2

2 f (x)= 1

x °2

3 f (x)= x °1

x °2

4 f (x)= x +1

x +2

5 f (x)= x2 +1

x +2

-
L

i n- -
-
- -

.

f-
- n -

-

I

I

→O

se-7+00

O ⇒In
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Question 6

On considère la fonction f représentée ci-dessous. Trouvez f .

1 f (x)= 1

x °2

2 f (x)= x °1

x °2

3 f (x)= x2 °1

x °2

4 f (x)= 1

(x °2)2

5 f (x)= 1°x
(x °2)2

6 f (x)= x °1

(x °2)2

7 f (x)= 1°x2

(x °2)2

8 f (x)= x2 °1

(x °2)2

* !
Sinon I

-

D
X t I

Theiss,an÷ Foe-sik

X = .

✓ v

t .
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À venir

• CC1 : Semaine prochaine (lire le syllabus !) ,! regarder Celcat pour

lieu et horaire !

• TD 7 : préparer les questions 1, 2 et 3 de l’exercice 34

• Dates limites DM WIMS :

• DM3 - Bijection et fonction réciproque - 4 octobre 2020
• DM4 - Étude qualitative de fonctions - 11 octobre 2020
• DM5 - Intégrales et primitives - 25 octobre 2020
• ...


