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CM20 : Fractions rationnelles réelles et intégration

But : calculer l’intégrale suivante

Z1

0

x7+x6+2x4°x °1

x5°x
dx .

Plan :
• décomposition en éléments simples dans R(X ),

• primitives : éléments de première espèce,

• primitives : éléments de deuxième espèce.
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1. Décomposition en éléments simples dans R(X )

Pour trouver la décomposition d’une fraction rationnelle réelle dans R(X ),
on a deux solutions :

• on la déduit de la décomposition dans C(X ),

• ou bien on la cherche directement.

Question : quel sera la forme finale d’une telle décomposition ?
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Adaptons le théorème 8 pour décomposer en éléments simples dans R(X ) :

• un facteur irréductible (X ° r)m de Q(X ) donne toujours des termes

a1
X ° r

+ a2
(X ° r)2

+·· ·+ am
(X ° r)m

,

• un facteur irréductible (X 2+ØX +∞)m donne des termes

a1X +b1
X 2+ØX +∞

+ a2X +b2
(X 2+ØX +∞)2

+·· ·+ amX +bm
(X 2+ØX +∞)m

.

Pour trouver les coefficients a1, b1, a2, b2, . . . , plusieurs méthodes :

• évaluation en quelques valeurs simples

• étude des limites en +1

[Them de structure pone ①CX)

J'AFFIRM E

⇐
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Exemple 16

La décomposition en éléments simples dans R(X ) de

F (X )= 3

X 3°1
= 3

(X °1)(X 2+X +1)

est de la forme

F (X )= a

X °1
+ bX +c

X 2+X +1

avec a, b, c 2R.

 Calculons les coefficients a, b et c de deux manières différentes.

igtyz
①↳ calualee a pies injector

e ②↳ Decompose dans Q
;

+8- Weis
Saline

de
X2tXfI

D=
Fad = fest ¥j Xj regrouped
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Exemple 18

La décomposition en éléments simples dans R(X ) de

F (X )= 2

X 2(X 2+1)2

est de la forme

F (X )= a1
X

+ a2
X 2 + b1X +c1

X 2+1
+ b2X +c2
(X 2+1)2

avec a1, a2, b1, b2, c1, c2 2R.



Décomposition dans R(X ) Application au calcul de primitives Élements de seconde espèce À venir

Conclusion : la forme générale d’une décomposition dans R(X ) est

la suivante

F (X )=E (X ) +
a1,1

X °Æ1
+

a1,2

(X °Æ1)2
+ ·· · +

+
a2,1

X °Æ2
+

a2,2

(X °Æ2)2
+ ·· · +

+ ·· · +

+ b1X +c1
X 2+Ø1X +∞1

+ b2X +c2
(X 2+Ø1X +∞1)2

+ ·· · +

+ ·· ·

(Les polynômes X 2+ØX +∞ sont irréductibles, c’est-à-dire ¢=Ø2°4∞< 0)

Then de structure dans IRCX)
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Question 1

Quelle est la forme de la décomposition en éléments simples dans R(X )
de

F (X )= X 5+3X 4°18X °5

(X +7)2(X °1)(X 2+2X +4)
?

1
a

(X +7)2
+ b

(X +7)
+ c

X °1
+ Æ

(X 2+2X +4)

2 A+ a

(X +7)2
+ b

(X +7)
+ c

X °1
+ Æ

(X 2+2X +4)

3
a

(X +7)2
+ b

(X +7)
+ c

X °1
+ ÆX +Ø
(X 2+2X +4)

4 A+ a

(X +7)2
+ b

(X +7)
+ c

X °1
+ ÆX +Ø
(X 2+2X +4)

5 Comment obtient-on la forme de la décomposition ?

= deg5_
deg5

#
na iega
du E CX)

-
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2. Application au calcul de primitives

Finalement, les éléments pouvant apparaître dans une décomposition dans

R(X ) sont de la forme :

1
a

(X ° r)

2
a

(X ° r)p

3
aX +b

X 2+ØX +∞

4
aX +b

(X 2+ØX +∞)p

avec p   2 et a, b, Ø, ∞ 2R tels que Ø2°4∞< 0.

C’est donc eux qu’il suffit de savoir intégrer.
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Proposition 9

1 Les primitives de x 7! 1

x ° r
sont les fonctions

x 7! ln(|x ° r |)+cte.

2 Pour p   2, les primitives de x 7! 1

(x ° r)p
sont les fonctions

x 7! ° 1

p°1

1

(x ° r)p°1 +cte.

✓ (Facile dupuis Terminal) .
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Exercice

Calculer l’intégrale Z1

0

x2+2x °1

(x +1)2
dx .

xdt2-x-t.net
-

= xtt2o2 = I - 2-

€+112 Get 1)
2 €+112

Dmc !
"

aYa÷n da
-

- 141 -fi. ,dda=E. -1ft, ]?
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3. Élements de seconde espèce

Il faut maintenant une méthode pour traiter les éléments de la forme

aX +b

(X 2+ØX +∞)p

où X 2+ØX +∞ est un polynôme irréductible (¢=Ø2°4∞< 0).

Exemple

On suivra l’exemple du calcul d’une primitive de

x 7! 3x +1

x2°6x +13

=
cstex ¥

* 2-6*-113

Idle :
Si ¥ =

-

¥s⇐p.]
' t . . - -

Aeors je Sais faire .
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Étape 1
On décompose sous la forme :

cte.£ 2X +Ø
(X 2+ØX +∞)p

+cte.£ 1

(X 2+ØX +∞)p

Exemple

On a

3X +1

X 2°6X +13
=

3
2 (2X °6)+10

X 2°6X +13

= 3

2

µ
2X °6

X 2°6X +13

∂
+10

µ
1

X 2°6X +13

∂
.

Le

rester'T
i:
L

= Za tht t

k¥+13
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Proposition : Éléments de seconde espèce (1/2)

1 Les primitives de x 7! 2x +Ø
x2+Øx +∞

sont les fonctions

x 7! ln
≥ØØØx2+Øx +∞

ØØØ
¥
+cte.

2 Pour p   2, les primitives de x 7! 2x +Ø
(x2+Øx +∞)p

sont les

fonctions

x 7! ° 1

p°1

1

(x2+Øx +∞)p°1 +cte.
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Étape 2
On met le dénominateur sous forme canonique :

1

X 2+ØX +∞
= 1

(X +b)2+a2 .

Exemple

X 2°6X +13=X 2°2£3X +9+4

= (X °3)2+2
2.

Grub yet I
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Question 2

Quelle est la forme canonique de X 2°X +1 ?

1 (X °1)2

2 (X °1)2+1

3
≥
X ° 1

2

¥2
+ 1

2

4
≥
X ° 1

2

¥2
+ 3

4

5 (X °2)2°3

6 (X °2)2+5

7 Aucune des propositions ci-dessus

= @-iz)
'

t t - 114
-

X.2-22×+14
= C-£12 +314
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Étape 3
On effectue le changement de variable t = x+b

a :

Zc2

c1

1

(x +b)2+a2 dx =
Z c2+b

a

c1+b
a

1

(at)2+a2 adt

= 1

a

Z c2+b
a

c1+b
a

1

t2+1
dt.

Exemple

Avec le changement de variable t = x°3
2 :

Z1

°1

1

(x °3)2+22 dx =
Z°1

°2

1

4t2+4
2dt = 1

2

Z°1

°2

1

t2+1
dt.
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Question 3

Une primitive de x 7! 1

x2+1
est :

1 x 7! arccosx

2 x 7! arcsinx

3 x 7! arctanx

4 x 7! ° 2x
(x2+1)2

5 x 7! ln(x2+1)

6 Aucune de ces réponses

7 Je ne connais plus mes formules de dérivées usuelles. . .
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Proposition : Éléments de seconde espèce (2/2)

1 Les primitives de t 7! 1

t2+1
sont les fonctions

x 7! arctan(t)+cte.

2 Pour p   2, les primitives de x 7! 1

(t2+1)p
peuvent être

calculées par intégrations par parties successives (polycopié).
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Pour résumer,

Zx 3t+1

t2°6t+13
dt = 3

2

Zx 2t°6

t2°6t+13
dt+10

Zx 1

t2°6t+13
dt

= 3

2
ln(x2°6x +13)+10

Zx 1

(t°3)2+4
dt.

Puis avec le changement de variable u = t°3
2 :

= 3

2
ln(x2°6x +13)+10

Z x°3
2 1

(2u)2+4
2du

= 3

2
ln(x2°6x +13)+5

Z x°3
2 1

u2+1
du

= 3

2
ln(x2°6x +13)+5arctan

µ
x °3

2

∂
+cte.



Fraction

Rationnelle

Décomposition en

éléments simples

Polynôme

P(X )

Bloc de type

1

x °a

Bloc de type

1

(x °a)n

Bloc de type

Æx +Ø
x2+bx +c

Bloc de type

2x +b

(x2+bx +c)n

Décomposition

k .(2x +b)+d

x2+bx +c

Bloc de type

2x +b

x2+bx +c

Bloc de type

1

x2+bx +c

Forme canonique

1

(x +p)2+q2

+ chgmt de variable

u = x+p
q

Primitive

du type :

polynôme

Primitive

du type :

ln(|x °a|)

Primitive

du type :

°1

n°1
£ 1

(x °a)n°1

Primitive

du type :

ln(x2+bx +c)

Primitive

du type :

1

q
£arctan

µ
x +p

q

∂

Primitive

du type :

°1

n°1
£ 1

(x2+bx +c)n°1
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Exercice

Trouver une primitive de

f (x)= 5x3°2x2°x +6

x4°2x3+3x2 .



Décomposition dans R(X ) Application au calcul de primitives Élements de seconde espèce À venir

À venir

• CT : A la rentrée en janvier 2021

programme : tout le cours et les TD, en insistant sur ce qui n’a pas

été évalué en CC

• TD 20 : donner les quatre premières primitives de l’exercice 24

• Dates limites DM WIMS :

• DM9 - Polynômes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020
• DM10 - Fractions rationnelles et décomposition en éléments simples -

13 décembre 2020


