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CM20 : Fractions rationnelles réelles et intégration

But : calculer I'intégrale suivante

L7y x04ox4—x—1
dx.
0

X5—X

Plan :
* décomposition en éléments simples dans R(X),
* primitives : éléments de premiére espéce,

* primitives : éléments de deuxiéme espéce.



1. Décomposition en éléments simples dans R(X)

Pour trouver la décomposition d'une fraction rationnelle réelle dans R(X),
on a deux solutions :

* on la déduit de la décomposition dans C(X),

* ou bien on la cherche directement.

Question : quel sera la forme finale d'une telle décomposition 7




Adaptons le théoréme 8 pour décomposer en éléments simples dans R(X) :
£ on de dhradwe fou @(X)
* un facteur irréductible (X —r)™ de Q(X) donne toujours des termes

a a a
1 2 o m

e E

o' un facteur irréductible (X2 +BX +7)™ donne des termes

aaX+b as X + by amX +bm
+ ot .
X2+ BX+y  (X2+BX+7)2 (X2+BX +y)m

Pour trouver les coefficients aq, b1, as, by, ..., plusieurs méthodes :
* évaluation en quelques valeurs simples

* étude des limites en +oo



Exemple 16

La décomposition en éléments simples dans R(X) de

3 3
X3-1 (X-1)(X2+X+1)

F(X)=

est de la forme
a bX +c

F(X)= +
(X) X-1 X2+X+1

avec a, b, ceR.
~~ Calculons les coefficients a, b et ¢ de deux maniéres différentes.
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Exemple 18

La décomposition en éléments simples dans R(X) de

2

FR= ey

est de la forme

ai an b1X +C1 ng + 2
FX)=22+22
Q=X X2 " xav1 T (x2e1)2

avec ai, ap, b1, by, c1, o eR.



| Dismpestndwa®)  colbowochdlipntss ChemGeenbogs ool
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Conclusion : |a forme générale d'une décomposition dans R(X) est
la suivante
a1 ai,2
F(X)=E(X — + . + +
( ) ( ) X_a]_ (X—a1)2
+ 92,1 + 32,2 + +
X-ay (X-a3)?
+ e+
b1 X+ca boX +
+ +
X2+ p1X+y1 (X2+P1X+71)?
+ “ee

(Les polynémes X2+ BX +7y sont irréductibles, c'est-a-dire A = f2 -4y <0)



Quelle est la forme de la décomposition en éléments simples dans R(X)

de
5 4 _ _ 5
FX) = X°+3X*-18X-5 PR o
(X+7)2(X=1)(X2+2X +4) deg 5
a b c AN CC“&&
o + —_—
+ X-1 (X2+2X+4) Aux EQ(]
O A+ a + b + < + d
(X+7)2  (X+7) X-1 (X2+2X+4)
a b c
(3) —+

X-1 (X2+2X +4)

©® Comment obtient-on la forme de la décomposition ?



2. Application au calcul de primitives

Finalement, les éléments pouvant apparaitre dans une décomposition dans
R(X) sont de la forme :

P 2 P aX+b
(X-r) X2+ BX +y
a
e ——— aX+b
8=l (X2 +BX +y)P

avec p=2 et a, b, B,y €R tels que % -4y <0.

C'est donc eux qu'il suffit de savoir intégrer.



. 1 .
@ Les primitives de x— —— sont les fonctions

x— In(|x - rl) +cte.

. 1 .
® Pour p=2, les primitives de x— ———— sont les fonctions

(x=r)p

1
O
o p—1(x-r)r-1 i



Exercice

Calculer I'intégrale

f1x2+2x—1
———dx
0 (x+1)2
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)(qu:&x—i = @4'/4:—2' = 4- 2
— 2 2 x1)&
(x+1) (1)
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3. Elements de seconde espéce

Il faut maintenant une méthode pour traiter les éléments de la forme

aX+b
(X2 +BX +y)P

ot X2+ BX +7v est un polynéme irréductible (A= B2 -4y < 0).

Exemple

On suivra I'exemple du calcul d'une primitive de

o 3x+1 - Cgﬁx R
x2 —6x+13 2’6142
\ ! /
Y/ SS S T R .
Take b ML*""J
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Etape 1 M' 2

On décompose sous la forme :

Exemple e
On a

3X+1  3(2X-6)+10
X2_6X+13  X2-6X+13
C3( 2X-6
‘§(x2—6X+13
.2 4
. X?—&X+13

+10( !
X2-6X+13




2x+f

————— sont les fonctions
X“+Px+y

@ Les primitives de x —
X — In(’x2+ﬁx+y’) + cte.

2x+p
(x2+Bx+7y)P
1 1

X— — + cte.
p—1(x2+pBx+y)r1

® Pour p=2, les primitives de x — sont les

fonctions




Etape 2
On met le dénominateur sous forme canonique :

1 1
X2+ BX+y (X+b)2+a2

Exemple

X2-6X+13=X%2-2x3X+9+4
=(X-3)2+22,

LoAnD XLFF 4



Quelle est la forme canonique de X2 - X +17

0 (X-1)2 -’/ @%)L+1"“4
e (X-1)%2+1 ?%x -
e(X—%)2+% = () By
o (x-3)'+3

© (X-2)*-3

@ (X-2)2+5

@ Aucune des propositions ci-dessus




Etape 3

On effectue le changement de variable t = %b :

cr+b
e 1 - 1
———dx :f —————adt
fcl (x+b)2 + a2 ark (at)?+a?
1 co+b 1

aJarb 241
a
Exemple

Avec le changement de variable t = %53 :

2

1 1 -1 11 1
4 :f 2dt=—/ —
f_1 (x=3)2+22 T )2 w244 2J)-

dt
2 t2+1




Une primitive de x —

@ x+— arccosx

@® x— arcsinx

© x— arctanx

@ x— In(x?+1)

® Aucune de ces réponses

@ Je ne connais plus mes formules de dérivées usuelles. . .



@ Les primitives de t — sont les fonctions

1
t2+1
X — arctan(t) + cte.

® Pour p=2, les primitives de x — peuvent étre

(t2+1)P
calculées par intégrations par parties successives (polycopié).



Pour résumer,

X — X
[LdtZ— t—6dt+]_0f ;dt
t2-6t+13 2J t2-6t+13 2 — 6t+13

3

25 ( 6X+13 +10f ﬁdt

Puis avec le changement de variable u= %

1
(2u)2+4

x-3
In (x2—6x+13)+10f ’ 2du

du

In (x -6x+13) +5f 1

l\)|w|\>|w r\)|w

In(x? - 6x + 13)+53rctan(x )+cte.



Fraction
Rationnelle

Décomposition en
éléements simples

i

l

Polynéme Bloc de type Bloc dle type
1
P(X 1
al x-a x-a)"
Primitive Primitive dPn;thfe
du type : du type : u type
polynsme In(1x - al)

Bloc de type
ax+p

X% +bx+c

Décomposition
k(2x+b)+d
x2+bx+c

Bloc de type
2x+b

Bloc de type
1

x2+bx+c

Forme canonique
1

+ chgmt de variable
u= %

Primitive
du type :

1 +
—xavctan(u]
q q

Primitive
du type :

In(x?+ bx+c)

Bloc de type
2x+b

(Z+bx+o)n

Primitive
du type :

1
ERSITS




Exercice

Trouver une primitive de



A venir

e CT : A la rentrée en janvier 2021
programme : tout le cours et les TD, en insistant sur ce qui n'a pas
été évalué en CC

* TD 20 : donner les quatre premiéres primitives de |'exercice 24

¢ Dates limites DM WIMS :

* DM9 - Polyndmes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020
* DMI10 - Fractions rationnelles et décomposition en éléments simples -
13 décembre 2020



