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CM19 : Fractions rationnelles

But : peut-on trouver a et b tels que
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Plan :

* quotient de polynémes, quel degré 7
e “décomposition en éléments simples”,

* on décompose.



1. Les fractions rationnelles

Definition
Une a coefficients dans K est une expression de la
forme

F:g avec P,QeK[X] et Q #0.

Par analogie avec les fractions, on dira que
de F K_/ éeéwwh cMMK@\

* P estle
* Qestle de F.
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On note K(X) I'ensemble des fractions rationnelles & coefficients dans K.



1 +X2+X+1
X 4+5X
@ F est un polydme

Notons F(X) = X2+ . Alors

o

© F n'est ni un polynéme, ni une fraction rationnelle
@ je ne vois pas le lien avec la définition.
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Pour I'instant, 5 est seulement une notation.

On va maintenant introduire quelques « régles de calcul » sur K(X) pour
que tout se passe comme pour les fractions habituelles.
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Egalité entre deux fractions rationnelles :

On voudrait, par exemple, que

X X2 = —57 2 .
— &t — = y 2
X2+3 & X3+3X FO2)
représentent la méme fraction rationnelle. - }‘
Xy 3

ke
x3)
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Definition

Deux fractions ratlonnelles Q et Q sont dites Si
P1Q2=P2Qy.

On dit alors que g—i et g—i sont deux de la méme fraction

rationnelle F = %.
1



Opérations sur les fractions rationnelles :

. P P: . .
Si F1 = L et Fp= 2 sont deux fractions rationnelles,

Q1 @
* |a de Fy et F> est définie par
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> F + 3 - T =0
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FiFp = .
270 @

(Il faudrait vérifier que cette définition ne dépend pas des représentants

choisis pour Fy et Fp) . r % .2 .2 (2 efc,;{qu
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Soit F e K(X) une fraction rationnelle.

Po
Qo FooSuils & e ity
® Pp et Qp n'ont pas de racine commune dans C 4= o\n@’(‘uﬂz .

® Qo est unitaire (i.e. son coefficient dominant vaut 1).

Il existe un unique représentant de F tel que :

i P oy . .

On dit que le représentant Q—O est la forme irréductible de la fraction
0

rationnelle F.
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Quelques remarques sur la proposition 7 :

* Méme si F eR(X), on demande que Py et Qg n’aient pas de racine
commune dans C. -

* En fait, la condition 1 est équivalente a : Py et Qg n'ont pas de
diviseur non-constant en commun dans K[X].

* Parfois on omet la condition 2 et on dit que g—g est une forme

irreductible de F (elle n'est plus unique).



Exercice .
x@
_ v 1 X?+X+1
Déterminez le représentant de F(X)=X%+ — + ————
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Si F est une fraction rationnelle, alors le nombre
deg(F):=deg(P)—deg(Q)
ne dépend pas du représentant % choisi pour F.

On I'appelle le degré de la fraction rationnelle F.
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Remarque

On a vu que
1 X _ X

X-1%x2-x AT

sont deux représentants de la méme fraction rationnelle.

On constate bien que le degré des deux représentants est le méme.



1+ X +4X2+5X3
1+3X+4X4
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Quel est le degré de F(X) =



2. Décomposition en éléments simples

Décomposer une fraction rationnelle en éléments simples, c'est I'écrire
comme une

somme de termes dont les dénominateurs sont des puissances de
polynémes irréductibles.

Exemple 11
On vérifie aisément que

2 1 1
X2-1 X-1 X+1

\!

dt.

Cette décomposition est pratique pour calculer I'intégrale

Q.
1) (X+) b
f t2-1



Db le ) bemeedtion an dlimee s Wi o
Soit F € C(X) une fraction rationnelle et % sa forme irréductible, avec
& d
Q(X) = (X—Zl)kl X oeee X (X—Z[)kl. i T CX'%\B

1=\

Alors il existe une unique décomposition de la forme :

a1,1 da1,2 a1 kg
F(X)= E(X : 4 2 d oo db NG S
= BN + o) T xeap X-a)
32’1 + 32’2 + + ﬂ
(X-2) (X —22)? (X —z)ke

+

3[’1 + aé’2 + + ﬂ
(X=2) (X =2z)? (X —zg)ke

avec E(X)eC[X] et a;j € C pour tout i,j.



Exemple

Soit F € C(X) une fraction rationnelle telle que, sous forme irréductible %,
le dénominateur est de la forme :

QIX) = (X =21)* x (X =22)* x (X = z3).

Alors il existe une unique décomposition de la forme :

a1 ai2
F(X)= E(X) X-21) + X-2)2
az1 N a2 a3 + a4
(X—Z2) (X—Zg)2 (X—Zg)3 (X—22)4
as1
(X —2z3)

avec E € C[X] et ajj € C pour tout /,j.
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3. En pratique

Exemple 12

Décomposer en éléments simples sur C la fraction rationnelle :

X4+ X3-9X2-9X+1
(X=3)(X+1)

F(X)=

On cherche une décomposition de la forme :

X4+ X3-9X2-9X +1 _ a b
(X-3)(X+1)

On résout en deux étapes :
@ déterminer E(X),
® déterminer a et b.



Etape 1. Déterminer E(X) (souvent appelé « partie entiére »). o b
A TERELY Y € Z
Remarque e W a= bgin A enct

_—

* Si deg(P) <deg(Q), alors E(X)=0. ®>¢ "-U‘ ; J S

* Si deg(P) =deg(Q), alors E est le quotient de la d|V|S|on 7[ e ]:0 IC
euclidienne de P par Q.

v oq= B4 )
Dans notre cas deg(P) = deg(Q), et la division euclidienne donne :
evmwc,
(X* 4+ X3-09X2-0X +1) = (X2 +3X) (X =3)(X +1)+1 de &
~~ - — b
P(X) Q(X)
d’'ot 0 pri’&—
QW) LX)
FIX)= (X2 43X) + ot (X% 43X) 4 o2+ D
= (X=-3)(X+1) X-3 X+1

CxadoneX Ro avavwe el Gua. et @/



Etape 2. Déterminer a et b dans :

1

a

b

Lq> Mgf{"(\p&b S (2 (I(X Hdh

(X-3)(X+1) X-3 X+1"

a g Advemindbec o

e

> Raeo a#rc,a.ce (3 :

Pour a :
On multiplie par (X —3) de part et
d'autre :
I ot b(X -3)
X+1 X+1 7

On substitue 33 X :

1
Z=a+0.

1

-

— On obtient a=

iMI\&u )

Pour b :
On multiplie par (X +1) de part et
d’autre :

1 a(X+1)

X-3~ x-3 ‘P
On évalueen X=-1:

1
— =0+b.
2 0+

— On obtient b:—%.



Conclusion :
La décomposition en éléments simples de F s'écrit :

X4+ X3-9X2-9X+1 ,_, T -3
=(X X .
(X-3)(X+1) X3+ X3+ X1
2
—9x2-9x+1
Application : les primitives de la fonction x 2 f 4 -0 -0 sont

(x=3)(x+1)
les fonctions de la forme
13, .3,

1
x»—>§x +2x +— In|x 3|——In|x+1|+cte



Exemple 14
Décomposons en élément simples la fraction rationnelle :

2X+1

F(X)= (X+1)2(X +2)’

On cherche une décomposition de la forme :

2X +1 aj a b
B AT R— T .
(X+1)2(X+2) ( )+X+1+(X+1)2+X+2

On résout en trois étapes :
@ Déterminer E — ici E=0 car deg(P) <deg(Q)
® Déterminer as et b — méthode précédente

© Déterminer a;



Etape 2. Déterminer as et b dans

2X+1 o N ao N b
(X+1)2(X+2)  X+1 (X+1)2 X+2°

* En multipliant de part et d'autre par (X +1) on obtient :

2X+1_
X+2

b(X +1)?
X+2

ap(X+1)+ax+

puis en substituant —1 a X on trouve ap = —1.

* En multipliant de part et d'autre par (X +2) on obtient :

2X+1  a1(X+2) . a(X+2)

- b
X+12 x+1 T xs12 "

puis en substituant —2 3 X on trouve b=-3.



Etape 3. Déterminer a; dans

2X+1  _ a -1 -3
(X+1)2(X+2)  X+1 (X+1)2 X+2

Méthode A. s
<y 2X+1 N 1 __a N -3
Mt (X+1)2(X+2) (X+1)2 X+1 X+2
o SR 3_ (3X43) a3
OH D) (X +1)2(X+2)  X+1° X+2
gﬂm@u&w 3 a -3
=

(X+1)(X+2) X+l X+2

Puis on réapplique la méthode de I'étape 2.
(Multiplication par X +1 puis substitution de =1 3 X)



Etape 3. Déterminer a; dans

2X+1  _ a -1 -3
(X+1)2(X+2)  X+1 (X+1)2 X+2

Méthode B. Seulement s'il n'y a pas de coefficients complexes !
On multiplie de part et d’autre par (X +1) :
2X +1 -1 -3(X+1)
(X+1)(X+2) (X+1) X+2

Puis on regarde la limite lorsque X tend vers +oo :
0= a+ 0-3

On trouve alors a; = 3.



Etape 3. Déterminer a; dans

2X+1  _ a -1 -3
(X+1)2(X+2)  X+1 (X+1)2 X+2

Méthode C.
On substitue @ X une valeur qui n'apparait pas dans les dénominateurs.
Par exemple, en substituant 0 & X, on trouve :

2x0+1 _a N -1 + -3
(0+1)2(0+2) 0+1 (0+1)2 0+2’

et ainsi a; =3.



Résumé de la méthode :

© On met F sous forme irréductible
de polynémes irréductibles

£ et on décompose Q en produit

Q

® On calcule E en faisant la division euclidienne de P par Q :

P=EQ+R,
R

aprés quoi on s'intéresse seulement la fraction 0

® On calcule les coefficients a; j, en commencant par ceux au-dessus

des plus grandes puissances.



On étudie la décomposition en éléments simples Qéva te :
x (1)
M3X3+4) B /al ap b1 " by (W
(X -2)2(X )& \%ﬁ (XH+1)?

Si je veux trouver le coefficient by :
@ Je multiplie tout par (X —2) et je substitue 2 3 X
® Je multiplie tout par (X —2)2 et je substitue 2 3 X
© Je multiplie tout par (X +1) et je substitue —1 a X
© Je multiplie tout par (X +1)? et je substitue -1 a X
@ Aucune de ces méthodes ne fonctionne




On étudie la décomposition en éléments simples suivante : o X=2
3x3+4 a ) an N b1 N by
?X 22(X+1)2 X-2 (X-2)2 X+11(X+1)2'
MR 3l L k@) ey G (i ke
’T 6{4 \\2

1 -
S| Je veux trgjver le coefficient ay :
@ Je multiplie tout par (X —2) et je substitue 2 3 X MC+ ole fauter @y
® Je multiplie tout par (X —2)2 et je substitue 2 a X pe

| lin S <ttt — s Ej)e(m)—&&

FrouNnel

()

® Aucune de ces méthodes ne fonctionne



Exercice

Déterminer la décomposition en éléments simples dans C(X) de la
fraction rationnelle
2X3-1

FX)= (X2-1)(X +1)

Les étapes sont les suivantes :
@ division euclidienne pour déterminer la partie entiére E(X)
@® factorisation du dénominateur en produit d'irréductibles
© écriture de la forme de la décomposition en éléments simples

O recherche des coefficients
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Qxte®
(KM 11)2/ =X
LY+
[Exemple 15 @ )(24— 2< = chz’f'_’lz) ;X[X’O&*)
@ Déterminer la partie entiére de F(X) = )&;33—5_()2(4_3

@ Décomposer dans C[X] le polynome X3+ X.
© Déterminer la décomposition en éléments simples de F(X) dans

C(X).
O En déduire la décomposition en éléments simples dans R(X).
@ Tum de e [
b+ &
— 7 ‘ I\ a
1:0() = X t 7 X X+t //B 0, C

e @ /
/)/(’\Ou,\fo‘k{) q{ b{ &
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Quelle est la forme de la décomposition en éléments simples dans R(X)

de 6
6 5 4 3 2
)= XCHIC-3X4 -3 -3x2 18X -5 = deg ©

(X+2)(X-1)2(X2+ X +1) ' &93»5
a b aX+p
%(X—1)2'(X2+X+1) é
02 4 b c . aX+p &%J;(x)fﬁ
12 (X-1) (X2+X+1)
© AX+B+— b < <

(X+2)  (X=12  (X-1) " (X2t X+1)

a b c
O ) T T D h

EOX = Q¥+ B .




A venir

* TD 19 : préparer |'exercice 18

* Dates limites DM WIMS :

* DMO9 - Polynémes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020
* DM10 - Fractions rationnelles et décomposition en éléments simples -
13 décembre 2020



