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CM19 : Fractions rationnelles

But : peut-on trouver a et b tels que

2X

(X °1)(X +1)
= a

X °1
+ b

X +1
?

Plan :

• quotient de polynômes, quel degré ?

• “décomposition en éléments simples”,

• on décompose.

↳
decomposition en

ele
' meats simples
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1. Les fractions rationnelles

Definition
Une fraction rationnelle à coefficients dans K est une expression de la

forme

F = P

Q
avec P ,Q 2K[X ] et Q 6= 0.

Par analogie avec les fractions, on dira que

• P est le numérateur de F ,

• Q est le dénominateur de F .

On note K(X ) l’ensemble des fractions rationnelles à coefficients dans K.

← Elements dansQ

Analogue :
IN
,
Th ←is NEXT

Q -
- {if I PEX, q EIN

't} ⇒ IKCX)
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Question 1

Notons F (X )=X 2+ 1

X
+ X 2+X +1

4+5X
. Alors

1 F est un polyôme

2 F est une fraction rationnelle

3 F n’est ni un polynôme, ni une fraction rationnelle

4 je ne vois pas le lien avec la définition.
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Pour l’instant,
P

Q
est seulement une notation.

On va maintenant introduire quelques « règles de calcul » sur K(X ) pour

que tout se passe comme pour les fractions habituelles.
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Égalité entre deux fractions rationnelles :

On voudrait, par exemple, que

X

X 2+3
et

X 2

X 3+3X

représentent la même fraction rationnelle.

Definition
Deux fractions rationnelles

P1
Q1

et
P2
Q2

sont dites égales si

P1Q2 =P2Q1.

On dit alors que
P1
Q1

et
P2
Q2

sont deux représentants de la même fraction

rationnelle F = P1
Q1

.

IKCX) = { Ep I I EKED,
9 Q Elk

,

Rappel . Q fo y

=

1×1×73)

= XX2+3
done oui ? Mais je connor's juste

Egdik
'

sue IKCX) ) eaegalite
'

see KEXT ?
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Opérations sur les fractions rationnelles :

Definition
Si F1 = P1

Q1
et F2 = P2

Q2
sont deux fractions rationnelles,

• la somme de F1 et F2 est définie par

F1+F2 = P1Q2+P2Q1
Q1Q2

.

• le produit de F1 et F2 est défini par

F1F2 = P1P2
Q1Q2

.

(Il faudrait vérifier que cette définition ne dépend pas des représentants
choisis pour F1 et F2)

II

=

I
, Qa + Is=

¥
,

' II
.

= Ea, Far

txo ,
Hartree que se

I = If
,

= '¥÷ , Fa = II, =¥€, 12×2 dentures)

odors IQ2aQ = I¥t¥
'

.

It done Ittf bien ddfini .

Q Qu Q' Q2
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Proposition 7

Soit F 2K(X ) une fraction rationnelle.

Il existe un unique représentant
P0
Q0

de F tel que :

1 P0 et Q0 n’ont pas de racine commune dans C,

2 Q0 est unitaire (i.e. son coefficient dominant vaut 1).

On dit que le représentant
P0
Q0

est la forme irréductible de la fraction

rationnelle F .

( IK = Q
,
IR ar e )

Iroduits d
'irreducible

447 different .

I



Analogy : soit FE Q1 one fraction -

~

To ! F= Ig represented tel que
① pet q n'out pas de factor fumier en commune .

② q EIN

en dit Eg est la forme irreducible
-

Frente : Existence : On fait feared dans les Leas .

rn

On frond F= If one forme peotentiellement non - irreducible

Ft on simple foe les factors premiers / irreducible communes .

Them invoque , Sue Th
,

lcercrituee en nombre promisees # est unique Euclid)
✓

See CIEX]
,
describe enprodeeit II. LX -ai )

mi
de

soeynames irreducible est unique a' elordee pred Alembert)€
µ ¥

. ,

a ,
¥, a, +

a
,
+ a, . .

. . . , an

s III ai dit as × aaxazx . - .
. x an

Bar ex : n ! = IIe i

tfinsioueEritI_a1TCx-ajMa-Mairaqdeagmac@jm.t) %aEkeamuet.de
a raceme dei .

Q =BIT * ma
,
# Q)

a : .ru#deQ
= min ( ma male))

g- =
Tal Cx- a)

ma ↳ * mate) = o

Dono F =
I d si a n'est pas racine

-

-

l B
Ta ex

- a)ma.⑥)
de

Eccrine) racemes
communes

ask:Fst = aE¥a¥'×¥¥ex-asma⇐tma*%!z
+
important ¥EI latex- a)

Mala) - maltha)
q

que
Ce que
jieeris



www.tejw : Surgeons F= If
,

= That, deux escritores irreducible
.

Done The Qo
'

= If
'

Qo legalist
'

des fractions ) .

↳ Egalile des coeffs dominants de Io RI '
.

Quilted simplifier
,

on peut suppose que e'et L .

↳ Ecritcue em product d 'irreducible : Io =
ITCH a)

ma

.
.
.

Dok Po

,,Qo
'

= IT Caa)
Ma t ma

I.
'

Q, = IT CX-a)
ma

'J t Macao)

Dar amice'll du product en irreducible ( a
'

Nordre pret ) :
ta Ed

,
ma CIO) t Macao

' ) = ma CE
' ) t Macao )

① Hypotheses Pas de racine communes entre Io
,
Q. ②

d- Io
'

,
Qi .

Dona Macko) - Mala.) = Maltz ') - machi )

Ici par@ is
mdceisairement Maceo) = math')

{Malad = macao ' l .

no Io = If & Qo=Qo
'

TE

Eaf : Refaites la preuxe avec e' examples

explicit F = &÷fIX .
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Quelques remarques sur la proposition 7 :

• Même si F 2R(X ), on demande que P0 et Q0 n’aient pas de racine

commune dans C.

• En fait, la condition 1 est équivalente à : P0 et Q0 n’ont pas de

diviseur non-constant en commun dans K[X ].

• Parfois on omet la condition 2 et on dit que
P0
Q0

est une forme

irréductible de F (elle n’est plus unique).

-
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Exercice

Déterminez le représentant de F (X )=X 2+ 1

X
+ X 2+X +1

5X +4
.

jarred

= 5X4t4X×5 1= #ltHX¥¥
Xl5Xt4 ) XEXt4)
7- I

=

544+4×3 t 51+4 tXtXtl
-

pas
de ro eines communes OUI .

×C5Xt4 ) '

Dco) =L f-O

=
¥"×¥E't = # IEE ) - ¥lx2txtDI¥F0
Xlxtttz)
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Proposition 8

Si F est une fraction rationnelle, alors le nombre

deg(F ) := deg(P)°deg(Q)

ne dépend pas du représentant
P
Q choisi pour F .

On l’appelle le degré de la fraction rationnelle F .

Remarque : ce nombre peut éventuellement valoir °1 si P = 0.

Frente : F -- ¥ =¥o, deux e'cinctures

Alers IQ
'
= IQ =p degI tdeg

@
'

= deg D
'

+ deg @

⇐D deg I - deg Q = deg I
'
- deg Q

'

Et done deg F me depend pas de e' Eritrea chaise !
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Remarque

On a vu que

1

X °1
et

X

X 2°X

sont deux représentants de la même fraction rationnelle.

On constate bien que le degré des deux représentants est le même.

⇐ Ian
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Question 2

Quel est le degré de F (X )= 1+X +4X 2+5X 3

1+3X +4X 4 ?

1 °1
2 °4

3 °3

4 °2

5 °1

6 0

7 1

8 2

9 3
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2. Décomposition en éléments simples

Décomposer une fraction rationnelle en éléments simples, c’est l’écrire

comme une

somme de termes dont les dénominateurs sont des puissances de

polynômes irréductibles.

Exemple 11

On vérifie aisément que

2

X 2°1
= 1

X °1
° 1

X +1
.

Cette décomposition est pratique pour calculer l’intégrale

Zb

a

2

t2°1
dt.

11

2-
CX- 1) CXH)
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Théorème 8. Décomposition en éléments simples sur C(X ) (admis)

Soit F 2C(X ) une fraction rationnelle et
P
Q sa forme irréductible, avec

Q(X )= (X °z1)
k1 £ · · ·£ (X °z`)

k` .

Alors il existe une unique décomposition de la forme :

F (X )= E (X ) +
a1,1

(X °z1)
+

a1,2

(X °z1)2
+ ·· · +

a1,k1

(X °z1)k1

+
a2,1

(X °z2)
+

a2,2

(X °z2)2
+ ·· · +

a2,k2

(X °z2)k2

+ ·· · · · ·

+
a`,1

(X °z`)
+

a`,2

(X °z`)2
+ ·· · +

a`,k`

(X °z`)k`

avec E (X ) 2C[X ] et ai ,j 2C pour tout i , j .

b ki
= IT (X-zi)

i =L
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Exemple

Soit F 2 C(X ) une fraction rationnelle telle que, sous forme irréductible
P
Q ,

le dénominateur est de la forme :

Q(X )= (X °z1)
2£ (X °z2)

4£ (X °z3).

Alors il existe une unique décomposition de la forme :

F (X )= E (X ) +
a1,1

(X °z1)
+

a1,2

(X °z1)2

+
a2,1

(X °z2)
+

a2,2

(X °z2)2
+

a2,3

(X °z2)3
+

a2,4

(X °z2)4

+
a3,1

(X °z3)

avec E 2C[X ] et ai ,j 2C pour tout i , j .
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3. En pratique

Exemple 12

Décomposer en éléments simples sur C la fraction rationnelle :

F (X )= X 4+X 3°9X 2°9X +1

(X °3)(X +1)
.

On cherche une décomposition de la forme :

X 4+X 3°9X 2°9X +1

(X °3)(X +1)
=E (X )+ a

X °3
+ b

X +1
.

On résout en deux étapes :

1 déterminer E (X ),

2 déterminer a et b.
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Étape 1. Déterminer E (X ) (souvent appelé « partie entière »).

Remarque

• Si deg(P)< deg(Q), alors E (X )= 0.

• Si deg(P)  deg(Q), alors E est le quotient de la division

euclidienne de P par Q.

Dans notre cas deg(P)  deg(Q), et la division euclidienne donne :

(X 4+X 3°9X 2°9X +1)
| {z }

P(X )

= (X 2+3X )(X °3)(X +1)
| {z }

Q(X )

+1

d’où

F (X )= (X 2+3X )+ 1

(X °3)(X +1)
= (X 2+3X )+ a

X °3
+ b

X +1
.

°#b
.

Analogies a
,
b t B f

IExample important
i

-
a= b.qtr

dir encl .

A- as = better = g tf
A -

Z E -20, IE

ma q= ELBE)
partie
entire're

de a-
b

= ¥71, =
473×7 +1

¥4

=

Excitement le meine calculi que Sae Q !
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Étape 2. Déterminer a et b dans :

1

(X °3)(X +1)
= a

X °3
+ b

X +1
.;

Pour a :

On multiplie par (X °3) de part et

d’autre :

1

X +1
= a+

b(X °3)

X +1
.

On substitue 3 à X :

1

4
= a+0.

! On obtient a= 1
4 .

Pour b :

On multiplie par (X +1) de part et

d’autre :

1

X °3
=
a(X +1)

X °3
+b.

On évalue en X =°1 :

1

°4
= 0+b.

! On obtient b =°1
4 .

↳ the'thede sans ee coors : Mette au mi denomination et

↳ flees efficace (BCI) : identifier .
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Conclusion :

La décomposition en éléments simples de F s’écrit :

X 4+X 3°9X 2°9X +1

(X °3)(X +1)
= (X 2+3X )+

1
4

X °3
+

°1
4

X +1
.

Application : les primitives de la fonction x 7! x4+x3°9x2°9x +1

(x °3)(x +1)
sont

les fonctions de la forme

x 7! 1

3
x3+ 3

2
x2+ 1

4
ln |x °3|° 1

4
ln |x +1|+cte.
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Exemple 14

Décomposons en élément simples la fraction rationnelle :

F (X )= 2X +1

(X +1)2(X +2)
.

On cherche une décomposition de la forme :

2X +1

(X +1)2(X +2)
=E (X )+ a1

X +1
+ a2
(X +1)2

+ b

X +2
.

On résout en trois étapes :

1 Déterminer E ! ici E = 0 car deg(P)< deg(Q)

2 Déterminer a2 et b ! méthode précédente

3 Déterminer a1
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Étape 2. Déterminer a2 et b dans

2X +1

(X +1)2(X +2)
= a1
X +1

+ a2
(X +1)2

+ b

X +2
.

• En multipliant de part et d’autre par (X +1)2 on obtient :

2X +1

X +2
= a1(X +1)+a2+

b(X +1)2

X +2

puis en substituant °1 à X on trouve a2 =°1.

• En multipliant de part et d’autre par (X +2) on obtient :

2X +1

(X +1)2
=
a1(X +2)

X +1
+
a2(X +2)

(X +1)2
+b

puis en substituant °2 à X on trouve b =°3.
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Étape 3. Déterminer a1 dans

2X +1

(X +1)2(X +2)
= a1
X +1

+ °1

(X +1)2
+ °3

X +2
.

Méthode A.

2X +1

(X +1)2(X +2)
+ 1

(X +1)2
= a1
X +1

+ °3

X +2

3X +3

(X +1)2(X +2)
= a1
X +1

+ °3

X +2

3

(X +1)(X +2)
= a1
X +1

+ °3

X +2
.

Puis on réapplique la méthode de l’étape 2.

(Multiplication par X +1 puis substitution de °1 à X )

~

←→

Maihem denominator 3¥
, L )

¥ENt2)
simplification
⇐a
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Étape 3. Déterminer a1 dans

2X +1

(X +1)2(X +2)
= a1
X +1

+ °1

(X +1)2
+ °3

X +2
.

Méthode B. Seulement s’il n’y a pas de coefficients complexes !

On multiplie de part et d’autre par (X +1) :

2X +1

(X +1)(X +2)
= a1+

°1

(X +1)
+
°3(X +1)

X +2
.

Puis on regarde la limite lorsque X tend vers +1 :

0= a1+0°3

On trouve alors a1 = 3.
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Étape 3. Déterminer a1 dans

2X +1

(X +1)2(X +2)
= a1
X +1

+ °1

(X +1)2
+ °3

X +2
.

Méthode C.

On substitue à X une valeur qui n’apparaît pas dans les dénominateurs.

Par exemple, en substituant 0 à X , on trouve :

2§0+1

(0+1)2(0+2)
= a1

0+1
+ °1

(0+1)2
+ °3

0+2
,

et ainsi a1 = 3.
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Résumé de la méthode :

0 On met F sous forme irréductible
P
Q et on décompose Q en produit

de polynômes irréductibles

1 On calcule E en faisant la division euclidienne de P par Q :

P =EQ+R ,

après quoi on s’intéresse seulement la fraction
R
Q .

2 On calcule les coefficients ai ,j , en commençant par ceux au-dessus

des plus grandes puissances.
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Question 3

On étudie la décomposition en éléments simples suivante :

3X 3+4

(X °2)2(X +1)2
= a1
X °2

+ a2
(X °2)2

+ b1
X +1

+ b2
(X +1)2

.

Si je veux trouver le coefficient b2 :

1 Je multiplie tout par (X °2) et je substitue 2 à X

2 Je multiplie tout par (X °2)2 et je substitue 2 à X

3 Je multiplie tout par (X +1) et je substitue °1 à X

4 Je multiplie tout par (X +1)2 et je substitue °1 à X

5 Aucune de ces méthodes ne fonctionne

y

0

K¥ )
x#K

TE t.se#Y*
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Question 4

On étudie la décomposition en éléments simples suivante :

3X 3+4

(X °2)2(X +1)2
= a1
X °2

+ a2
(X °2)2

+ b1
X +1

+ b2
(X +1)2

.

Si je veux trouver le coefficient a1 :

1 Je multiplie tout par (X °2) et je substitue 2 à X

2 Je multiplie tout par (X °2)2 et je substitue 2 à X

3 Je multiplie tout par (X +1) et je substitue °1 à X

4 Je multiplie tout par (X +1)2 et je substitue °1 à X

5 Aucune de ces méthodes ne fonctionne

(

en X=2

°
J

"4¥! 3x£i =
Hai ta. + *at.L×÷+¥)

per
met dctrouxaa,

\ Bernet de

y } travel
les Lbj)
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Exercice

Déterminer la décomposition en éléments simples dans C(X ) de la

fraction rationnelle

F (X )= 2X 3°1

(X 2°1)(X +1)
.

Les étapes sont les suivantes :

1 division euclidienne pour déterminer la partie entière E (X )

2 factorisation du dénominateur en produit d’irréductibles

3 écriture de la forme de la décomposition en éléments simples

4 recherche des coefficients



FIX) = 2×3--1
=
2×3-12 ① X'+XIX - I

1×2- 1) CXH ) X 't 'T- X -I
a XC-1) Htt )

ax .si/I-x-I--cx-Hextix- 2
- 2×2+2×+1

Done FCX) = I + -2772×+1×3+42
-X - I

② = 2 t -2×2+2×+1
141> CHIH

③ = 2 t ×÷ + IIT t¥÷
④
calculate at et ba : go

↳ Fcxlcx-t) = 2C¥ta , t k -t¥I)
⇒ (FINCH)) -

- a
,

f- I like

⇒ a
.

= (7*94*7.si#hx=e-- Too
↳ Fulani = 21¥77 a

. ba¥÷a
⇒ ba = fad '71*1=(9×7,57*6*1)
X= -I

= =-3
He -I

• Caked de bi :
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Faa ¥9,7 ,.
-

-

at :# '- II. t¥
-

Ansi fad - ¥12,7, , = 32×3-1=3*1
⑦- t )#K

= I 4×3195*77,532 = I 4×3-3×+12
(X - t ) # 12

I at YI, + If,
① (4×3-3×+1) ,#s =

o ! Done

(4×3-3*1) = Htt) ( 4X4 -4×+1)
Z poses

la div euclidienne ou identified

Dono 2 't'¥4
,
tb¥+

,

=
Fix) - 3121¥ , ya

= Iz ¥l4Xt )
(X- t ) Cxt 44

Done b
, = ④ +YI, tb⇒×CxtD]µ=,
= '

a

I x= - I
4+4 + A

= I= I ×

4
'
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Exemple 15

1 Déterminer la partie entière de F (X )= X 4+3X 2+3

X 3+X
.

2 Décomposer dans C[X ] le polynôme X 3+X .

3 Déterminer la décomposition en éléments simples de F (X ) dans

C(X ).

4 En déduire la décomposition en éléments simples dans R(X ).

① #+3×4-3 µtX Done 2×2+3
#tha ) x Faas X t-

Ez xxx

. 20×74=44171) -

-
X Ati)

✓

③ Them de stature :

FIX) = X t f- t¥t¥i Claire
€6 !

Tremors a. bae .



↳ a =
x)
,×=o

= *tho
= It = 3

.

↳ Affirmation :
b = I

xxx
* c.

= (I"i¥÷, "hx=-i
c

- /

=

I -3+3

-1¥
= IF = - Yg

Done fad = X t ¥ - ¥7 -1k¥.

decomposition dans QCX) !

④ Remarque que sont conjugacy .

Hi t Xt i
FCX) = X +¥ -I fixit

= X t Ze - XXII

bien dans RCX)
.

)
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Question 5

Quelle est la forme de la décomposition en éléments simples dans R(X )
de

2X 6+3X 5°3X 4°3X 3°3X 2°18X °5

(X +2)(X °1)2(X 2+X +1)
?

1
a

(X +2)
+ b

(X °1)2
+ ÆX +Ø
(X 2+X +1)

2
a

(X +2)
+ b

(X °1)2
+ c

(X °1)
+ ÆX +Ø
(X 2+X +1)

3 AX +B + a

(X +2)
+ b

(X °1)2
+ c

(X °1)
+ Æ

(X 2+X +1)

4 AX +B + a

(X +2)
+ b

(X °1)2
+ c

(X °1)
+ ÆX +Ø
(X 2+X +1)

(Qu ' et ce que vote intuition dit ? )

text = deaf
deg5

- E
- deg ECX ) = I

ECX) = It B .



Les fractions rationnelles Décomposition en éléments simples Méthode pratique À venir

À venir

• TD 19 : préparer l’exercice 18

• Dates limites DM WIMS :

• DM9 - Polynômes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020
• DM10 - Fractions rationnelles et décomposition en éléments simples -

13 décembre 2020


