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But : quel est la décomposition en produit d'irréductibles de X4 +X2+17

Plan :
* les polynémes irréductibles,

* factoriser dans C[X], 7%?&&&& _

* factoriser dans R[X].



Rappel

Sir,..., rk sont des racines (distinctes) de P de multiplicités respec-
tives my, ..., my, alors

P(X)=(X=r)"(X=r)"2--(X=rg)™Q(X).

Une fois toutes les racines « extraites » :
* @ peut-il étre non-constant?

* si oui, peut-on encore le décomposer comme un produit de
polynémes ?



1. Polynéme irréductible %
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Definition
Un polynéme est dit si
* il est non-constant

* et il ne peut pas s'écrire comme un produit de deux polynémes de
K[X] tous les deux non-constants.
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Est-ce le polynéme X2+ X +1 est un polynéme irréductible ?
@ Ouicaritest non constant
@® Oui car il n'a pas de racine dar R,

© Non car il est constant

® Non car il a des racines A= b -3 e dary O
A 'y 2
© On ne peut pas savoir (oo ot Y an
e ii\E - e 3
X EY

O ax ) = O dX-F)



Quand on parle d'irréductibilité, il faut toujours préciser dans quel
K[X] on se place!

Le polynéme P(X) = X?+1 peut-étre vu au choix comme un polynéme
de R[X] ou de C[X].

* Dans C[X], le polyndme P n’est pas irréductible car

P(X)=(X=i)(X+i).

eC[X] eC[X]

* Dans R[X], le polynéme P est irréductible.



But pour la suite de ce cours :
décomposer un polynéme en produit de polynémes irréductibles.

Quels sont les polynomes irréductibles sur C et sur R?




2. Décomposition dans C[X]

Sur C, tout polynéme de degré supérieur ou égal 3 1 admet au moins
une racine.

On revient sur le théoréme précédent : si P a pour seules racines rq, ..., rg
d'ordres respectifs my, ..., my, alors eaG

P(X)=(X=r1)™ (X —r2)™ (X =)™ Q(X)

= Le polynéme Q n'a pas de racine (sinon ce serait aussi une racine de
P), donc il est de degré strictement inférieur a 1.
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* Les polynémes irréductibles de C[X] sont exactement les
polynémes de degré 1.

* Tout polynéme P e C[X] se décompose en produit de polynémes
irréductibles :

P(X)=a(X =)™ (X =r2)"™ (X = i)™

ou : Q,

* a2 est le coefficient dominant de P, 91&?; Z @

® r,...,rg sont les racines de P et il

* my,..., my leurs multiplicités.
De plus, cette décomposition est unique a I'ordre des facteurs
prés.

Peawve:  Ukliser  d'Abombest -
AN




4 med pos coove udiplp
Exemple ! 40 o A

On considére le polynéme ' e
| - +X+ f)
P(x)=x"-1.1 = ()X T

Les racines de P sont exactement les racines n-iémes de |'unité :

:fk:e"z*ﬁ”’ k=0,1,...,n-1. 'l Duce ﬁTJt@u g:j
Ainsi : Ly o o
X”—1=(X—1)m1x(X—eizTn)mzx---x(X—ei@)mn
am, +zma\*'/-~ T @, =m —p = A
Dans C[X], on a}ou(;zl:rfl e S w0 s‘“‘f‘eef/

m1+mp+---+ my = deg(P).
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On considére le polynéme :
P(X)=X3-2X%2-X+2.

Sa décomposition en irréductibles est I'une des propositions ci-dessous.
Laquelle?

0 (X=2)* o (X=2)(x+1)
= (E’;E "1?3 O (X=1(X+12
0 (X-2)(X-1) @ (X-2)(X-1)(X+1)
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3. Décomposition dans R[X e
Pamy Ee L & i€ g a A aitres jece o 6o
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Soit P(X) = aX?+bX +ceR[X].
P est irréductible dans R[X] <  b®-4ac<0.
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Par exemple, X2 +1 est irréductible dans R[X].
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Tout polynéme P € R[X] est aussi un polynéme de C[X].

Soit P € R[X]. Alors pour tout z€C,
P(z)=0 < P(z)=0.
De plus, si z et Z sont racines de P (vu dans C[X]), alors elles ont
méme multiplicité.
Q{oﬂlﬁ ?CX) = Z aR,XQ) avec Q'a' & R s
D, Bl - Z @i = Z @ z% — Zanz—Er) £
Attention : cette équivalence n'est pas vraie pour P e C[X].
/
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On a
(X-2)(X-2)=7

(1} X2-72

(0} X242

e X°—|z|?

0 X°+|z|?

e X? —2Re(z)X + |z|2
® X?+2Re(2)X +1zI?
@ X?-2Im(2)X +|z/?
0 X2 +2Im(z)X + |z|2



Pour tout z€C, %O(W
X, a mfne
(X_z)(X_E):X2—2Re(Z)X+|z|2 M‘;F%u_‘z/
—— —— . ~ il 7
£ ectyd eR[X] que &
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Finalement :
@ P eR[X] cC[X] est décomposable dans C[X] sous la forme :

P(X)=a(X=z1)™(X=25)"2-- (X = z,)"*

® D'aprés le lemme 2, si z; n'est pas réel,lalorsiun facteur (X —z;)™i

apparait aussi dans la décomposition. | & Veod  anais un pu mp‘de
© En regroupant (X —z;)™ et (X —Z;)™ on obtient le polynéme
irréductible
(X% =2Re(z))X +1zj1*)™ e R[X]
Ne—
2 €OR A= bhac = b Ralz) ~4 1l 2
<+ Inx +O = 4 Tax)? Lo i redw cht



__ Polynéme iréductible ______ DécompositondamsCIX] A
Q(’i),?fx) = xu'i

Exemple ;

On a que P(X)=X3+X?+X +1 se decompose dans C en
P(X)=(X+1)(X-1)(X+1).

On a bien que i et son conjugué —i sont racines de multiplicité 1.
En conséquence la décomposition de P(X) dans R est

P(X)=(X+1)(X?-i%) = (X +1)(X?+1).
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Exemple 7

@® Décomposer dans C[X] le polynsme X%+ X2 +1.
@® Décomposer dans R[X] le polynsme X#+ X2 +1.
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* Les polynédmes irréductibles dans R[X] sont :

* les polynémes de degré 1,
* les polynémes de degré 2 de discriminant <0.

* Tout polynéme P € R[X] se décompose sous la forme :

P(X)=a(X—=r)™ - (X=r )™ (X2 4+b1 X +c1)™ - (X% +bs X +c,)™

* 3 est le coefficient dominant de P,

® rq,...,rg sont les racines réelles distinctes de P,

° m%,...,mk leurs multiplicités respectives,

* X4+ b;X +c; sont des polynémes distincts a coefficients réels
vérifiant bi2 —4c¢; <0.

De plus, cette décomposition est unique a |'ordre des facteurs pres.
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Conclusion :
P e R[X] polyndme de degré d =1
|
doms P admet d racines complexes ry, ..., ry (comptées avec multiplicité)
|
&
P(X)=a(X-n)(X=r)---(X=ry) dans C[X]
l
i r; n'est pas un réel, on peut |'associer a son conjugué dans le produit ci-dessus
|
On (auwa}

P(X)=a(X~=rp)...(X=r,) x(polyndmes irréductibles de degré 2)



On considére le polynéme

P(X)=X*+X?+1.

Laquelle de ces propositions est exacte ?

8 L e racine réelie P X1

® P n'a pas de racine réelle, mais il n'est pas irréductible dans

R[X]
© P-est-de-degré>3-donc-il-anécessairement-tuneracineréelle )( in
m'e (w
O Aucune des proposition ci-dessus n'est exacte
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Dans R[X], si P est de degré 3, alors :
® il a au moins une racine réelle el 4w Pl) =teo Pa)=0
@ il a au moins deux racines réelles 21— tvo
il a trois racines réelles r e Ba) =0
-~
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Exercice (Méme MQM\ ‘

Soit P un polynéme de degré impair de R[X]. Démontrez de deux
facons différentes que P admet au moins une racine réelle.



A venir

* TD 18 : préparer les question 1 et 2 de I'exercice 13

¢ Dates limites DM WIMS :

* DMS8 - Racines carrées et équations du second degré - 29 novembre
2020

* DMO - Polynémes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020

* DMI10 - Fractions rationnelles et décomposition en éléments simples -
13 décembre 2020



