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CM18 : Polynômes irréductibles

But : quel est la décomposition en produit d’irréductibles de X 4+X 2+1 ?

Plan :
• les polynômes irréductibles,

• factoriser dans C[X ],

• factoriser dans R[X ].
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Rappel

Théorème 4

Si r1, . . . , rk sont des racines (distinctes) de P de multiplicités respec-

tives m1, . . . , mk , alors

P(X )= (X ° r1)
m1(X ° r2)

m2 · · ·(X ° rk)
mkQ(X ).

Une fois toutes les racines « extraites » :

• Q peut-il être non-constant ?

• si oui, peut-on encore le décomposer comme un produit de

polynômes ?
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1. Polynôme irréductible

Definition
Un polynôme est dit irréductible dans K[X ] si

• il est non-constant

• et il ne peut pas s’écrire comme un produit de deux polynômes de

K[X ] tous les deux non-constants.

Example :
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Question 1

Est-ce le polynôme X 2+X +1 est un polynôme irréductible ?

1 Oui car il est non constant

2 Oui car il n’a pas de racine

3 Non car il est constant

4 Non car il a des racines

5 On ne peut pas savoir
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Quand on parle d’irréductibilité, il faut toujours préciser dans quel

K[X ] on se place !

Le polynôme P(X )=X 2+1 peut-être vu au choix comme un polynôme

de R[X ] ou de C[X ].

• Dans C[X ], le polynôme P n’est pas irréductible car

P(X )= (X ° i)
| {z }
2C[X ]

(X + i)
| {z }
2C[X ]

.

• Dans R[X ], le polynôme P est irréductible.
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But pour la suite de ce cours :
décomposer un polynôme en produit de polynômes irréductibles.

Quels sont les polynômes irréductibles sur C et sur R ?



Polynôme irréductible Décomposition dans C[X ] Décomposition dans R[X ] À venir

2. Décomposition dans C[X ]

Théorème 5. de D’Alembert. Admis

Sur C, tout polynôme de degré supérieur ou égal à 1 admet au moins

une racine.

On revient sur le théorème précédent : si P a pour seules racines r1, . . . , rk
d’ordres respectifs m1, . . . , mk , alors

P(X )= (X ° r1)
m1(X ° r2)

m2 · · ·(X ° rk)
mkQ(X )

=) Le polynôme Q n’a pas de racine (sinon ce serait aussi une racine de

P), donc il est de degré strictement inférieur à 1.

C- ①

IN deg Q so =D Q = CSI
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Théorème 6. Décomposition en polynômes irréductibles sur C -
(admis)

• Les polynômes irréductibles de C[X ] sont exactement les

polynômes de degré 1.

• Tout polynôme P 2C[X ] se décompose en produit de polynômes

irréductibles :

P(X )= a(X ° r1)
m1(X ° r2)

m2 · · ·(X ° rk)
mk

où :

• a est le coefficient dominant de P,
• r1, . . . , rk sont les racines de P et
• m1, . . . , mk leurs multiplicités.

De plus, cette décomposition est unique à l’ordre des facteurs

près.

x

B
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Exemple

On considère le polynôme

P(X )=X n°1.

Les racines de P sont exactement les racines n-ièmes de l’unité :

ªk = ei
2kº
n , k = 0, 1, . . . , n°1.

Ainsi :

X n°1= (X °1)m1 £
≥
X °ei

2º
n

¥m2 £ · · ·£
µ
X °ei

2(n°1)º
n

∂mn

Dans C[X ], on a toujours

m1+m2+·· ·+mk = deg(P).
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Question 2

On considère le polynôme :

P(X )=X 3°2X 2°X +2.

Sa décomposition en irréductibles est l’une des propositions ci-dessous.

Laquelle ?

1 (X °2)3

2 (X °1)3

3 (X +1)3

4 (X °2)(X °1)2

5 (X °2)(X +1)2

6 (X °1)(X +1)2

7 (X °2)(X °1)(X +1)

IL2) =
.

8 - 2×4-2-+2 = 0

I (d) = 1=2
- f- The = 0

I C-1) = -I -2 t It2 = O

- -

-

-

-

q/
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I
,
-I
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3. Décomposition dans R[X ]

Proposition 6

Soit P(X )= aX 2+bX +c 2R[X ].

P est irréductible dans R[X ] () b2°4ac < 0.

Par exemple, X 2+1 est irréductible dans R[X ].
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Tout polynôme P 2R[X ] est aussi un polynôme de C[X ].

Lemme 2.

Soit P 2R[X ]. Alors pour tout z 2C,

P(z)= 0 () P(z)= 0.

De plus, si z et z sont racines de P (vu dans C[X ]), alors elles ont

même multiplicité.

Attention : cette équivalence n’est pas vraie pour P 2C[X ].

TEE : ICY =
Earth avec ar EIR

Done IGT = ZaqET = Zapf Ek = Ear Eh= ICE)

Mansi IGT-_ ICE)
Done ICE) = o ⇐is

IffT=0⇒ ICE) =D ¥1
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Question 3

On a

(X °z)(X °z)= ?

1 X 2°z2

2 X 2+z2

3 X 2° |z |2

4 X 2+|z |2

5 X 2°2Re(z)X +|z |2

6 X 2+2Re(z)X +|z |2

7 X 2°2Im(z)X +|z |2

8 X 2+2Im(z)X +|z |2
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Pour tout z 2C,

(X °z)(X °z)=X 2°2Re(z)X +|z |2
| {z }

2R[X ]

Finalement :

1 P 2R[X ]ΩC[X ] est décomposable dans C[X ] sous la forme :

P(X )= a(X °z1)
m1(X °z2)

m2 · · ·(X °zk)
mk

2 D’après le lemme 2, si zi n’est pas réel, alors un facteur (X °z i )mi

apparaît aussi dans la décomposition.

3 En regroupant (X °zi )mi et (X °z i )mi on obtient le polynôme

irréductible

(X 2°2Re(zi )X +|zi |2)mi 2R[X ]

Doorquoi
ET a meme

- - ( multiplicity
.EGAD EGAD
-

"
"

* ←"""

§
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-
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Exemple

On a que P(X )=X 3+X 2+X +1 se décompose dans C en

P(X )= (X +1)(X ° i)(X + i).

On a bien que i et son conjugué °i sont racines de multiplicité 1.

En conséquence la décomposition de P(X ) dans R est

P(X )= (X +1)(X 2° i2)= (X +1)(X 2+1).

G-1) Itx) =
X
"
- I

§
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Exemple 7

1 Décomposer dans C[X ] le polynôme X 4+X 2+1.

2 Décomposer dans R[X ] le polynôme X 4+X 2+1.

Remarque: (Xd txt tf
-

- LX-j) CX-f) on
'

j = e'
'

II

① 44×71) = (x2j)Cx2-j) = (x- ei¥)Cxte¥ )
(X - e-⇒ (xx e-ITB)

② = Ex- e Cx- e + e cxte D

= (Xd - X th) ( x'
texts)

-
-

C- REB EIREXI et irre'd . Caso)
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Théorème 7. Décomposition en irréductibles sur R

• Les polynômes irréductibles dans R[X ] sont :

• les polynômes de degré 1,
• les polynômes de degré 2 de discriminant < 0.

• Tout polynôme P 2R[X ] se décompose sous la forme :

P(X )= a(X°r1)m1 · · ·(X°rk)mk (X 2+b1X+c1)n1 · · ·(X 2+b`X+c`)n`

où

• a est le coefficient dominant de P,
• r1, . . . ,rk sont les racines réelles distinctes de P,
• m1, . . . ,mk leurs multiplicités respectives,
• X2+biX +ci sont des polynômes distincts à coefficients réels

vérifiant b2
i °4ci < 0.

De plus, cette décomposition est unique à l’ordre des facteurs près.
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Conclusion :

P 2R[X ] polynôme de degré d   1

#
P admet d racines complexes r1, . . . , rd (comptées avec multiplicité)

#
P(X )= a(X ° r1)(X ° r2) · · ·(X ° rd ) dans C[X ]

#
Si ri n’est pas un réel, on peut l’associer à son conjugué dans le produit ci-dessus

#
P(X )= a(X ° r 01) . . .(X ° r 0k)£ (polynômes irréductibles de degré 2)

Comment factories dans REX] ?

d:{
{descend
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Question 4

On considère le polynôme

P(X )=X 4+X 2+1.

Laquelle de ces propositions est exacte ?

1 P n’a pas de racine réelle, donc il est irréductible dans R[X ]

2 P n’a pas de racine réelle, mais il n’est pas irréductible dans

R[X ]

3 P est de degré   3 donc il a nécessairement une racine réelle

4 Aucune des proposition ci-dessus n’est exacte

-

- to:3.
%E
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Question 5

Dans R[X ], si P est de degré 3, alors :

1 il a au moins une racine réelle

2 il a au moins deux racines réelles

3 il a trois racines réelles

4 il n’a pas forcément de racine réelle

par THI
"

:÷¥÷: :
'

÷:::

µ÷¥ne sale racine reElle
-
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Exercice

Soit P un polynôme de degré impair de R[X ]. Démontrez de deux

façons différentes que P admet au moins une racine réelle.

Creme raisemonument) .
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À venir

• TD 18 : préparer les question 1 et 2 de l’exercice 13

• Dates limites DM WIMS :

• DM8 - Racines carrées et équations du second degré - 29 novembre
2020

• DM9 - Polynômes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020
• DM10 - Fractions rationnelles et décomposition en éléments simples -

13 décembre 2020
• ...


