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CM17 : Racine d’un polynôme et factorisation

But : les nombres °1 et 2 annulent P(X )=X 2°X °2. Et alors ?

Plan :

• racine et divisibilité,

• caractérisation par les dérivées,

• factorisation d’un polynôme grâce à ses racines.

Aeors ICH = Ite) (x-2) !
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1. Racine d’un polynôme

Definition
Soit P un polynôme. Le nombre r est appelé racine de P si P(r)= 0.

F



Racine d’un polynôme Racines et dérivées Factorisation À venir

Théorème 2.

Soit P un polynôme. Le nombre r est une racine de P si et seulement

si (X ° r) divise P(X ).

Démonstration.

Erase :

I
① degrades
Done deg R f O

Iosom la dir eeeelidienne : done R =
Csk

DCA = LX-e) QCX) t RCX)

comme Ile) = @-r ) Qce) tree)=R_

Done ICX) = (X- re) I + Ice) /
IN - o Ssi ICH -¥Q

→
Ssi CX-e) II .
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Question 1

Le polynôme X 2°2X °3 est divisible par :

1 X et X °3,

2 X +1 et X °3,

3 X et X +3,

4 X +1 et X +3.

'
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Exercice 1

1 Justifiez que le polynôme X n°1 est divisible par X °1.

2 Calculez explicitement le quotient.

3 En déduire que si ≥ est une racine n-ième de l’unité différente

de 1, alors

≥n°1+≥n°2+·· ·+≥+1= 0.

(ru en TD des complexes)
.
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Observons les polynômes :

P(X ) =X °1 et Q(X ) =X 2°2X +1

= (X °1)(X °1).

Les polynômes P et Q ont tous les deux une seule racine : r = 1.

Mais intuitivement, on a envie de dire que :

• le nombre 1 est « une seule fois » racine de P ,

• le nombre 1 est « deux fois » racine de Q.

Cela se formalise grâce à la notion de multiplicité.
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Definition
Soit P 2K[X ] un polynôme et r 2K une racine de P .

La multiplicité (ou ordre) de r est l’entier m  1 tel que

(X ° r), (X ° r)2, . . . , (X ° r)m divisent P(X )

mais (X ° r)m+1
ne divise pas P(X ).

Remarque

On dit que r est une racine simple si m= 1, et une racine multiple
si m  2.
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Remarque

Si (X ° r)m divise P(X ), alors par définition :

P(X )= (X ° r)mQ(X ).

Dans ce cas,

(X ° r)m+1
divise P () (X ° r) divise Q

() Q(r)= 0.
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Question 2

Le nombre 1 est racine de P(X )= (X °1)2(X 2+X °2). Quel est son

ordre ?

1 1

2 2

3 3

4 4

-

C -1) txt 2)

= LX- I )3CXt2 )
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2. Racines et dérivées

Definition
Soit P(X )=Pn

k=0 akX
k

un polynôme. Le polynôme dérivée de P est le

polynôme

P 0(X ) :=
nX

k=1
kakX

k°1.

Exemple

On a

(X 2°3X +7)0 = 2X °3.

① Operation formelle .
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Théorème 3. Admis

Soit P un polynôme. Le nombre r est racine d’ordre au moins k de

P si et seulement si

P(r)=P 0(r)= ·· · =P(k°1)(r)= 0.

Remarque

Par conséquent, si

P(r)=P 0(r)= ·· · =P(k°1)(r)= 0 et P(k)(r) 6= 0,

alors r est une racine d’ordre exactement k de P .

Ainsi re a poem multiplicate m ¥54 LX-e)MI I
{Cx -e)Mt'tI

5¥ IN =
Ice) = .

.

I'm
-"H

{* em, to
⇒
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Question 3

Le polynôme

P(X )=X 4°X 3°X +1

a pour racine r = 1. Quelle est sa multiplicité ?

1 1

2 2

3 3

4 4

5 On ne peut pas savoir.

ICI) = t - I
-I t't =o

214×7=4×3-3×2- t
me> I

'

Cf) = 4-3-1=0

I'4×1=12×2- GX my B
"G) = 12 - 6=6 to
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Exercice

Soit P 2 K[X ] un polynôme. Démontrez qu’il admet a 2 K comme

racine d’ordre au moins 2 si et seulement si

P(a)= 0 et P 0(a)= 0.

( them 3 exactanent ) .
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3. Factorisation d’un polynôme

Lemme 1

Soit P un polynôme de la forme P(X )=A(X )B(X ). Si

• (X ° r)m divise P , et

• B(r) 6= 0

alors (X ° r)m divise A.

Démonstration.
Démontrons ce lemme par récurrence sur m 2N§

.

• Initialisation : le cas où m= 1.

• Hérédité : Soit p 2N§
, supposons que le lemme soit vrai pour m= p

et démontrons qu’il reste vrai au rang suivant.
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Lemme 1

Soit P un polynôme de la forme P(X )=A(X )B(X ). Si

• (X ° r)m divise P , et

• B(r) 6= 0

alors (X ° r)m divise A.

Théorème 4

Soit P un polynôme. Si r1, . . . , rk sont des racines distinctes de P de

multiplicités respectives m1, . . . , mk , alors le polynôme

(X ° r1)
m1 · · ·(X ° rk)

mk divise P .

Ear recurrence
I

, = CX- calmed Iz
ou
' IL divisible

pae
les CX- ri)

! i> 2

et done IN)=(X-r ,)m
'I. CX )

= CX- er , )m ' (X- es)M2IHX)
- n

- -

y- g)
Mi
II t i -- 1,2. . - ski = (X.4)

m

!
.
-CX-ekjmkpg.ly)

*
*

tfinsi PIX) = CX - ee
,
)m '#X) cae m,

multiplicate
-

B

Done Fifa
,
. .

.,k, Beri) #O et CX-simile ⇒Lommet@eijmigp
,
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Question 4

Si r1, . . . , rk sont toutes les racines de P , de multiplicités respectives

m1, . . . , mk , alors

1 deg(P)…m1+·· ·+mk

2 deg(P)=m1+·· ·+mk

3 deg(P) m1+·· ·+mk

4 on ne peut rien dire.



Racine d’un polynôme Racines et dérivées Factorisation À venir

Corollaire 1

Si P est un polynôme non-nul, et si r1, . . . , rk sont ses racines de

multiplicités respectives m1, . . . , mk , alors

deg(P) m1+·· ·+mk

Dans R[X ], il n’y a pas forcément égalité :

P(X )= (X °3)5(X +1)2(X 2+1)

a pour seules racines r1 = 3 et r2 =°1, de multiplicités respectives

m1 = 5 et m2 = 2, mais

deg(P)= 9> 7=m1+m2.

-

*
GEX]

H- illxti )
-
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Question 5

Le polynôme

P(X )=X 3°3X 2+4

est divisible par :

1 (X +1)3

2 (X °2)3

3 (X °2)2(X +1)

4 (X °2)(X +1)2
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À venir

• TD 17 : préparer la question 1 de l’exercice 7

• Dates limites DM WIMS :

• DM8 - Racines carrées et équations du second degré - 29 novembre
2020

• DM9 - Polynômes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020
• DM10 - Fractions rationnelles et décomposition en éléments simples -

13 décembre 2020
• ...


