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CM16 : Polynémes et divisibilité
But du chapitre : définir et étudier les polynémes pour

* mieux comprendre les équations comme z° +33-272-57+7=0,

* aider a I'étude des fonctions polynomiales f(x) =3x*+2x~1 ou

2
* calculer des intégrales du type f 3 dx.
1 x°-1
But du cours : savoir effectuer la division de - s N o4
DivZion eslT €
4 3_ 2 _ 2
X*+7X>-2X“+7X -3 par X*+1. ( &fmt\éfl\\.
e = ﬁb +
Plan : j t
* degré d'un polynéme, QIWM Sy
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* divisibilité pour les polyndomes,
* division euclidienne. ?
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Reprenons |'introduction du chapitre 2 :
373““7& I'équation x2—2=0 n'a pas de solution dans @, mais si on se place

\(‘4,@\ dans R, il y a deux solutions : v2 et —v/2.
* e I'équation x2+1=0 n'admet pas de solution dans R. Mais si on
DR cherche dans C, on trouve deux solutions : i et —i.
P
Si I'on considére I'écriture formelle P(X) = X2+1 (que I'on peut penser

dans un premier temps comme une fonction polynomiale), les nombres
complexes i et —i vérifie P(i)=0 et P(-i)=0.

Peut-on réécrire P(X) de facon a faire apparaitre i et —i7?
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Les expressions X2 +1 s'appelle des polynomes et on note |'ensemble des

polyndémes K[X].
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Dans tout ce chapitre K désigne le corps des nombres réels ou complexes.
Autrement dit :

K=R ou K=C



1. Polynéme et degré

Un a coefficients dans K est une expression de la forme :

P(X)=anX"+ap_1 X"t 4ot apX?+a1 X +a,

N /4
N STML _ N
ou le\cb = LQ”/ &, Qz/ Ty 4"/ &0, - )
* a0,31,...,an €K sont les du polynéme P,

* X est I'indéterminée du polynéme.

De plus si a, #0, alors

* nestle de P et on note deg(P) =n,
e a,X" est le de P,
an est le de P.

Deux polynémes sont égaux si et seulement s'ils ont exactement les

mémes coefficients. O,  0'¢rcica P-Q daw H{D(}

L'ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X].



Quelques polynémes particuliers : on dit que P est

* le si tous ses coefficients sont nuls, noté P(X)=0.
Par convention, deg(0) = —co.
* un si tous ses coefficients sont nuls, sauf

éventuellement ag.

* un si exactement un seul des a; n’est pas nul. Par exemple :
P(X)=3X, P(X)=X5, P(X):%X3,
aaég“ sop YL%eZ | o #0}
o aqg) = sy <lemmbe oo gt FT
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On dit aussi que P est si son coefficient dominant vaut 1.
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Par exemple,
1
P(X)=5X5+aX3+ §X2 -V2

est un polynédme dans R[X] de degré 5, constitué de 4 mondmes.

* Son terme dominant est 5X°.

* Son coefficient dominant est 5, P n'est donc pas unitaire. 9&%&{%‘1_
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Un polynéme peut-il étre de degré 07

® Oui lorsil i ) |
gOui| it il peut étre non-nul
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* Le polynéme nul P(X) =0 est de degré —oo.

* Les polynémes de degré 0 sont les polynémes constants
non-nuls : P(X)=ag avec ag # 0.




Soient n et m deux entiers. Nous définissons
X XXm Xn+m

Soient P(X) =X jaiX" et Q(X)= 2}7:0 b X/ deux polyndmes de K[X].
Nous définissons le produit P x @ par

s k
f(;:x;igg % (PxQ)(X Z aXk, avec ¢ = mZ:Oambk—m-
oV
Exemple
On a

(X2+1)(X-2)=Xx3-2X%+ X -2.



Soient P, Q@ € K[X]. Alors :
© deg(PQ) = deg(P) +deg(Q) .40 Jo
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On considére le polynéme 2 Yo ax3 a4
U e R e

P(X)=(2X +3)(1-X2)+(2x3 +1).

Quel est son degré?
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Soient P, Q@ € K[X]. Alors :
@ deg(PQ) =deg(P) +deg(Q),
@ deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).
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* Pour tout P,QeK[X], on a : My (0
O (@2 s9) =3 fes

PQR=0 < (P=0ou Q=0). @7#0 &Q#D)
On dit que K[X] est integre. =p MFC, ban £
* De la relation précédente, on déduit : 2= Qm Bin ﬁoo,d'
PQ=RQ — (Q= OOuP R). > O ol de
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Remarque (C[os" de Q(aﬂaq,‘&e, o mow e P‘mae&ge_lB

Attention, contrairement au produit de deux polynémes, le produit de
deux fonctions peut étre nul sans qu'aucune des deux ne le soitI
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@ Si deg(Q) =1 alors deg(P(Q)) = deg(P) x deg(Q)
@® Si deg(Q) =0, alors deg(P(Q)) <0
© Si deg(Q) = —oo, alors deg(P(Q)) <0.
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2. Divisibilité des polynémes

Divisibilité dans Z :
24=4x6

On dit que 4 divise 24, ou de maniére équivalente, que 24 est un multiple
de 4.

Definition
Soit A, BeK[X]. On dit que A B s'il existe Q@ € K[X] tel que
B =AQ. Dans ce cas, on dit aussi que B est un de A.
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Exemple dans /Z

* Pour tout PeK[X], /

Px0=0,

donc tout polyndme P divise 0, mais 0 ne divise que 0
* Pour tout PeK[X],
Px1=P,
donc 1 divise tout polynéme.

e Comme X?-1=(X-1)(X+1), les polynémes X -1 et X +1
divisent X2 - 1.
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Le polynéme X3 —2X2—3X est un multiple de

o X3 © 2X2

Q X2 0 3X
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Le polyndme X3+ X2+ X +1 est un multiple de

S o X+1
9;:_)1 0 X+2
X
Nes oxFodtek4d = (o> Q)
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La relation de divisibilité est :
@ (ransitive : pour tous A, B, C e K[X],
(A divise B) et (B divise C) = A divise C,
@ rcflexive : pour tout Ae K[X], A divise A.

@ A“ B 4=p = Q, GIKDL]/ QlA‘ = B bttt

Tt |
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Done Al C
A= Axd



dogee ga N )
% HQ&L\OW TqeN Ml/b
<
- b:’l;O ohscs bz A

Si A divise B et que B #0 alors deg A<degB.
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3. Division euclidienne Do

aew R -Ra

Soient A, B € K[X] deux polynémes, avec A # 0. Il existe un unique
couple (@, R) de polynémes dans K[X] tel que

B=QA+R et degR<degA.

On dit que @ et R sont respectivement le quotient et le resie de la
division euclidienne de B par A.

Démonstration.

Demgntrons I'unicité de I'écriture lorsqu’elle existe. O
Rl 1175 | F WGl . B = QAR gux ferluges
’%}l 16 F —  B- @R, 7
/925 7_5 Do @l"Ql)A‘ = —C&"R&B ) A
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7 = Fxl6THE !\ deg 5 ganh (Bep5)
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Posons la division euclidienne de aé vetopp
BK) X4+ 7X3—2X2 +8X 4
par X2 +1.
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Remarque

On peut parfois calculer facilement le reste d'une division euclidienne
sans |'effectuer.
* Si B(X) polynédme et A(X)=X -1, la division euclidienne de B
par A conduit & une expression de la forme

B(X)=A(X)Q(X)+ R(X),

avec deg(R) < 1. Donc R(X) = a est une constante. Il suffit
alors de calculer B(1) pour trouver a puisque

B(1)=(1-1)Q(1)+R(1) = a.

¢ Si B(X)=X>-X*+2X3+ X% +4 et A(X)=X?-1, la division
euclidienne de B par A conduit R(X)=aX+b. On trouve
ensuite a et b en substituant successivement 1 & X et -1 a X

dans la décomposition A(X) =B(X) Q(X) + R(X).
A



Exercice

* Calculer le reste de la division euclidienne de
B(X)=3X?+2X -1 par X +1.

* Calculer le reste de la division de B(X)=X3+X?+X+1 par
A(X)=X?-4.



A venir

* CC2 la semaine prochaine : bonnes révisions !

vendredi 20 novembre de 16h45 3 18h45
programme dans le document “syllabus” sur moodle

e TD 16 : préparer les questions 1 de I'exercice 1

* Dates limites DM WIMS :

DM?7 - Forme exponentielle et formules trigonométriques - 15
novembre 2020

DMB8 - Racines carrées et équations du second degré - 29 novembre
2020

DM9 - Polynémes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020



