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CM16 : Polynômes et divisibilité

But du chapitre : définir et étudier les polynômes pour

• mieux comprendre les équations comme z5+3
3°2z2°5z +7= 0,

• aider à l’étude des fonctions polynomiales f (x)= 3x4+2x °1 ou

• calculer des intégrales du type

Z2

1

3

x3°1
dx .

But du cours : savoir effectuer la division de

X 4+7X 3°2X 2+7X °3 par X 2+1.

Plan :
• degré d’un polynôme,

• divisibilité pour les polynômes,

• division euclidienne.
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Introduction

Reprenons l’introduction du chapitre 2 :

• l’équation x2°2= 0 n’a pas de solution dans Q, mais si on se place

dans R, il y a deux solutions :
p

2 et °
p

2.

• l’équation x2+1= 0 n’admet pas de solution dans R. Mais si on

cherche dans C, on trouve deux solutions : i et °i.

Si l’on considère l’écriture formelle P(X )=X 2+1 (que l’on peut penser

dans un premier temps comme une fonction polynomiale), les nombres

complexes i et °i vérifie P(i)= 0 et P(°i)= 0.

Peut-on réécrire P(X ) de façon à faire apparaître i et °i ?

Les expressions X 2+1 s’appelle des polynômes et on note l’ensemble des

polynômes K[X ].
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Dans tout ce chapitre K désigne le corps des nombres réels ou complexes.

Autrement dit :

K=R ou K=C
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1. Polynôme et degré
Un polynôme à coefficients dans K est une expression de la forme :

P(X )= anX
n+an°1X

n°1+·· ·+a2X
2+a1X +a0,

où

• a0, a1, . . . , an 2K sont les coefficients du polynôme P ,

• X est l’indéterminée du polynôme.

De plus si an 6= 0, alors

• n est le degré de P et on note deg(P)= n,

• anX n
est le terme dominant de P ,

an est le coefficient dominant de P .

Deux polynômes sont égaux si et seulement s’ils ont exactement les

mêmes coefficients.

L’ensemble des polynômes à coefficients dans K est noté K[X ].
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Quelques polynômes particuliers : on dit que P est

• le polynôme nul si tous ses coefficients sont nuls, noté P(X )= 0.

Par convention, deg(0)=°1.

• un polynôme constant si tous ses coefficients sont nuls, sauf

éventuellement a0.

• un monôme si exactement un seul des ai n’est pas nul. Par exemple :

P(X )= 3X , P(X )=X 5, P(X )= 1

2
X 3, . . .

On dit aussi que P est unitaire si son coefficient dominant vaut 1.
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Par exemple,

P(X )= 5X 5+ºX 3+ 1

2
X 2°

p
2

est un polynôme dans R[X ] de degré 5, constitué de 4 monômes.

• Son terme dominant est 5X 5
.

• Son coefficient dominant est 5, P n’est donc pas unitaire.
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Question 1

Un polynôme peut-il être de degré 0 ?

1 Oui, mais alors il est obligatoirement nul

2 Oui, et il peut être non-nul

3 Oui, et il est obligatoirement non-nul

4 Non
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• Le polynôme nul P(X )= 0 est de degré °1.

• Les polynômes de degré 0 sont les polynômes constants

non-nuls : P(X )= a0 avec a0 6= 0.

① Source de BCE de confusion .
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Definition
Soient n et m deux entiers. Nous définissons

X n£Xm :=X n+m.

Soient P(X )=Pp
i=0 aiX

i
et Q(X )=Pq

j=0bjX
j

deux polynômes de K[X ].

Nous définissons le produit P £Q par

(P £Q)(X ) :=
p+qX

k=0
ckX

k , avec ck :=
kX

m=0
ambk°m.

Exemple

On a

(X 2+1)(X °2)=X 3°2X 2+X °2.

Formule
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Proposition 1.

Soient P ,Q 2K[X ]. Alors :

1 deg(PQ)= deg(P)+deg(Q)
an#0

&

b.info

Frewen: ICH = an Xnt -
-
- -

avec degI=n§{ Qcx) = bmxmt .
- - deg Em

et done (pae la formule de Broden't de Cauchy) ;
Mtm
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Question 2

On considère le polynôme

P(X )= (2X +3)(1°X 2)+ (2X 3+1).

Quel est son degré ?

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

= 4 t 2X
- 3×2 tO×X3

=
2X -243 t Z -3×2 TIE +I

/
TEI

ees terms
dominants se simplified !
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Proposition 1.

Soient P ,Q 2K[X ]. Alors :

1 deg(PQ)= deg(P)+deg(Q),

2 deg(P +Q)…max(deg(P),deg(Q)).

Iheuv② : Dad = Eaa Xd n= degI
k=o↳ HI = Effort

A-ears Ita)CX) = I called
oei ca = aptbp

clairemont med si
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Done deg CIA) & Max (mm) ⇐a k >
n

= max CdegI, dew) & R > m D
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Proposition 2

• Pour tout P ,Q 2K[X ], on a :

PQ = 0 () (P = 0 ou Q = 0).

On dit que K[X ] est intègre.

• De la relation précédente, on déduit :

PQ =RQ () (Q = 0 ou P =R).

Remarque

Attention, contrairement au produit de deux polynômes, le produit de

deux fonctions peut être nul sans qu’aucune des deux ne le soit !
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Proposition 3

1 Si deg(Q)  1 alors deg(P(Q))= deg(P)£deg(Q).

2 Si deg(Q)= 0, alors deg(P(Q))… 0.

3 Si deg(Q)=°1, alors deg(P(Q))… 0.
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2. Divisibilité des polynômes

Divisibilité dans Z :
24= 4£6

On dit que 4 divise 24, ou de manière équivalente, que 24 est un multiple

de 4.

Definition
Soit A, B 2K[X ]. On dit que A divise B s’il existe Q 2K[X ] tel que

B =AQ. Dans ce cas, on dit aussi que B est un multiple de A.
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Exemple

• Pour tout P 2K[X ],
P £0= 0,

donc tout polynôme P divise 0, mais 0 ne divise que 0.

• Pour tout P 2K[X ],
P £1=P ,

donc 1 divise tout polynôme.

• Comme X 2°1= (X °1)(X +1), les polynômes X °1 et X +1

divisent X 2°1.

C
'estpartie
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Question 3

Le polynôme X 3°2X 2°3X est un multiple de

1 X 3

2 X 2
3 2X 2

4 3X

IKEX] on
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Q
,
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Question 4

Le polynôme X 3+X 2+X +1 est un multiple de

1 X °2

2 X °1

3 X +1

4 X +2

A-CX)

# • Si =X3tX't X + I = LX-a) QLX)

Aeors Ala) = Ca- a) Qld = 0 Testee g

Testee la
divisibilote part-ee ⇐is Aca) o

• Je n' ai pas calculi Q .
En fait X3tX2tXt1=CXtD texts)

= Ht 1) 4171 )
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Proposition 4

La relation de divisibilité est :

1 transitive : pour tous A, B , C 2K[X ],

(A divise B) et (B divise C ) =) A divise C ,

2 réflexive : pour tout A 2K[X ], A divise A.

Idreeeve : ① Al B #is F Q , C- IKEXI,
QA - B

~

BIC ⇐a Z Q2 Elk TX], Qa
B = Co

Dono Q, QAA = Qa A)
= Q2 B = c.

Done A- I C

② A- = AxI
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Proposition 5

Si A divise B et que B 6= 0 alors degA… degB .

1.4 Analogue see IN
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3. Division euclidienne

Théorème 1. Division euclidienne dans K[X ] (existence admise)

Soient A, B 2K[X ] deux polynômes, avec A 6= 0. Il existe un unique

couple (Q,R) de polynômes dans K[X ] tel que

B =QA+R et degR < degA.

On dit que Q et R sont respectivement le quotient et le reste de la

division euclidienne de B par A.

Démonstration.
Démontrons l’unicité de l’écriture lorsqu’elle existe.

Done 04=92 scale possibilities
diced R, =Rz -

\Taped¥: t, Lancie
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Exemple

Posons la division euclidienne de

X 4+7X 3°2X 2+8X °4

par X 2+1.

114+7×3 -2×2+8×-4
① pent method

yzf) @4- HI} !
,

=↳ A verifier en
de'veeoppant .

BCH

BCH -- X 't 7×3 - 2×2+8×-4
=
Atx)

#t%+* , x -3

- ( 7113 , o
.

# + Fx)
= QCX)

#tX4
- (-3×2-3)
x#=RCX)
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Remarque

On peut parfois calculer facilement le reste d’une division euclidienne

sans l’effectuer.

• Si B(X ) polynôme et A(X )=X °1, la division euclidienne de B
par A conduit à une expression de la forme

B(X )=A(X )Q(X )+R(X ),

avec deg(R)< 1. Donc R(X )= a est une constante. Il suffit

alors de calculer B(1) pour trouver a puisque

B(1)= (1°1)Q(1)+R(1)= a.

• Si B(X )=X 5°X 4+2X 3+X 2+4 et A(X )=X 2°1, la division

euclidienne de B par A conduit R(X )= aX +b. On trouve

ensuite a et b en substituant successivement 1 à X et °1 à X
dans la décomposition A(X )=B(X )Q(X )+R(X ).- e

B A
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Exercice

• Calculer le reste de la division euclidienne de

B(X )= 3X 2+2X °1 par X +1.

• Calculer le reste de la division de B(X )=X 3+X 2+X +1 par

A(X )=X 2°4.
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À venir

• CC2 la semaine prochaine : bonnes révisions !

• vendredi 20 novembre de 16h45 à 18h45
• programme dans le document “syllabus” sur moodle

• TD 16 : préparer les questions 1 de l’exercice 1

• Dates limites DM WIMS :

• DM7 - Forme exponentielle et formules trigonométriques - 15
novembre 2020

• DM8 - Racines carrées et équations du second degré - 29 novembre
2020

• DM9 - Polynômes, degré et multiplicité des racines - 6 décembre 2020
• ...


